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Zusammenfassung

Bei theoretischen Untersuchungen zur Softwareentwicklung werden unter an-
derem Interpretationsmittel fiir Funktionen héherer Ordnung und algebra-
ische Sperzifikationen bendtigt. Zur semantischen Beschreibung von Funktio-
nen hoherer Ordnung verwendet man Konstrukte wie algebraische cpo’s. Alge-
braische Spezifikationen werden mit Hilfe der Termalgebra und einer Kongru-
enz, die durch die Gesetze induziert wird, interpretiert. Will man nun seman-
tische Bereiche direkt aus algebraischen Sperzifikationen gewinnen, so muf die
Informationsordnung mit der induzierten Kongruenz vertriglich sein. Friihere
Arbeiten (siehe [Moller 85, Jifi et al. 91, Jouannoud Okada 91]) fiithrten dabei
eine Ordnung auf der dividierten Termalgebra ein und erhielten mittels Ideal-
vervollstindigung ein Modell. Wir zeigen, dafl diese Methode zu ungewoll-
ten Effekten fithrt. Durch unseren Ansatz iiber die sogenannten vollstindigen
und approximationserhaltenden Kongruenzen auf Bereichen mit Keimen (sie-
he [Gunter 85, Schmidt et al. 86, Schmidt et al. 89]) lassen sich diese Effekte
vermeiden. Dieser Ansatz erlaubt es uns, direkt aus einer algebraischen Spezi-
fikation mit einer erweiterten Herleitungslogik iiber den inversen Limes einen
semantischen Bereich zu konstruieren, der das initiale Modell in der Klasse
der induktiv geordneten Modelle dieser Spezifikation ist.

1 Einleitung

Zwei Methoden sind fiir die theoretische Betrachtung von Softwareentwicklung von
grofler Bedeutung: Algebraische Spezifikationen und die Semantik von Programmier-
sprachen.

Eine algebraische Spezifikation wird meist durch Restklassen der freien Termalgebra
iiber einer Signatur interpretiert. Die Gesetze der Spezifikation induzieren dabei die
Aquivalenzrelation. Diese so entstandene Algebra ist zunichst ungeordnet. Aller-
dings ben6tigt man schon zur semantischen Beschreibung des klassischen A-Kalkiils
geordnete Mengen, speziell induktive Ordnungen. Die Kompaktheit der Elemente



und die Algebraizitit eines solchen semantischen Bereiches sind dabei Vorausset-
zung fiir die Bildung des Funktionsbereichs (siehe [Gunter 85]).

Die Kombination beider Ansitze wirft Vertraglichkeitsfragen auf. Wie miissen Ord-
nung und Kongruenz beschaffen sein, damit der Quotientenbereich wieder eine in-
duktive Ordnung bildet? Welche Restklassen sind kompakt? Existiert der Funkti-
onsbereich?

Frithere Arbeiten (siehe z.B. [Moller 85, Jifi et al. 91, Jouannoud Okada 91]) fiihr-
ten dazu eine Ordnung erst auf der dividierten Termalgebra ein und erhielten mittels
Idealvervollsténdigung ein Modell. Wir wollen im Gegensatz dazu Modelle durch di-
rekte Kongruenzbildung auf einer Term-Ordnung konstruieren. Ferner lassen wir ein
Sondersymbol L fiir ,undefiniert zu, das unbeschrankt zur Term- und Formelbil-
dung zur Verfiigung steht. Weiter sollen die Funktionssymbole ,lazy“ und damit
nicht notwendigerweise strikt interpretiert werden. Mit Hilfe der folgenden Forde-
rungen erhalten wir die gewiinschte Ordnung auf den Termen:

1. Der Term L ist das kleinste Element der Algebra.

2. Die Funktionssymbole sind stetige Abbildungen auf der vervollstdndigten Term-
algebra.

Durch die erste Forderung wird L als Symbol fiir ,,undefiniert” wie {iblich das klein-
ste Element der Ordnung. Im initialen Modell gilt offensichtlich f(L) # L. Erst
durch Hinzunahme entsprechender Gesetze wird f in der dividierten Termalgebra
zu einer strikten Abbildung. Die durch diese Axiome induzierte Ordnung auf den
Termen driickt den Grad der Definiertheit eines Elements in der Algebra aus. Die
fritheren Anséatze fithren unter diesen Voraussetzungen zu einem ungewollten Effekt.
Betrachten wir folgende algebraische Spezifikation:

type Natquot;

cons 0 : Natquot;
func s : Natquot -> Natquot;
axioms s(0) = 0;

endoftype;

Fiir diese Spezifikation erhélt man die linke Ordnung der folgenden Grafik (die
Hlazy“-natiirlichen Zahlen) als geordnete Termalgebra, wobei die durch die Gesetze
induzierte Aquivalenzrelation auf den Termen durch ~ gekennzeichnet ist. Diese
Ordnung ist nicht induktiv, da die Kette 1, s(L), s*(L),s*(_L),...durch keinen Term
nach oben beschrankt wird und damit kein Supremum besitzt. Wir diskutieren nun
Moglichkeiten, diese Ordnung induktiv zu machen.

1. Versuch: Ein solches Supremum gewinnt man durch Vervollstandigung der Ord-
nung. Dieses Supremum bezeichnen wir mit s*(L) in Anlehnung an den nichtend-
lichen ., Term* bestehend aus einer w-fachen Anwendung von s auf 1. Geht man



in unserem Beispiel zunédchst zur geordneten Menge von Restklassen iiber und
vervollstdndigt diese, so erhélt man die rechte induktive Ordnung.

O (1)
S0) 0 @) o [(1)
$2(0) :\- S(L) ® (L)
5(0) :\- s2(1) o ® [s2(1)]
0 :\- s(1) ® [s(1)]
\. L o[l

Die Restklasse des Elements 0 liegt nach diesem Verfahren iiber dem nichtkompak-
ten Element [s¥(L)]. Dies erscheint schon deshalb nicht sinnvoll, da die ,,choice-
Funktion, die jeder kompakten Restklasse einen Vertreter zuordnet, keine mono-
tone Funktion ist. Also ist der dividierte Bereich kein Retrakt des Urspriinglichen.
Damit ist dieser Ansatz auch nicht modular, d.h. eine nachtriagliche Erweiterung
der Aquivalenz fiihrt zu einem anderen Modell als eine vor der Modellbildung
vergroflerte Gesetzesmenge.

2. Versuch: Eine zweite mogliche Vorgehensweise ist es, zundchst zu dividieren
und anschlieffend nur die kompakten Elemente der Ordnung zu vervollstandigen.
In unserem Beispiel liefert dieses Verfahren folgendes:

O (L)

20) 0 @) o [+(L)

$2(0) :\- S(1) ® [°(1)]

5(0) N— (1) o ® [-2(L)]

0 :\ s(1) ® [s(1)
.\. L ol

In diesem Fall ist die Restklasse der 0 gar nicht mehr vorhanden, da sie in der divi-
dierten Ordnung kein kompaktes Element ist und somit vor der Vervollstandigung



aus der Ordnung entfernt wurde. Eine Interpretationsfunktion kann daher nicht
mehr eine einfache Klassenbildung sein. Selbst eine Identifizierung der Klasse der
0 mit der Restklasse [s*(L)] scheint nicht sinvoll, da alle zur 0 dquivalenten Terme
urspriinglich nur endlich oft echt approximiert werden konnten, also kompakt wa-
ren. Im dividierten Bereich ist eine unendliche Approximation dieser Restklasse
moglich, da sie ein nichtkompaktes Element der Ordnung ist. Tatséchlich kann
man aber in endlicher Zeit zu entscheiden, ob ein Element in der Restklasse der 0
liegt. Analog kann ein Programm auch jedes Element aus dieser Restklasse in end-
licher Zeit erzeugen. Hier zeigt es sich, daf sich die Position einer Restklasse in der
dividierten Ordnungsstruktur nicht durch die Menge aller Elemente dieser Rest-
klasse ,additiv® ergibt, sondern, daf} sie durch eine Art ., Durchschnittshildung*
iiber alle Elemente bestimmt wird.

3. Versuch: Die durch die Gesetze induzierte Aquivalenz auf unserem Bereich ist
im obigen Beispiel zu klein, d.h. sie identifiziert nicht geniigend viele Elemente.
Deshalb werden wir spater die Herleitungslogik der Spezifikation erweitern, so
daB die Aquivalenz von 0 und s(L) im obigen Beispiel herleitbar ist. Dies spiegelt
auch die Forderung wieder, daf} alle Funktionssymbole ,lazy® interpretiert werden
sollen. Aus s(0) = 0 folgt s(¢) = 0 fiir alle Terme ¢t € {0,s(0), s*(0),...}. Somit
liefert die Applikation von s auf jeden echten Wert — einen Term ohne 1 — die
Konstante 0, d.h. die Auswertung von s(¢) kann ohne Kenntnis der Gestalt von
t geschehen, was in einem ,lazy“-Kontext auch s(L) = 0 zur Folge haben sollte.
Damit erhalten wir nun folgenden Ubergang von einer geordneten Termalgebra
zu einem ordnungstheoretischen Modell:

20) @ @ (1) (0)
#(0) :\ (1) #(0) 0
5(0) \ sm)w 5(0) 1]
0 ?\ s(L) 0
NG

Dazu benédtigen wir eine Klasse semantischer Bereiche, die unter Quotientenbil-
dung abgeschlossen ist. Weiter sollten diese Bereiche konstruktiv tiber endlichen
Teilbereichen, den sogenannten Keimen, aufgebaut sein. Die Klasse der Berei-
che mit Keimen und Kongruenzen wurde erstmals 1982 und 1984 im Abschnitt
iiber Bereichskonstruktionen in einer Vorlesung {iber Semantik von Programmier-
sprachen von G. Schmidt betrachtet. Der Fall ,Kongruenz = Identitat® wurde
ausfithrlich in [Gunter 85, Schmidt et al. 86, Schmidt et al. 89] behandelt. Wir



zeigen in dieser Arbeit, dafl die Klasse der Bereiche mit Keimen und vollstindi-
gen und approximationserhaltenden Kongruenzen die oben geforderten Eigen-

schaft hat. Dieses Ergebnis geht auf M. Abadi und G. Plotkin zuriick (siehe
[Abadi Plotkin 90]).

Mit Hilfe dieser Klasse von semantischen Bereichen konstruieren wir zu einer
gegebenen algebraischen Spezifikation ein geordnetes initiales Modell, das unsere
Anforderungen erfiillt.

Dieser Artikel ist folgendermafien gegliedert:

In Kapitel 2 geben wir die grundlegenden ordnungstheoretischen Begriffe und die
Definition eines Keimes an.

Mit Hilfe der vollstdndigen und approximationserhaltenden Kongruenzen definie-
ren wir in Kapitel 3 Bereiche mit Keimen und Kongruenzen (kurz Bereiche) und
beweisen, dafl der Quotientenbereich stets wieder ein Bereich ist.

Anschlielend beschiftigen wir uns in Kapitel 4 mit Bereichskonstruktionen wie
Summen-, Produkt- und Funktionsbereich. Wir zeigen, daf§ die Kategorie der Berei-
che mit stetigen und kongruenzerhaltenden Abbildungen bikartesisch abgeschlossen
1st.

Danach betrachten wir in Kapitel 5 Retraktionsfolgen von Bereichen in der Kategorie
der Bereiche mit adjungierten Paaren. Es stellt sich heraus, dafl diese Kategorie
inverse Limiten hat.

Die Kongruenzerweiterung modelliert die Hinzunahme eines neuen Gesetzes in eine
gegebene Spezifikation. Wir zeigen in Kapitel 6, dafl eine Kongruenz auf bestimmte
Art und Weise erweitert werden kann, ohne dafl die entscheidenden Eigenschaften
verloren gehen.

Mit Hilfe dieser Theorie konstruieren wir in Kapitel 7 aus einer Spezifikation einen
semantischen Bereich. Wir zeigen hier, dafl dieser Bereich das initiale Modell in der
Klasse der induktiv geordneten Modelle der Spezifikation ist.

2 Ordnungen und Keime

In diesem Artikel verwenden wir konkrete Relationen zwischen Mengen A und B,
also Teilmengen vom kartesischen Produkt A x B. Fiir die Beziehung (x,y) € R
schreiben wir auch zRy. Die Komposition von zwei Relationen R und S notieren
wir als RS. Wir verwenden die iiblichen mengentheoretischen Operationen auf Re-
lationen. Zusatzlich bezeichnet RT die Transponierte von R. Die leere Relation, die
Allrelation und die Identitét notieren wir durch 0, L und I.

Zunéchst fithren wir einige ordnungstheoretische und relationenalgebraische Begrifte

ein (siehe [Schmidt Strohlein 89]).

Eine Prdordnung auf einer Menge D ist eine Relation P (in Infixschreibweise <),
die I C P und PP C P ertiillt, also reflexiv und transitiv ist.



Eine Ordnung auf einer Menge D ist eine Praordnung E auf D (in Infixschreibweise
C), die zusdtzlich E N ET C [ erfiillt, also antisymmetrisch ist.

Eine Teilmenge X C D einer prageordneten Menge (D, P) heifit gerichtet, wenn
jede endliche Teilmenge von X eine obere Schranke in X besitzt. Eine geordnete
Menge (D, E) heifit eine induktive Ordnung, falls jede gerichtete Teilmenge X C D
ein Supremum besitzt. Dieses Supremum bezeichnen wir mit sup X.

Eine Relation R auf einer induktiven Ordnung (D, E) nennen wir vollstindig, wenn
fiir jede Teilmenge X C R, die bzgl. der Produktordnung 7 Ex™ N pEp” gerichtet ist
(m und p bezeichnen die erste bzw. zweite Projektion), auch sup X C R folgt. Eine
vollstdandige Relation erlaubt es also, Relationenbeziehungen auf Suprema fortzuset-
zen

X C R gerichtet = supn(X) Rsupp(X).

Dabei sind 7(X), p(X) aufgrund der Definition der Produktordnung selbst gerichtete
Mengen und damit sup 7(X) und sup p(XX') wohldefiniert.

Ein Element a € D einer induktiven Ordnung (D, E) heifit kompakt, wenn fiir jede
gerichtete Teilmenge X C D mit a C sup X ein Element x € X existiert, so daf
a C z gilt.

Eine Relation F' C M x N die F'F C [ erfiillt, also eindeutig ist, heifit eine (partielle)
Funktion. Erfiillt eine Funktion zusatzlich die Totalitidtsbedingung I C FF" so heifit
F eine Abbildung. Wir bezeichnen mit dem zugehorigen kleinen Buchstaben die
Funktionen oder Abbildungen in ihrer klassischen Schreibweise, also f : M — N
und f(x) = ystatt F C M x N und Fy und ggf. f(x) undefiniert, falls Vy : = (2 Fy).

Sind (Dy, Py) und (D3, Py) zwei Praordnungen, so heifit eine Abbildung f : D1 — Dy
monoton, wenn fir alle Elemente x,y € Dy mit @ < y auch f(z) <2 f(y) gilt.
Relational lautet die Monotoniebedingung Py F C F P;.

Sind (Dy, Ey) und (D, E3) zwei induktive Ordnungen, so heifit eine Funktion f : Dy
— Dy stetig, wenn fiir jede gerichtete Teilmenge X C Dy auch f(X) C D, gerichtet
ist und sup f(X) = f(sup X) gilt. Ein Pradikat ® C D heifit stetig, falls die von
¢ induzierte Abbildung ¢ : D — B stetig ist. Dabei ist B := {true, false} die
Menge der Wahrheitswerte mit trivialer Ordnung.

Ist f: D — D eine stetige Abbildung auf einer induktiven Ordnung (D, E), und
gibt es ein Element b € D mit b T f(b), so hat f einen Fixpunkt, d.h. es gibt ein
Element @« € D mit f(a) = a. Dieser Fixpunkt lifit sich durch a = sup,5,f'(b)
berechnen. -

Ist (D, E) eine induktive Ordnung, f : D — D eine stetige Funktion, ® ein stetiges
Pridikat mit der induzierten Abbildung ¢ : D — B und a = sup;s,f'(b) ein
Fixpunkt von f, dann gilt das Prinzip der Berechnungsinduktion, d.h. aus ¢(b) =
true mit b C a (Induktionsanfang) und Vd € D : ¢(d) = true — ¢(f(d)) = true
(Induktionsschluf}) folgt ¢(a) = true.

Die reflexiv-transitive Hiille A* einer Relation A ist definiert als die kleinste Relation
A* D A, die reflexiv und transitiv ist. Weiter ist die Relation A* ein Fixpunkt des



Funktionals 74(X) = I U AX und liit sich berechnen durch A* = |J 74(0).

Als Grundlage benétigen wir nun noch den Begriff des Keims einer geordneten Men-
ge.

Definition 2.1 (Keim) Sei (D, E) eine geordnete Menge. Eine Teilmenge K C D
heif$t ein Keim von D, wenn die folgenden Figenschaften erfillt sind:

o K ist endlich.
o Alle a € K sind kompakt.

o Fir jedes Element x € D hat die Menge {a € K | a C a2} ein grofites Element.
Dieses Element bezeichnen wir als die Approximation von x im Keim K

appK(:L') = sup {Cl c K | aC x} 0

Die Approximationsabbildung app; (in relationaler Schreibweise APPy) ist nach
[Schmidt et al. 86] fiir jeden Keim K stetig.

3 Kongruenzen

Wir definieren nun vollsténdige und approximationserhaltende Kongruenzen. Im
Anschlufl daran geben wir die Definition eines Bereiches mit Keimen und Kongruenz
an und zeigen, dafl der Quotientenbereich stets wieder ein Bereich ist.

Eine Aquivalenzrelation auf einer Menge D ist eine Relation = (in Infixschreibweise
=), die ] C =, Z= C = und =" C = erfiillt, also reflexiv, transitiv und symmetrisch
ist. Mit [x] bezeichnen wir die Restklasse bzgl. des Elementes @ € D und mit [D]
die Menge aller Restklassen in D.

Eine Aquivalenzrelation = auf einer geordneten Menge (D, E), die (EZ)*N(EZ)" C
= erfiillt, heifle eine Kongruenz auf (D, E). Fiir eine Kongruenz ist garantiert, daf
die Restklassen von = aufgrund der Ordnungsbeziehungen ihrer Elemente geord-
net werden koénnen. Betrachten wir folgendes Beispiel einer Ordnung E mit einer

Da a C c und b C d gilt, sind die Restklassen {a,d} und {b,c} als dquivalent
anzusehen. In diesem Fall ist demnach die durch die Ordnung E und die Aquivalenz

Aquivalenz =:

= induzierte Relation auf der Menge der Restklassen nur eine Priordnung. Die
kleinste Kongruenz, die = enthélt, ist in unserem Beispiel die Allrelation L.

Eine ansonsten beliebige symmetrische Relation = werden wir nun durch die Kon-

struktion Z°F = (EZ)* N (EZ)*" zu einer Kongruenz erweitern. (Im folgenden



schreiben wir =° statt =°%, falls die Ordnung aus dem Zusammenhang ersichtlich
ist.)

Lemma 3.1 Sei (D, E) eine induktiv geordnete Menge und = eine symmetrische
Relation auf D. Dann ist =Z° die kleinste Kongruenz auf (D, E), die = enthidlt.
Weiter ist .© ein Hillenoperator auf den symmetrischen Relationen.

—_—

Beweis: Offensichtlich ist (EZ)* eine Praordnung. Damit folgt, daff = eine Aqui-
valenzrelation ist.

Weiter ist = auch eine Kongruenz auf D. Mit

(EZ®)* C (E(EZ)")" C (EZ(EZ)")" C (EZ)”
folgt dies aus

(EZ°) N (EZ®)" C (EZ) N (E=)" = =%
Aus ZC (E=Z)* und = C =T C (EE)*T erhalten wir = C =°.
Sei =’ eine weitere Kongruenz auf (D, E) mit = C ='. Dann haben wir

=% = (E2) N (EZ)" C (EZ')" n(E=)" C =

Somit ist = die kleinste Kongruenz auf (D, E), die = enthilt.
Sei nun = C Z'. Dann folgt die Monotonie des Operators .© aus (E=)* C (EZ')".
Aus Z° C (29)° und (2°)¢ = (EZ°)" N (EEO)*T C =9 erhalten wir schlieBlich die

Idempotenz. a

Ist f : Dy — D, eine Abbildung von einer Trégermenge D; mit Kongruenz =; in eine
weitere Tréagermenge D, mit Kongruenz =, so heifle f kongruenzerhaltend, wenn
fir alle @,y € Dy mit @ =; y auch f(x) =3 f(y) gilt. In relationaler Schreibweise
lautet diese Bedingung =1 F' C F'=,. Die Menge aller stetigen und kongruenzerhal-
tenden Abbildungen von einer induktiven Ordnung (D;, Ey) mit Kongruenz = in
eine induktive Ordnung (D, E>) mit Kongruenz =, bezeichnen wir mit Dy Ds.

Ist R eine Relation auf einer Ordnung (D, E) mit einer Menge K von Keimen, so
heifle R approzimationserhaltend, wenn aus xRy auch appy(z)R appy(y) fir alle
Keime K € K folgt.

I Yy
i
FE
FE
app (¥)
appK(:L') R

Ist = eine approximationserhaltende Kongruenz, so sind die Approximationen kon-
gruenzerhaltende Abbildungen. Dementsprechend lautet hier die Bedingung in rela-
tionaler Schreibweise = APPyx C APPg= fiir alle Keime K € K.



Mit Hilfe eines Systems von Keimen und einer vollstidndigen und approximationser-
haltenden Kongruenz kénnen wir nun die Bereiche mit Keimen und Kongruenz (im
folgenden kurz Bereich) definieren.

Definition 3.2 (Bereich mit Keimen und Kongruenz) FEin Bereich mit Kei-
men und Kongruenz ist definiert als ein Quadrupel (D, E,K,=), das folgende Be-
dingungen erfillt:

o (D, E) ist eine induktiv geordnete Menge.

o K st ein inklusionsgerichtetes System von Keimen, und fir alle x € D gilt die
Approzimationsgleichung:

v = sup{appy(z) | K € K}

o = ist eine vollstindige und approximationserhaltende Kongruenz. O

Vollstdndige und approximationserhaltende Relationen auf einem Bereich lassen sich
mit der Aussage des néchsten Lemmas bereits durch ihr Verhalten auf den Keimen
charakterisieren.

Lemma 3.3 Fir einen Bereich D = (D, E,K,Z) und eine Relation R gilt:

1. R approzimationserhaltend <& R C (| APPxR APP}.
KekK

2. R wvollstindig = () APPxR APP} C R.

KeK

3. RENETRC R und (| APPxR APP}, =R
Kek
= R vollstindig und approzimationserhaltend.

4. Fir eine Kongruenz © auf D gilt:

N APPxO APPL =0 <& O wollstindig und approzimationserhaltend.
Kek

Beweis:

1. Nach Definition ist R approximationserhaltend, falls
Ve,y: xRy = VK € K :appy(2)R appy(v)

gilt. Die Umsetzung in relationale Form liefert fiir die rechte Seite

(x) VK € K : appg(2)R appi(y) & VK € K: 2(APPxR APPYL )y
& z( (] APPxR APP}L)y.

KeK



10

Mithin gilt fiir approximationserhaltendes R stets

Va,y: xRy = x(() APPxR APPL)y

KeK

dh. RC () APPxR APPL.

KeK

. Wir verwenden (x), so dafl {(appy (z),appi(y)) | K € K} C R eine gerichtete

Menge von Paaren ist. Da R vollstandig ist, folgt

sup {appy (@) | K € K} R sup {appy(y) | K € K}

und somit = Ry.

. Aufgrund von Punkt 1 dieses Lemmas bleibt nur die Vollsténdigkeit von R

zu zeigen. Sei dazu {(zx,yn) | A € J} C R eine bzgl. der Produktord-
nung gerichtete Menge. Es gilt also ) R y, fir alle A € J, und die Mengen
{zx | X € J} und {y, | A € J} sind gerichtet. Weiter ist sowohl app (sup,x)
als auch appy(sup,y,) fiir jeden Keim K € K kompakt. Damit gibt es ein
xy, und ein yy, mit appg(sup,zx) C xy, und appg(sup,yr) C yr,. Weiter ist
appg (sup,xa) C appg(xy, ), und fiir jedes weitere ¢ € K mit a C sup,x gilt
a = appg(a) C appy (supyxy). Damit ist appy (2, ) das groBte Element in K
kleiner als sup,xy, woraus app (sup,xx) = appy (., ) nach Definition der Ap-
proximationsabbildung folgt. Analog erhalten wir app (sup,yx) = app(ya, )-
Da R approximationserhaltend ist und sowohl xy, R y,, als auch zy, R y», gilt,
folgt einerseits

appyc(supyaa) = appg(ay,) und appy ()R apprc(yx,)
und  appg (yx) E appy(supyya)
sowie andererseits
app(supyaa) J appr(s,) und appy(ea, )R appi(ya,)
und - appg(yx,) = appx (SuPAYa)-
Damit erhalten wir aus REN ETR C R

aPPK(SUPAxA)R aPPK(SuPAy/\)

fiir alle K € K, woraus mit (] (APPxR APP}) = R die Behauptung folgt.
Kek

. Aus der Reflexivitdt von E und O sowie der Symmetrie von O erhalten wir

OF C EOFEO C (EO)*
und E'© = (OF)" C (EO),

woraus mit der Kongruenzeigenschaft von © und Punkt 3 dieses Lemmas die
Behauptung folgt. O
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Wir wollen nun nicht eine beliebige approximationserhaltende Relation ©, sondern
eine stirker zu E= in Beziehung stehende Relation studieren. Begonnen wird mit

(EZ)".

Lemma 3.4 Sei (D, E, K, =) ein Bereich und O eine approzimationserhaltende Re-
lation auf D. Dann ist die Prdordnung (E©)* approxzimationserhaltend.

Beweis: Wir zeigen die Behauptung durch Berechnungsinduktion {iber das zur
reflexiv-transitiven Hiille von E© gehorige Funktional mpe(X) = I U FOX. Of-
fensichtlich ist die Monotonieeigenschaft ein stetiges Pradikat.

Als Induktionsanfang gilt
Tpo(0)APP) = 0 APPx = 0 = APPx0 = APPx 716(0).

Mit der Monotonie der Abbildungen APPg bzgl. der Ordnung E und der Approxi-
mationseigenschaft von © erhalten wir den Induktionsschlufy aus

THY(0)APPr = (IUEO 754(0))APPy
APPx U EO 75(0)APPk
APPx U EO APPgTLe(0) Induktionsvoraussetzung
APPx UFE APPyO 7o6(0) © approximationserhaltend
APPx UAPPKEO 7o6(0) APPx monoton
APPx(IU EO 746(0))
APPg 715(0). 0

(M 1M 1M

Als Konsequenz des letzten Lemmas und der Definition eines Bereiches erhalten wir
folgendes Korollar.

Korollar 3.5 Fiir einen Bereich (D, E,K,Z) ist die Prdordnung (EZ)* approzima-
tionserhaltend. O

Die Préordnung (EZ)* ist im allgemeinen nicht vollstdndig. Deshalb betrachten
wir eine weitere Préordnung P O (EZ)*, deren Vollstandigkeit wir nachweisen.
Daraus erhalten wir dann, dafl die von dieser Praordnung induzierte Ordnung auf
den Restklassen induktiv ist. Zunéchst bendtigen wir aber noch folgendes Lemma.

Lemma 3.6 Sei R eine Prdordnung auf einem Bereich D = (D, E,K,=Z). Dann ist

N APPxRAPP} ebenfalls eine Priordnung.
Kek
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Beweis: Die Reflexivitit erhalten wir mit der Totalitat der Approximationsfunk-
tionen und der Reflexivitdt von R aus

IC (] APPKAPP) C () APPxRAPPY.

KeK KeK

Die Transitivitat folgt schliefllich mit der Eindeutigkeit der Approximationsabbil-
dungen aus

(() APPxRAPPL)(() APPRAPPY)

KeK Kek
C N N APPxRAPP}APP; R APP},
KeKK'ek
C () APPxRAPP} - APP; RAPP}
KeK
C () APPxRRAPP}, APPy eindeutig
KeK
C () APPxRAPP;. R transitiv O
KeK

Damit definieren wir P wie folgt.

Definition 3.7 Sei D = (D, E, K, =) ein Bereich. Dann bezeichne P die Relation

P:= (] APPk(EZ)"APP}. 0

KeK

In Komponentenschreibweise ist P also definiert durch

<y & VKekK:appg(e)(EZ)appg(y).

Wir benétigen noch einige Aussagen tiber die Relation P bevor wir diese als voll-
standig nachweisen koénnen.

Lemma 3.8 Sei D = (D, E,K,=Z) ein Bereich. Dann ist P eine Prdordnung auf
D, und es gilt (E=)* C P.

Beweis: Nach Lemma 3.6 ist P eine Praordnung. Wir zeigen nun, daff (E=)* C
P ¢ilt. Da (EZ)* infolge von Korollar 3.5 approximationserhaltend ist, folgt nach
Lemma 3.3 Punkt 1

(EZ)" C (] APP(E=)"APP} = P. O

KeK

Damit ist klar, da§ sowohl E C (EZ)* C P als auch = C (EZ)* C P oder in
Komponentenschreibweise

rLy = z=y, r=y = T3y

gilt. Im nachsten Lemma werden wir weitere wichtige Eigenschaften der Préordnung
P zusammenfassen.
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Lemma 3.9 Fiir einen Bereich D = (D, E,K,Z) gelten folgende Aussagen:

1. Die Approzimationsabbildungen sind bzgl. der Priordnung P monoton.

2. Fiir die durch die Priordnung P induzierte Aquivalenzrelation gilt PN PT = =.

Beweis:

1. Mit Lemma 3.8 folgt die Behauptung aus
PAPPy, = ( () APPx(E=)"APP}.)APPy,

KeK

APPy, (E=Z)"APPL APPy,

C
C APPg, (EZ)"
C APPg,P.

2. Zunichst gilt (EZ)*N (EZ)" = Z, da = eine Kongruenz ist und = C (EZ)* N
(EZ)*" trivialerweise gilt. Mit Lemma 3.3 und der Eindeutigkeit der Approxi-
mationsabbildung erhalten wir die Behauptung aus

PAPT — ﬂ APP(EZ)*APPL N ﬂ APPy(EZ)"APP},
Kek KekK
— ﬂ (APPy(EZ)*APPL. N APP(E=Z)""APPT,)
KeK
= [ APPk((E=)" N (EZ)T)APPY
KeK
- ﬂ APPr= APPL

KeK
—_ O

— —
— —

Mit dem bisher gezeigten erhalten wir nun folgendes Lemma.
Lemma 3.10 Fir einen Bereich (D, E, K, =) ist die Priordnung P vollstindig.

Beweis: Sei dazu X C P eine bzgl. der Produktordnung zu P gerichtete und mithin
nichtleere Menge. Da die Approximationsabbildungen nach Lemma 3.9 monoton
bzgl. P und idempotent sind, folgt mit der Kompaktheit von app (supn(x)) die
Behauptung aus

VK € Kdp € X :appg(supm(X)) E 7(p) 2 p(p) E supp(X)
= VK € K :appy(supm(X)) < supp(X)
= VK € K :appg(supm(X)) = appy(sup p(X))
& VK, K'€ K :appgi(appg (supm(X)))(EZ) app g (app g (sup p(X)))
— VK € K+ appyc(sup(X))(EZ)"appyc(supp( X))
& supm(X) < supp(X). O
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Die Praordnung P induziert zunichst eine Relation E= := x'Py, (in Komponen-
tenschreibweise [z] C_ [y] 1< = < y) auf der Menge [D] der Restklassen von D.
Dabei sei y : D — [D] die natiirliche Projektion mit yx* = =.

Lemma 3.11 Ist D = (D, E,K, =) ein Bereich, dann ist E= := x"Px eine Ordnung
auf der Menge [ D] der Restklassen. Weiter ist x monoton.

Beweis: Aus der Surjektivitdt von y und der Reflexivitat von P erhalten wir
ICX'"\CX'Px=E-.
Die Transitivitat von E= folgt aus

E_E- = X"Pxx"Px C \"P=Px C X"PPPx C \'Px = E-.

Im folgenden verwenden wir die Beziehung SN RQ = (SQ"N R)Q, mit eindeutigem
@ und beliebigem R und S. Einen Beweis findet man z.B. in [Schmidt Strohlein 89]
Satz 4.2.2(iii). Mit Lemma 3.9 Punkt 4, obiger Aussage und der Eindeutigkeit von
Y folgt die Antisymmetrie aus

E-NEL = \"Pxnx'P'y
= (X"Pxx"Nx'PYx  x eindeutig

XY (Pxx™ N xx™P")xy x eindeutig

= \(PEN(E"P))x  E=x\"

C XY PPNn(PP))xy ZCP

C X"(PNPYHy P transitiv
= x'=Zx PNP =%
= X'xx'x ==X

N
~

o
@,
B
joN
9
=
g

()=}

SchlieBllich erhdlt man die Monotonie von y wie folgt

Ex C Px C=Pyx = xx"Px = xE-. O

Nach dieser Vorbereitung sind wir nun in der Lage zu beweisen, daf ein Ubergang
auf den Bereich der Restklassen stets moglich ist.

Satz 3.12 (Quotientenbereich) Sei D = (D, E,K,=) ein Bereich. Dann ist der
Quotientenbereich [D] := ([D], E=,K=, 1) mit

o F— =Py,

o [K]:={[d]|a€ K},

o Ko = {[K]| K € K},

o appix)([z]) := [appg (2)].

ein Bereich im Sinne von Definition 3.2. Weiter ist y eine stetige und kongruenzer-

haltende Abbildung.
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Beweis: Wir zeigen, daf§ E= induktiv ist. Dazu betrachten wir zuerst eine gerichtete
Menge {[xx] | A € J} von Aquivalenzklassen, fiir die {z) | A € J} bereits C-
gerichtet ist. Offensichtlich ist [sup,x,] eine obere Schranke von {[z)] | A € J}, da
xy C sup,x) fiir alle A € J gilt. Sei nun [z] € [D] eine weitere obere Schranke von
{[z:] | A € J}. Dann folgt nach Lemma 3.10 mit yy := z, daf} sup,x) = sup,yn = 2
und somit [sup,zy] T [¢] ist. Zusammen gilt also sup, [z)] = [sup,z.].

Sei nun {[z)] | A € J} eine gerichtete Menge von Aquivalenzklassen, bei der die
xx nicht notwendigerweise eine bzgl. E gerichtete Menge bilden miissen. Wir unter-
scheiden zwei Félle.

Im ersten Fall sei diese Menge endlich. Endliche gerichtete Mengen besitzen stets ein
grofites Element, und dieses ist trivialerweise das Supremum der gerichteten Menge

{lza] | X € J}.
Sei im zweiten Fall die Menge {[z)] | A € J} (und damit auch D und K) nicht-

endlich. Dann definieren wir Teilmengen [ C K zu jedem Keim K durch
Ik :={a € K | Ve ey = xy rappy(an) = a}.

Mit K ist auch jedes Ik endlich. Weiterhin sind alle Ix nichtleer. Denn angenommen
I sei leer, so folgt die Existenz eines zy, fiir jedes a € K, so daB fiir alle ) > x),
stets appy (@) # @ gilt. Die endlich vielen ), besitzen eine obere Schranke 3 in
der Menge der x. Damit folgt der Widerspruch appy(xx) ¢ K fiir alle x) = x5.

Auflerdem ist fiir alle a € I die Menge {xy | appx(2x) = a} unendlich, da ansonsten
fiir alle xyr mit v > ay fiir eine obere Schranke ) von {x) | appy(xx) = a}
unmittelbar app,(xxr) # @ und damit ein Widerspruch zur Definition von Ik folgt.

Es zeigt sich, dafl zu je zwei Keimen Ky C K, und einem beliebigen Element a; €
I, stets ein Element ay € Ix, mit @y C a existiert. Zum Beweis dieser Aussage
betrachten wir die unendliche Menge

M = {ax | appg, (wx) = a1}

Von den Bildpunkten appy, (M) liegt mindestens ein Element a, in Ir,, da sonst
aus der Endlichkeit von K auch die von M folgen wiirde. Damit gibt es also ein
Ty, € M mit appy, (7,) = az und appyg, (2,) = a1. Mit K7 C K, gilt aber

appy, (a2) = appy, (aPPr, (Tx,)) = apPg, (Ta,) = @1

und damit a; C ag.

Sei nun mit Hilfe des Auswahlaxioms in der inklusionsgerichteten Menge K eine
maximale Kette C = (K;);ey von Keimen ausgewdhlt, d.h. fiir jedes « € D gilt

& = supyappy () = sup;appy, ().

Weiter sei by € Ik,. Aufgrund obiger Aussage lafit sich nun fiir jedes 1 € N ein
Element b; € I, derart bestimmen, so daf b; T b, gilt; also die Menge {b; | i € N}
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eine Kette ist. Wie schon weiter oben gezeigt, gilt sup,[b;] = [sup,b;]. Es bleibt noch
zu zeigen, dafl [sup;b;] = sup,[r,] unabhingig von der Wahl von C gilt.

Die Definition von I, impliziert fiir jedes x die Existenz eines xy mit [z,] Co [ /]
und appy, (zx) = b;. Damit erhalten wir mit der Monotonie der Approximationsab-
bildungen bzgl. der vollstandigen Praordnung P

[22] Ej2 [2x/]
& xy X TN
= appg,(va) = appg,(vx) = b appy, monoton bzgl. <
= sup;appy,(¥x) = sup;b; {b; | Ki € C} und {appy,(va) | Ki € C}
sind bzgl. E gerichtet
& xy 2 supb; C ist maximale Kette in X

& o) B [sup;bil,

dafB [sup,b;] eine obere Schranke von {[x,] | A € J} ist. Sel nun [z] eine weitere obere
Schranke von {[z)] | A € J}, und sei fiir alle K; € C ein A; € J so gewéhlt, daB
bi = appg,(zy;) gilt. Dann ergibt sich

VE; € C: [bi] = [appg, (va,)] B [2a] B2 [2]
= VK;cC:b Xz
= supb; X z {b; | K; € C} ist bzgl. E Kette
& [sup;bi] Ty [2].

Damit ist sup,[z] = [sup,;b;] und somit ([D], E=) eine induktive Ordnung.

Wir zeigen nun, dafl die Menge [K] = {[z] | € K} ein Keim von [D] ist. Offensicht-
lich ist [A] endlich. Zum Beweis, daf} alle [a] € [K] fiir ein kompaktes ¢ € K kompakt
sind, sei [a] T2 supy[zx] und {b; | K; € C C K} wie oben eine zu {z) | A € J}
gehorige Kette von Reprasentanten. Wegen der Kompaktheit von app . (sup,b;) folgt
die Behauptung aus

[a] ©)2 sup,[za] = [sup;bi]
& a =X supb;
= a = appg(a) =X appg (sup;bi)
= a=xb, fiir einen Keim K; € C
= a = b; = appg,(ax) Cax fiirein M € J
= a4 Ty
& [d B [zn].

Zur Existenz der Approximation eines Elementes [z] € [D] zeigen wir zunéchst, dafl
die Menge {[a] € [K] | [a] C|_ [¢]} nicht leer ist. Da es in jedem Keim K € K ein
Element ¢ € K gibt mit a C z, ist offensichtlich [a] € [K] und [a] T [z]. Weiter
zeigen wir, dafl

[app ()] = sup {[e] € [K] | [a] E\2 [2]}

und damit appy)([z]) = [appk ()] gilt. Zunéichst gilt natiirlich [appg(z)] € [K]. Sei
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l[a] € [K] ein weiteres Element mit [a] C)_ [z]. Dann kann nach der Definition von
[K] der Reprasentant a stets so gewahlt werden, dafl « € K gilt. Damit folgt

[al T [2] & a=x
= a=appg(a) X appg(z)
& [d i [appg ()]
Also ist [appg (2)] = sup{[a] € [K] | [a] C|_ [x]} = apppy([z]).

Das Keimsystem [K] ist auch C-gerichtet, denn seien zwei Keime [R], [K3] € [K]
gewdhlt, so gibt es eine obere Schranke K € K von K und K. Dann ist offensichtlich
[K] obere Schranke von [K] und [A5] in [K].

Es bleibt noch die Approximationsgleichung zu zeigen. Da die Menge {appy(z) |
K € K} bzgl. E gerichtet ist, erhalten wir diese sofort aus

Sup[K]app[K]([:I:]) = SUp[x) [appy (2)] = [supgappk (2)] = [z].

Also ist [D] = ([D], E=, K=, I) ein Bereich.

Die Monotonie von x wurde bereits in Lemma 3.11 gezeigt. Sei nun {x\ | A € J}
eine bzgl. E gerichtete Menge. Dann ist {[z)\] | A € J} bzgl. E= gerichtet, und es
gilt sup,[z,] = [sup,x,]. Damit erhalten wir die Stetigkeit von y aus

X(supyzy) = [supyza] = sup,[z,] = supyx(za).
Weiter folgt =y = yx*x C xI; also ist y kongruenzerhaltend. a

Als Abschlufl dieses Kapitels zeigen wir noch, daff wir mit Hilfe des weiter oben

© eine beliebige symmetrische und approximationser-

definierten Hiillenoperators .
haltende Aquivalenzrelation zu einer Kongruenz erweitern kénnen. Dies werden wir

spater zur Definition der Kongruenzerweiterung eines Bereiches nutzen.

Lemma 3.13 Se: O eine symmetrische und approzimationserhaltende Relation auf

einem Bereich D. Dann ist OF := (| APPxOCAPP]: eine vollstindige und appro-
KekK
zimationserhaltende Kongruenz auf D.

Beweis: Zunichst ist ©° eine Priordnung (sogar eine Aquivalenzrelation) und da-
mit O nach Lemma 3.6 ebenfalls eine Priordnung. Die Symmetrie folgt aus der
von ©°, so daB O eine Aquivalenzrelation ist.

Wir zeigen nun, daf OF eine Kongruenz ist. Dazu bendtigen wir die Aussage
(x) (APPRQAPPL)* C APPQ*APP},

fiir beliebige Relationen Q. Wir zeigen dies durch Berechnungsinduktion tiber die
beiden Funktionale 7o(X) = I U QX und 75pp,0appr (X) = T U APPRQAPPLX.
Offensichtlich ist obige Bedingung ein stetiges Pradikat.
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Sei ¢ = 0. Dann folgt die Behauptung aus

TXPPKQAPP}((O) =0C APPKT&%(O)APP}(-

Der Induktionsschritt folgt mit den Abbildungseigenschaften der Approximations-
abbildungen aus

i+1 i
TA—IP—’PKQAPP}((O) = IUAPPKQAPPKTTAPPKQAPP%(0)
C TUAPPKQAPPK"APP 7, (0)APP] Ind. Vor.
C TUAPPO7L(0)APP] APPg eindeutig
C APPyxAPP} UAPPxO7,(0)APP.  APPy total
= APPx(IUQ7,(0))APP] APPg eindeutig
= APPy7,'(0)APPT,.
Aus obiger Aussage erhalten wir
(EO")* = (E (| APPxOCAPPYL )
Kek
C () EAPPxOCAPPL )
Kek
C (N APPxEOCAPPL)* APPjx monoton
Kek
C ) (APPxEO®APPL )"
Kek
C ) APPy(EO°)*APP} nach (*).
Kek

Damit folgt die Kongruenzeigenschaft aus

(E©°)" N (EO°)" C () APPK(EO®)"APP} n (| APPk(EO°)"APP
Kek Kek
= [ APPL((EO®)" N (EO°)™")APP
Kek
C (] APPLO®APP
Kek

= 0O°.

Wir zeigen nun, daf fiir eine approximationserhaltende Relation © auch O approxi-
mationserhaltend ist. Dazu benttigen wir die Aussage, daf} eine monotone Abbildung
F bzgl. einer Ordnung E auch monoton bzgl. ET ist. Wir haben

E'"C FF'E" = F(EF)' C F(FE)' = FE"F",

woraus mit der Eindeutigkeit von F' die Behauptung E*F C FE" folgt.

Da die Relation (E©)* nach Lemma 3.4 approximationserhaltend und APPy ein-
deutig ist, folgt die Behauptung aus
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O°APPx ((E®)* N (EO)")APPy
(EO)*APPy N (EO) APP
APPr(EO)* N APPy(EO)*"
APPy((EO)* N (EO)*)

— APP;0O°.

Weil ©° approximationserhaltend ist und damit nach Lemma 3.3 Punkt 1

M 1N

©° C (] APP4xO°APP] = ©°

KeK

gilt, folgt aus
OPAPPy, = () APPxOCAPPL)APPy,

Kek
- APPKOGOAPP}(OAPPKO
C APPg,0°
C APPy,0OF,

daf} auch ©F approximationserhaltend ist.

Weiter erhalten wir aus der Eindeutigkeit und Idempotenz der APP g

[ APPKOPAPPL = () APPx( ) APPxO°APP},)APP
KeK Kek K'eKk
= () () APPxAPP©O°APPL APPYL
KeK K'eX
g m APP]{APP]{®O(APP](APPI()T
Kek
= () APPxO®APPL
Kek
= 0°.

Aufgrund der weiter oben gezeigten Approximationseigenschaft von ©F haben wir

sogar die Gleichheit [ APPO"APPj}. = O, woraus mit Lemma 3.3 Punkt 4 die
KekK
Behauptung folgt. O

4 Die Kategorie der Bereiche

In diesem Kapitel betrachten wir die Kategorie D der Bereiche mit stetigen und
kongruenzerhaltenden Abbildungen. Zunéchst bendtigen wir aber noch einige kate-
gorientheoretische Begriffe (siehe [Asperti Longo 91]).
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4.1 Kategorientheoretische Grundlagen

Wie iiblich definiert man eine Kategorie wie folgt.

Definition 4.1 (Kategorie) FEine Kategorie C besteht aus

o ciner Klasse von Objekten Obj.,

o ciner Klasse von Morphismen Morc(a,b) fir alle Objekte a,b € Obj, mit
id, € Mor¢(a,a) fir alle a € Obj,,

e ciner Operation o, die zwei Morphismen f € More(a,b) und g € More(b, ¢)
einen Morphismus g o f € More(a, ¢) zuordnet.

Folgende Gleichungen gelten fir alle Morphismen f € More(a,b), g € More(b, ¢) und
h € More(c,d)

idyo f =71, goidy, =g, (hog)of=ho(gof). 0
Als erstes kategorielles Konstrukt definieren wir das Produkt.

Definition 4.2 (Kategorielles Produkt) Sei C eine Kategorie und a,b € Obj,.
FEin Objekt a x b € Obj. zusammen mit zwei Morphismen m € More(a X b, a) und
p € More(a x b,b) heifit das kategorielle Produkt von a wnd b, falls es zu jedem
Paar von Morphismen f € More(c,a), g € More(c,b) einen eindeutig bestimmten
Morphismus h € More(c,a x b) gibt, so daff das folgende Diagramm kommutiert:

7\

a~——axb — b -
Als néchstes kategorielles Konstrukt betrachten wir das Coprodukt. Alternativ 1aft
sich das Coprodukt auch als das Produkt in der dualen Kategorie definieren.

Definition 4.3 (Kategorielles Coprodukt) Sei C eine Kategorie, und seien
a,b € Obj,. Ein Objekt a + b € Obj, zusammen mit zwei Morphismen ¢ €
More(a,a+b) und k € More(b, a4 b) heifit das kategorielle Coprodukt von a und b,
falls es zu jedem Paar von Morphismen f € More(a,¢), g € More(b, ¢) einen eindeu-
tig bestimmten Morphismus h € Morc(a + b, ¢) gibt, so daf§ das folgende Diagramm
kommutiert:
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Wir zeichnen zwei Objekte innerhalb einer Kategorie durch die eindeutige Existenz
von Morphismen von bzw. zu diesem Objekt aus.

Definition 4.4 (Initiales und terminales Element) Sei C eine Kategorie. Ein
Objekt 1 € Obj, heifit terminal, falls es von jedem Objekt a € Obj, einen eindeutig
bestimmten Morphismus von a nach 1 gibt. Dual heifst ein Objekt 0 € Obj, wnitial,
falls es zu jedem Objekt a € Obj, einen eindeutig bestimmien Morphismus von 0
nach a gibt. a

Zur Interpretation von Programmiersprachen in einer Kategorie verwendet man kar-
tesisch abgeschlossene Kategorien. Grundlegend dafiir sind die kartesischen Katego-
rien.

Definition 4.5 (Kartesische Kategorie) FEine Kategorie C heifit kartesisch, falls
das terminale Objekt 1 € Obje. und zu jedem Paar a,b € Obj, von Objekten das
Produkt a x b € Obj, existiert. O

Als letztes betrachten als die Rechtsadjungierte des Produktfunktors, den Exponen-
tenfunktor.

Definition 4.6 (Exponent) SeiC eine kartesische Kategorie und a,b € Obj.. Ein
Objekt b* € Obje zusammen mit einem Morphismus eval € More (b X a,b) heifit der
kategorielle Exponent von a und b, falls es zu jedem Morphismus f € More(c X a,b)
einen eindeutig bestimmten Morphismus curry(f) € More(e,b®) gibt, so daf$ das
folgende Diagramm kommutiert:

cxa———b
curry(f) | curry(f) x id eval

be b X a O

Besitzt eine Programmiersprache Summentypen, so verwendet man zur Semantik-
konstruktion bikartesisch abgeschlossene Kategorien. Dieses sind spezielle kartesisch
abgeschlossene Kategorien.

Definition 4.7 (Bikartesisch abgeschlossene Kategorie) Fine kartesische Ka-
tegorie C heifit bikartesisch abgeschlossen, falls ein initiales Objekt 0 € Obj, und zu
gedem Paar a,b € Obj, von Objekten das Coprodukt a +b € Obj, und der Exponent
b* € Obje existiert. O
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4.2 Die Kategorie D

Es stellt sich heraus, daff die Kategorie D bikartesisch abgeschlossen ist. In den
Beweisen dieses Kapitels zeigen wir nur die Bedingungen, die zusétzlich an die Kon-
gruenz des betrachteten Bereichs gestellt werden. Zum Beweis der anderen Eigen-
schaften verweisen wir auf [Schmidt et al. 86, Schmidt et al. 89].

Zunichst betrachten wir das Lifting eines Bereiches. Wir haben aus technischen
Griinden darauf verzichtet, auch das Lifting kategoriell zu beschreiben. Eine solche
Beschreibung benétigt den Begriff der partiellen Morphismen, deren Definition und
nahere Betrachtung den hier gesetzten Rahmen {ibersteigen wiirden.

Satz 4.8 (Lifting) Sei (D, E,K,=) ein Bereich. Dann ist auch das Lifting D* :=
(D+, B+ KL, =4) von D mit

o D% ist die disjunkte Vereinigung von D und {L},
o Kt ={KU{L}|KeK}U{{L}}
o E' ist die um ein kleinstes Element erweiterte Ordnung E
Lty & (e=1LVaLy),
o =1 ist die um ein Element erweiterte Kongruenz =
r=ty & (r=yVe=y=1),
ein Bereich tm Sinne der Definition 3.2.

Beweis: Trivialerweise ist =+ eine vollstandige und approximationserhaltende Kon-
gruenz auf D+, O

Als nachste Konstruktion betrachten wir das Produkt von Bereichen.

Satz 4.9 (Produkt von Bereichen) Seien (D;, E;, K;,=,;)i=1,2 Bereiche. Dann ist
das Produkt Dy X Dy := (D1 X Dy, Ex,K«,Z=x) von Dy und Dy mit

o D X D, ist die Menge aller Tupel mit Komponenten aus Dy bzw. D,
o Ky ={K| X Ky | Kj € Ky, K; € Ky},
o F, ist die komponentenweise definierte Ordnung auf Dy X Dy
(w1,22) Ex (y1,92) & 21 By oy Awg Bz 9o,
o =, ist die komponentenweise definierte Kongruenz auf Dy X Dy
(71,72) =x (y1,42) & w1 =1 y1 Ava =20,

das kategorielle Produkt von Dy und Dy in D.
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Beweis: Zunichst zeigen wir, dafl Dy x Dj ein Bereich ist. Dazu geniigt es, = als
eine vollstdndige und approximationserhaltende Kongruenz nachzuweisen.

Offensichtlich ist =, eine Aquivalenzrelation.

Man iiberzeugt sich leicht durch komponentenweise Argumentation, dafl mit =; und
=y auch Zy eine Kongruenz ist.

Zum Beweis der Vollstandigkeit von =y sei {((x1.x, ¥2.), (Y1a,v20)) | A € J} C =i
eine bzgl. der Produktordnung zu Fy gerichtete Menge. Aus der Definition von =y
und Fy folgt, dafl folgende Bedingungen fiir alle A € J gelten

T1A =1 Y10 T2 A =2 Y2,)-
Da =Z; und =; vollstandig sind, erhalten wir die Gleichungen
SUP,T1 .\ =1 SUP\YIL A, SUP, T2, =2 SUP,\Y2,A-
Aus der Definition von = und Ey folgt schliellich die Behauptung.

Die Kongruenz erhilt auch die Approximationen. Sei dazu (21, 22) =x (y1, y2). Dann
folgt aus der Definition von =Zy, dafl fir :+ = 1,2 auch z; =; y; gilt. Da Z; die
Approximationen erhilt, haben wir app.(z;) =; appg,(y;). Die Definition von =,
und (appy, (2),appg, () = apPxk, xx, (2, y) impliziert schlieflich

APP K, x K> (1’17 51?2) =x APP K, x K> (y17 yz)-

Es bleibt noch zu zeigen, dafl Dy x D, auch das kategorielle Produkt ist. Seien al-
so f:C — Dy und g : C — D, stetige und kongruenzerhaltende Abbildungen.
Nach [Gunter 85] bleibt nur nachzuweisen, daf§ 7, p und h(z) :=< f(x), g(x) > kon-
gruenzerhaltend sind. Aufgrund der Definition von =, gilt diese Behauptung aber
trivialerweise. O

Auch das Coprodukt von Bereichen existiert.

Satz 4.10 (Summe von Bereichen) Seien (D;, E;, K;,=,;)i=1,2 Bereiche. Dann ist
die Summe Dy + Dy := (D1 + Dy, E4, K4, =4 ) von Dy und Dy mit

o Dy + Dy st die mengentheoretische disjunkte Vereinigung von Dy und Do,
[ IC_|_ = {I(l + K, | K, € lCl, K, e ICQ},

o F. ist die direkte Summe von E; und F,
xCiy falls z,y € Dy
C : —_
tery e { vCoy falls @,y € Dy,
o =, ist direkte Summe von =; und =,

x =1y falls x,y € Dy

TErY e {xzzy falls x,y € D;.

das kategorielle Coprodukt von Dy und Dy in D.
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Beweis: Zunichst zeigen wir, dafl Dy + Dy ein Bereich ist. Dazu geniigt es, = als
eine vollstdndige und approximationserhaltende Kongruenz nachzuweisen.

Offensichtlich ist = eine Aquivalenzrelation.

Wir zeigen zunéachst, dafl =, auch eine Kongruenz auf Dy + D5 ist. Seien dazu zwei
Elemente a,b € Dy + Dy gewahlt mit a(E;=4)*b und b(E;=4 )" a. Dann liegen diese
zwel Elemente nach der Definition von Ey und =, entweder in D; oder in Dj. Ohne
Einschrénkung nehmen wir an, sie liegen in D;. Dann gilt fiir diese Elemente auch
a(E1Z1)*b und b(E1Z1)*a. Da = eine Kongruenz auf Dy ist folgt a=;b. Mit der
Definition von =, erhalten wir die Behauptung.

Zum Beweis der Vollstandigkeit von =, sei {(zx,yx) | A € J} C =, eine bzgl. der
Produktordnung zu E, gerichtete Menge. Dann liegen wiederum alle zy,yy nach
der Definition von =; und E; entweder in Dy oder in D;. Ohne Einschréinkung
selen also alle zy,yx € Dy. Dann gilt natiirlich auch xy =; y, fiir alle A € J. Da =,
vollstandig ist, folgt sofort sup,zy =1 sup,yx. Mit der Definition von =, erhalten
wir die Behauptung.

Die Kongruenz erhalt auch die Approximationen. Sei dazu ; =4 x2. Dann folgt wie-
derum direkt aus der Definition von =, dafl 1 und x5 entweder in Dy oder D, liegen.
Ohne Einschrankung sei wieder angenominen, beide liegen in Dy. Dann gilt natiirlich
auch ¥1 = x3. Da = die Approximationen erhalt, gilt app - (21) =1 appp(a2) fiir al-
le K € K. Aus der Definition von = und der Tatsache, dafl appy () = appg, 4, ()
fiir alle € Dy und alle Ky € K und K, € Ky nach [Schmidt et al. 86] ist, folgt
schlielich appg, | x, (x1) = APPK, 4K, (x2).

Es bleibt noch zu zeigen, dal Dy + D auch das kategorielle Coprodukt ist. Seien
also f : Dy — C und g : Dy — C stetige und kongruenzerhaltende Abbildungen.
Nach [Gunter 85] bleibt nur nachzuweisen, dafl sowohl die mengentheoretischen In-

jektionen ¢ : Dy — Dy + Dy und & : Dy — Dy + D, als auch die Abbildung

| flx) falls z€ Dy
h(z) _{ g(x) falls = € Dy

kongruenzerhaltend sind. Aufgrund der Definition von =, gilt diese Behauptung
aber trivialerweise. O

Als letztes betrachten wir den Funktionsbereich.

Satz 4.11 (Funktionsbereich) Seien (D;, E;,K;,=,;)i=12 Bereiche. Dann ist der
Funktionsbereich (Dy— Dz, E,, K, =) von Dy nach Dy mit

o Di— D, ist die Menge der stetigen und kongruenzerhaltenden Abbildungen von
D1 nach D,,

o Ko, :={K1—K, | Ky € Ky,K; € Ky}, wobei

K=Ky :={foappg, | f: K1 = K, monoton und kongruenzerhaltend },
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o E. . ist die punktweise definierte Ordnung auf Dy— Dy

fEsyg & Vee Dy f(z) By g(2),
o =, ist die punktweise definierte Kongruenz auf Di— Dy
f=s9 & Ve D flz) = g(),

der kategorielle Fxponent von Dy und Dy in D.

Beweis: Zunichst zeigen wir, dafi Dy — D, ein Bereich ist. Da der Funktionsbereich
in diesem Artikel per Definition weniger Funktionen enthélt als der Funktionsbereich
in [Schmidt et al. 86], ist der dortige Beweis nicht tibertragbar.

Zunichst zeigen wir, daf (Dy+— Dy, E.,) eine induktive Ordnung ist. Sei dazu {f\ |
A € J} eine gerichtete Teilmenge von Dy D;. Dann ist die Funktion f:Dy — D,
mit f(x) := sup, fr(z) stetig und das Supremum der gerichteten Menge {fx | A € J}.
Es bleibt noch zu zeigen, dafl f kongruenzerhaltend ist. Sei dazu x; =1 x3. Da alle
fr kongruenzerhaltend sind und =, vollstandig ist, folgt

F(z1) = supyfa(z1) =2 supyfa(z2) = f(x2).

Also ist (D1 Dy, E., ) induktiv.

Zum Beweis, dafl K., € K., ein Keim von Dy~ D, ist, geniigt es, die Existenz
der eindeutigen Approximation eines Elementes f € Dy—Dy im Keim K,, zu zei-
gen. Die anderen Eigenschaften eines Keimes folgen aus der Tatsache, dafl jeder
Keim K., per Definition eine Teilmenge eines Keimes im Sinne der Definition von
[Schmidt et al. 86] ist. Nach [Schmidt et al. 86] gibt es in der Menge der stetigen
Funktionen

{9: D1 — Ky |Va € Dy:g(x) Ty f(o)}

ein grofites Element g : Dy — Kj mit g(z) = appy, (f()). Zu zeigen bleibt noch, daf
mit f auch g kongruenzerhaltend ist. Dazu sei #; =1 5. Da = die Approximationen

erhélt, folgt sofort g(x1) = appy, (f(21)) =2 appg, (f(22)) = g(z2). Also sind alle
K., € K Keime von D+ Ds.

Das Keimsystem ist auch inklusionsgerichtet. Der Beweis hierzu verlauft analog zum
Beweis in [Schmidt et al. 86].

Der Beweis der Approximationsgleichung verlauft ebenfalls analog zum Beweis in

[Schmidt et al. 86].
Offensichtlich ist =, eine Aquivalenzrelation.

Weiter ist =,, eine Kongruenz auf D.,. Seien f,g € Dy D, zwei Elemente mit
f(E5ZEs) g und g(EnZ=4)* f. Nach der Definition von =, und E,, gilt dann

Vo € Dy : f(x)(E2Z2)"g(x) A g(x)(E2Zs)" f(2).
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Da =, eine Kongruenz auf D ist, folgt Vo € Dy : f(a)=39(x). Die Definition von
=, liefert die Behauptung.

Zum Beweis der Vollstandigkeit von =, sei {(fy,gx) | A € J} C =, eine bzgl. der
Produktordnung zu E,, gerichtete Menge. Damit gilt nach der Definition von =,

VA€ J,x € Dy fa(x) =2 ga(x).

Da die Mengen {fi(x) | A € J} und {gx(x) | X € J} bzgl. E, gerichtet sind und =,
vollstandig ist, folgt sup, fa(x) =2 sup,ga(x). Die Definitionen von =,, und sup, fx
liefern die Behauptung.

Die Kongruenz erhélt auch die Approximationen. Sei dazu f; =, f,. Dann folgt aus
der Definition von =, daf fiir alle © € Dy auch fi(appg, (v)) = f2(appg, (¢)) gilt.
Da auch =, die Approximationen erhilt, haben wir

appr, (f1(appy, (7)) =2 appy, (f2(app, (7))

fir alle K7 € Ky, Ky € Ky und ¢ € D;. Aus der Definition von =,, und analog
zum Nachweis in [Schmidt et al. 86], da appy,,,x,(f)(z) = appg,(f(appg, (2)))
ist, erhalten wir schlieflich appy, ., (f1) =~ aPPx, sk, (f2)-

Damit ist auch der Funktionsbereich ein Bereich im Sinne von Definition 3.2.

Es bleibt noch zu zeigen, da Dy +— Dy auch der kategorielle Exponent ist. Sei
also f : C x Dy — D, eine stetige und kongruenzerhaltende Abbildung. Nach

[Gunter 85] bleibt nur nachzuweisen, dafl curry(f)(z) := h, mit h,(y) := f(x,y)
und eval(g,x) := g(x) kongruenzerhaltend sind.

Sei a =¢ b. Dann ist < a,2 >=< b,y > fir alle z,y € Dy mit + =, y. Weil
f kongruenzerhaltend ist, folgt curry(f)(a)(x) = ho(z) = fla,z) =2 f(byy) =
he(y) = curry(f)(b)(y). Damit haben wir curry(f)(a) = curry(f)(b). Also ist

curry(f) kongruenzerhaltend.

Sel < f,a >=4< g,b> mit f.g : Dy — C stetig und kongruenzerhaltend und
a,b € Dy. Dann ist f =— ¢ und a =; b, woraus eval(f,a) = f(a) =2 g(a) =2
g(b) = eval(g,b) folgt. Damit ist auch eval kongruenzerhaltend. O

Die vorherigen Satze liefern uns folgende Aussage.
Satz 4.12 Die Kategorie D ist bikartesisch abgeschlossen.

Beweis: Es bleibt nach [Gunter 85] nur noch zu zeigen, dafi die eindeutig existie-
renden Abbildungen 14 : A — 1und 04 : 0 — A mit 1:= ({L}, [, {{L}},]) und
0:=(0,0,0,0) kongruenzerhaltend sind. Das ist aber trivialerweise erfiillt. a
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5 Rekursiv definierte Bereiche

In diesem Kapitel wollen wir Retraktionsfolgen und inverse Limiten in der Kategorie
der Bereiche und adjungierten Paare betrachten. Dazu bendtigen wir einige weitere
kategorientheoretische Begriffe.

Definition 5.1 (Inverses System) Sei C eine Kategorie und (d;, (fi;),<i)icr eine
Menge von Objekten d; € Obje und Morphismen f; ; € More(d;, d;) mit I gerichtet,
so dap f;j = fejo0 fir firalle j <k <1 gilt. Dann heifst (d;, (fij)j<i)ier ein inverses
System in C. O

Zu einem gegebenen inversen System lassen sich ,obere Schranken® bilden, die so-
genannten Kegel.

Definition 5.2 (Kegel) Sei C eine Kategorie und D = (d;, (fi;)j<i)ier ein inver-
ses System. Ein Objekt ¢ € Obj, zusammen mit einer Familie (f; € More(e, d;))ier
heif§t ein Kegel von D, falls folgendes Diagramm fir alle 1,3,k € I kommutiert:

d, i a Tr,j d

|

fi i fr

a

Zu einem inversen System D bilden die Kegel von D eine Kategorie Kegy,. Die
Morphismen dieser Kategorie sind diejenigen Morphismen ¢g : ¢ — ¢ von einem
Kegel (¢, (fi € More(e, d;))ier) nach (¢, (f! € More(¢, d;))ier), so daB fir alle v € T
gilt flog=f.

Definition 5.3 (Inverser Limes) Sei C eine Kategorie. Das terminale Objekt in
der Kategorie Kegy, des inversen Systems D bezeichnen wir als den inversen Limes
von D. Eine Kategorie C hat inverse Limiten, wenn fir alle Kegel der inverse Limes
in C existiert. O

Zur Losung rekursiver Bereichsgleichungen definieren wir ein adjungiertes Paar wie
iiblich mit der zusédtzlichen Forderung, dafl beide Abbildungen kongruenzerhaltend
sein miissen. Diese Definition unterscheidet sich allerdings von der Definition in
[Schmidt et al. 86]. Wir fordern die sogenannte ,sprout-faithful“-Eigenschaft der
Projektion nicht, welche zu jedem Keim K die Existens eines Keims L mit o(K) C L
verlangt. Wir zeigen hier, daf§ diese Forderung auch nicht benétigt wird. Dadurch
ist der hier definierte inverse Limes eines inversen Systems in der Kategorie der
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Bereiche mit adjungierten Paaren im Gegensatz zu [Schmidt et al. 86] ein kategori-
elles Konstrukt. Dort wird die Klasse der betrachteten Kegel beim Ubergang zum
inversen Limes auf die sogenannten .sprout-bounded cones® eingeschrankt, da der
inverse Limes nicht allgemein existiert.

Definition 5.4 (Adjungiertes Paar) Seien (D, E;,K;,=Z;); = 1,2 zwei Bereiche.
Zwei stetige und kongruenzerhaltende Abbildungen ¢ € Di—Dy und o € Dy—Dy
heiffen ein adjungiertes Paar (von Dy nach Dy ), wenn folgende Bedingungen erfillt
sind

99077/):I'I.dD27 ;/;oc,oEile. O

Im Rest dieses Kapitels betrachten wir die Kategorie der Bereiche mit adjungier-
ten Paaren. Diese ist wie iiblich nicht bikartesisch abgeschlossen und wird nur zur
Losung rekursiver Bereichsgleichungen verwendet. Inverse Systeme in dieser Kate-
gorie bezeichnen wir als Retraktionsfolgen (oder Retraktionssysteme). Den inversen
Limes eines solchen Retraktionssystems konstruieren wir wie iiblich.

Satz 5.5 (Inverser Limes) Sei (D;, (99;,77/);)]‘5,'),'61 ein gerichtetes Retraktionssy-
stem. Dann ist Dy, :=1im D; = (Do, Eno, Koo, Sac) mit

o D ist die Menge von unendlichen Tupeln <x;>;c; mit x; € D; fir alle 1 € 1,
so daf fir alle 7 <k gilt: c,of(:z;k) =,

o FE ist die komponentenweise definierte Ordnung auf D,

<& >ieiCo<yi >ier & Viel:z, Gy,

o K ist die Verschmelzung aller Keime der Elemente der Retraktionsfolge

ICOO = {I&”,’J( | 1 € I, K e IC,}
mit K; x = {<a;>jci€ Do | x; € K,k > @ impliziert xy = ;/)lk(x,)},

o =, ist die komponentenweise definierte Kongruenz auf Dy

<X 2iel=cc<Y; el = Viel: T =5 Yis
der inverse Limes der Retraktionsfolge (D;, (c,o;, ¢;)jsi)i€[.

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dal D, ein Bereich ist. In [Schmidt et al. 86] wird
die ,sprout-faithful“-Eigenschaft nur einmal verwendet. Wir haben daher hier nur
zu zeigen, daf die Gleichung

vj = (sup{appy, , (v) | Kix € K });
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gilt. Da appj(2;) = (appg, . (¥)); ist, haben wir aufgrund der Struktur der Elemente
aus D, auch

(aPPy,  (€)); = (¢ 0 &) (appy(w:))
fiir eine obere Schranke £k von ¢ und j. Damit kénnen wir nun obige Gleichung zeigen.
Da c,of und ¥ stetig sind, erhalten wir die Behauptung aus

(sup{appg,  (v) | Kix € Ko});
= sup{(appg, , (v)); | Kix € Kx}
= sup{(¥] o) (appg (i) | K € Kinie I}
= sup {(¢} o ¢F)(sup {appy(z:) | K € Ki}) | i e I}
sup {(} o ¥f)(2:) | i € I}
= sup{z;|i €[}

= l’]‘.

Offensichtlich ist = eine Aquivalenzrelation.

Die Aquivalenzrelation Z 1st eine Kongruenz auf D,. Seien dazu zwei Elemente
<t >ier, <bi>ier€ Do mit
<a;>ier (FooZo0)” <bi>ier
und  <b;>ier (BaZeo)™ <ai>ier
gewahlt. Nach der Definition von E,, und =, folgt, dafl
Viel:a,(E;Z)"b; ANb(EZ)%a,
gilt. Da alle =; Kongruenzen auf D; sind, erhalten wir Vi € I : a;=;b;. Die Definition

von = liefert die Behauptung.

Zum Beweis der Vollstandigkeit sei {((< #; >ier)r, (< yi >ier)a) | A € J} C =Z.
Dann folgt aus der Definition von Z., dal Vi € I : (2;)x =; (v:)x gilt. Da alle
=; vollstandig sind, haben wir fiir alle ¢ € I auch sup,(x;)x =; sup,(y;)r. Aus der
Definition von =, erhalten wir schliellich die Behauptung.

Die Kongruenz erhalt auch die Approximationen. Sei dazu < ; >ic1=c< Yi >icl-
Dann folgt aus der Definition von =, daf} fiir alle ¢ € I auch z; =; y; gilt. Da alle =;
die Approximationen erhalten, haben wir appy-(#;) =; appg(y;) fiir alle K € K, und
i € I. Aus der Definition von =,, und der Tatsache, dafl nach [Schmidt et al. 86] die
i-te Komponente von appKi’K(< x; >ieq) gleich appy (x;) fiir alle ¢ € I und K € K;
ist, erhalten wir schlieflich

app]{,’y]{ (< i >i€I) = app]{,’y]{(< Yi >i€I)'

Damit ist der inverse Limes einer Retraktionsfolge ein Bereich im Sinne von Defini-
tion 3.2.

Es bleibt noch zu zeigen, dal D, auch der inverse Limes der Retraktionsfolge ist.
Nach [Gunter 85] geniigt es nachzuweisen, dafy die Abbildungen

0 Do — D mit o (x) =
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- ‘ N o Lp;(:z;) falls 5 <1
$®:Di — Doy mit  (¢8%(x)); -—{ Pl (z) falls j >

¢:D, — B mit ®:=sup{gopr|iel}

UV:B— Dy mit ¥:=sup{¢ op|iel}
mit p; : B — D; und ¢; : D; — B die adjungierten Paare von einem weiteren Kegel
B von (D;)icr nach D, kongruenzerhaltend sind.

Da die i-te Projektion aufgrund der Definition von =, trivialerweise kongruenzer-
haltend 1st, folgt die Behauptung sofort fiir .

Die Abbildungen c,og und ;/)f sind kongruenzerhaltend, da die Komposition von kon-
gruenzerhaltenden Abbildungen kongruenzerhaltend ist. Damit erhalten wir fiir alle
r,y € Dymitx =,y

o o c,o;(:z;) falls 7 <i | _ c,o;(y) falls 7 <4 | _ o 4
oy = A0 S s Lo e s =
Aufgrund der Definition von =, folgt die Behauptung.
Sei ¥ =, y. Dann haben wir fiir alle 7 € [

(gi 0 97) (@) =g (g 0 7 )(y)-
Da =p vollstandig ist, gilt

sup {(gio ;" )(x) |1 € I} =p sup{(qiow{")(y)|i €I}

und somit die Behauptung ®(x) =p ®(y).
Analog folgt die Behauptung fiir . O

Wir haben damit gezeigt, dafl der inverse Limes fiir alle Kegel in der Kategorie
der Bereiche mit adjungierten Paaren existiert. Diese Aussage formulieren wir als
Korollar.

Korollar 5.6 Die Kategorie der Bereiche mit adjungierten Paaren hat inverse Li-
maten. O

Zum Schluf} dieses Kapitels sei noch bemerkt, dafl die zu den kategoriellen Kon-
strukten Lifting, Produkt und Exponent gehorigen Funktoren in dieser Kategorie
stetig sind und damit die terminalen Fixpunkte dieser Funktoren existieren. Auf
einen Beweis soll an dieser Stelle verzichtet werden.
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6 Kongruenzerweiterung

Interpretiert man algebraische Spezifikationen durch geordnete Algebren, so wiinscht
man sich die Moglichkeit, auch die Hinzunahme eines neuen Gesetzes durch einen
Ubergang von der alten zu einer neuen Interpretation zu modellieren. Man muf also
die Méglichkeit haben, die Kongruenz eines Bereiches so zu erweitern, daff wieder
ein Bereich ensteht. Dies erreichen wir mit Hilfe des Hiillenoperators .7 aus Lemma

3.13.

Satz 6.1 (Kongruenzerweiterung) Sei D = (D, E,K,Z) ein Bereich und © ei-
ne symmetrische Relation auf D. Falls = U © approzimationserhaltend ist, ist die
Kongruenzerweiterung D® := (D, E,K,(Z U ©)7) von D durch © ein Bereich im
Sinne von Definition 3.2.

Beweis: Unter Anwendung des Lemmas 3.13 ist zu zeigen, dafl = U O reflexiv und
symmetrisch ist. Diese Eigenschaften folgen aber trivialerweise aus denen von = bzw.

0. 0
Ist schon © approximationserhaltend, so auch = U ©, was aus
(ZUO)APPx = ZAPP UOAPPx C APPr=UAPPKO = APPi(=ZU O)

folgt.

7 Algebraische Spezifikationen

In diesem Kapitel wollen wir aus einer gegebenen Spezifikation direkt ein geordnetes
Modell konstruieren. Dabei werden Partialititen der spezifizierten Funktionen mit
Hilfe einer Sonderkonstanten | notiert. Durch die Interpretation dieser Konstanten
als das kleinste Element generieren wir eine induktive Ordnung. Es zeigt sich, daf}
dieses Modell in der Klasse aller geordneten Modelle der gegebenen algebraischen
Spezifikation initial ist.

Zunéchst definieren wir, was zum syntaktischen Material einer algebraischen Spezi-
fikation gehort.

Definition 7.1 (Signatur) Sei C eine endliche Menge von Konstantenbezeich-

nern, s € N, F = |J F, die disjunkte endliche Vereinigung endlicher Mengen
1<n<s

F,, von Funktionsbezeichnern der Stelligkeit n und X eine Menge von Variablen.

Sind alle drei Mengen paarweise disjunkt und gilt L ¢ (C U F U X), so heiffe das

Tripel ¥ = (C, F, X) eine Signatur. O

Aus diesem syntaktischen Material lassen sich nun Terme bilden.
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Definition 7.2 (Terme) Die Menge Ty der Terme mit freien Variablen Y C X
einer Signatur ¥ = (C, F, X) ist induktiv wie folgt definiert:

o | € Tzw

o Fulls c € C, dann ist ¢ € T,

o Falls v € X, dann ist x € 7-2{95}.

o Mitt,c Ty firl<i<n, Z=

2

Y; und f € F, st f(t1,....,t,) € T.

iC:

Ein Term t € TE@ heifit geschlossen. Mit Ty, := |J Ty bezeichnen wir die Menge
YCX

aller Terme. O

Spéter bendtigen wir zur Definition einer Herleitung den Begrift der Substitution
eines Terms fiir eine Variable.

Definition 7.3 (Substitution) Sei ¥ = (C, F, X) eine Signatur, und seien s,t €
Ts Terme. Dann ist die Substitution s[x/t] € Ty des Terms t fiur die Variable x im
Term s induktiv iber den Aufbauw von s wie folgt definiert

o L[x/t]=1,
o clz/t] =c,
t falls ==
° ylz/t] = { y falls = # z,

o f(t,. . t)e/t] = f(ti[e/t],. . talz/1]). O

Eine Signatur 148t sich interpretieren, indem man jedem Symbol ein geeignetes Ele-
ment iiber einer Tragermenge zuweist.

Definition 7.4 (X-Algebra) Sei ¥ eine Signatur. Dann heifit das Paar (A, ¢) be-
stehend aus einer Menge A und einer Abbildung ¢, die jedem Element ¢ € CU{L}
ein Element ¢(c) € A und jeder Funktionsbezeichnung f € F, eine Abbildung
o(f): A" — A zuordnet, eine X-Algebra. O

Mit Hilfe der Abbildung ¢ einer ¥-Algebra 1a8t sich nun jedem Term induktiv ein

Wert zuordnen.

Definition 7.5 (Wert) Sei (C, F, X) eine Signatur und (A, ¢) eine L-Algebra. Zu
einer Beleqgung v : X — A ist der Wert Va(t)[v] eines Terms t € Ty induktiv wie
folgt definiert
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o Va(f(ti,....tn))[v] = o(f)(Valt)[v], ..., Valt,)[v]). 0

Da sich unsere Definition des Wertes eines Terms nicht von der tiblichen Definition
unterscheidet, gelten auch hier das Substitutions- und das Koinzidenzlemma. Wir
formulieren diese deshalb als ein Korollar.

Korollar 7.6 Sei (C, F,X) eine Signatur und (A, ) eine X-Algebra. Dann gilt:

1. Istt € Ty und stimmen zwei Belegungen vy und vy auf allen Variablen ausY
tiberein, so gilt Va(t)[vi] = Val(t)[ve].

2. Fir alle Terme t,t' € Ty gilt Va(t[x/t'])[v] = Va(t)[v{x < Valt')[v]}] mit

ol — a}(y) = { v(x) falls x#y

a falls x=y. O

Der Wert eines geschlossenen Terms ¢t € T hingt damit nicht von der Belegung v
ab. Deshalb schreiben wir in diesem Fall auch V4(t) fiir den Wert des Terms t.

Aufgrund unserer Argumentation in der Einleitung benétigen wir einen Approxima-
tionsbegriff auf Termen.

Definition 7.7 (Termapproximation) Sei ¥ = (C,F,X) eine Signatur. Dann
definteren wir ein System von Abbildungen V; : TE@ — 'TE@ fur alle v € N induktiv
tiber den Aufbau von t € TE@ wie folgt:

o Vo(t): =1,

[t falls te CU{L}
Vo) ={ S v e £= o)

Vi(t) bezeichnen wir auch als die Approzimation des Terms t durch Beschrinkung
auf Schachtelungstiefe 1. a

Die Termapproximation verhilt sich — in gewisser Weise analog zu den Approxi-
mationsfunktionen eines Bereiches — idempotent.

Lemma 7.8 Es gilt V; o V; = Viin(

i)
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Beweis: Wir beweisen die Behauptung durch Induktion iiber (¢,7) € N x N. Ist
1 =0 oder 5 =0, so folgt

Vo(Vi(t)) = L =Vo(t)  Dbaw.  Vi(Vo(t)) = Vi(L) = L = Vo(h).

Seinun ¢ > 1 und j > 1. Im Fall ¢ € C U {L} erhalten wir die Behauptung aus
Vi(t) = Vj(t) = t. Der Fall t = f(t1,...,t,) folgt aus

VitVi(f(trs- s t0))) = Vi(F(Vici(fh). -5 Vi (80)))
= f(Vier(Vima(th))s -, Vi (Vica(tn))
= f(wnin(i—l,j—l)(tl)a < V;nin(i—l,j—n(tn)) Ind. Vor.
= Mnin(i,j)(f(t17 .. ,tn)). O

TN

Durch die Termapproximation kénnen wir eine Ordnung auf den Termen definieren.

Lemma 7.9 Seien ty,t, € 'TE@ geschlossene Terme einer Signatur ¥ = (C, F, X).
Dann st die Relation
tl S tz <= di: tl = ‘/;(tz)

eine Ordnung.

Beweis: Da jedes t € T2 von endlicher Schachtelungstiefe ist, gibt es offensichtlich
ein ¢ € N, so dafl V;(¢) = ¢t und somit < reflexiv ist.

Sei nun t; <ty und t5 < t3. Dann gibt es ein ¢ € Nund ein j € Nmit ¢; = V;(¢3) und
ty = Vj(t3). Die Transitivitat erhalten wir somit aus t; = Vi(V;(t3)) = Vain(ij)(ts)-

Sei t; <ty und ¢y < ¢;. Dann gibt es ein ¢ € N und ein j € N mit ¢; = V;(¢3) und
to = V;(t1). Damit erhalten wir aus Lemma 7.8

t1 = Vi(tz) = Vi(Vi(t1)) = Vaingi.j)(t1)-
Dies liefert tz = V;(tl) = V;(V;nln(,’])(tl)) = Mnin(i,j)(tl) = tl. O

Die Ordnung < auf Termen sagt etwas tiber deren Gestalt aus. Zwei Terme stehen in
Ordnungsbeziehung, wenn der kleinere Term durch Substitution von L fiir gewisse
Teilterme aus dem gréfleren Term hervorgeht.

Lemma 7.10 Ist t < t', so gilt einer der drei folgenden Fille:

1.t=1,

2. t=1t =c fir eince C,

t) und t' = (), ... 1) fir Termety, ... to,t), ..., t" € T mit
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Beweis: Wir unterscheiden drei Fille aufgrund des Aufbaus von t.

1. Ist t = 1, so ist die Behauptung trivial.
2. Ist t = ¢ fiir ein ¢ € C und ¢ = Vj(t'), so folgt : > 0 und #’ = c.

3. Ist t = f(t1,...,t,) und ¢t = V;(¢'), so folgt wieder ¢ > 0. Angenommen, es ist
t' € CU{L}. Dann folgt V;(¥') = ¢ # t. Daher muf ¢’ die Gestalt g(t/,...,%,,)
fiir ein m € N und ein ¢g € F,,, haben. Angenommen, es gilt ¢ # f. Dann folgt
der Widerspruch

t=Vi(t') =Vilg(tr,. ... 1)) = g(Viea (), .-, Viea(8,)) # f(tr, o) = ¢

Damit ist also #' = f(#,,...,t) fir Terme #,,...,# € T9. Gilt nun t; £ t', fiir
ein 1 < j < n (also t; # Vi(t}) fiir alle & € N), so erhalten wir wieder

t=Vit") = VilF(ty, - 10)) = F(Viea (B1), - Vi (8)) # f(tr, o t) = 1.0

Aus obigem Lemma erhalten wir folgendes Korollar.

Korollar 7.11 f(ty,...,t,) < f(#},...,t) < t; <t firalel <i<n. O

Als Gesetze einer Spezifikation wollen wir allquantifizierte Gleichungen zulassen,
deren QQuantoren wir nicht notieren. Aus diesen Gesetzen werden mit Hilfe eines
Herleitungssystems neue Gleichungen hergeleitet. Dabei gehen die Ergebnisse der
Diskussion in der Einleitung durch die spezielle Approximationsregel in den Kalkiil
ein.

Definition 7.12 (Herleitbarkeit) Sei ¥ eine Signatur und L eine Menge von
Gleichungen. Dann heifit eine Gleichung t =t in (X, L) herleitbar, (X,L) Ft =¥,
falls es eine Herleitung tm Kalkil mat folgenden Aziomen und Schlufiregeln gibt:

Aziom: =1
ty1=1 t1 =1 to=1
Schluf$regeln.: ! 2 ! 2 G
ta =1 t1 =13
tlztz t3:t4 U1 = Uy

tile/ts] = ta[x/ta]  Vi(ur) = Vi(uz)

mit ty,ty, ts, ty € Te,ur,ugy € T und i € N. 0

Eine Menge von Gesetzen kann ein Symbol zu einer puren Abkiirzung eines langeren
Terms degradieren. So wird zum Beispiel das Symbol 1 durch das Gesetz 1 = s(0) zu
einer Abkiirzung fiir den Term s(0). Da die Termapproximation durch Beschrankung
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auf Schachtelungstiefe 1 aber wesentlich von der Anzahl der Applikationen abhéngt,
erhalten wir hier ungewollte Effekte. In unserem Kalkiil 148t sich sofort folgende

Herleitung angeben (dabei ist Vi(s(0)) = s(V5(0)) = s(L) und V4(1) = 1):

1 = s(0)

s(0)=1

s(Ly=1 1=s(0)
s(L) = s(0)

Modelle, die diesen Gesetzen gentigen, wiirden deswegen im wesentlichen kollabieren.
Legen wir allerdings eine Signatur ohne das Symbol 1 (und damit ohne das Gesetz
1 = $(0)) zugrunde, so 1afit sich diese Formel nicht herleiten. Solche abkiirzenden
Symbole wollen wir daher in einer algebraischen Spezifikation nicht zulassen, so
lange es um die Konstruktion der Tragermenge geht.

Definition 7.13 (Algebraische Spezifikation) Sei ¥ eine Signatur und L eine
Menge von Gleichungen. Ein Symbol s € C U F heifit unnétig, falls zu jedem Term
t, in dem s vorkommt, ein Term t', in dem s nicht vorkommt, existiert mit (¥, L)
t =t'. Das Paar (X, L) heifst eine algebraische Spezifikation, falls es keine unndtigen
Symbole gibt. a

Wir wollen nun Modelle algebraischer Spezifikationen im obigen Sinn betrachten.
Dabei sind fiir uns nur solche Strukturen interessant, die Bereiche mit Kongruenzen

bilden.

Definition 7.14 (Modelle) Sei (X, L) eine algebraische Spezifikation und D =
(D,E,K,=) ein Bereich.

1. Ein Tupel (D, ®) heifit ein Modell von (X, L), falls gilt

(a) (D, ) ist eine X-Algebra,
(b) ¢(L) ist das kleinste Element von D,
(¢c) ¢(f) € D* — D fir alle Funktionssymbole f € F,, d.h. ¢(f) ist stetig

und kongruenzerhaltend,
(d) Sind t,t' € Ty und gilt (,L) =t = t', so folgt fiir alle Belegungen v
Vo (t)[v] = Vp(t)[v].
2. Fin Modell (D,¢) von (X,L) heif§it termerzeugt, falls es fir alle kompakten
Elemente x € D einen Term t € TE@ gibt mit Vp(t) = x. a

Eine wesentliche Eigenschaft aller Modelle liefert uns folgendes Lemma.

Lemma 7.15 Sei (X, L) eine algebraische Spezifikation und (D, ¢) ein Modell von
(2, L). Dann gilt fir alle Terme t,t' € TP

t<t = Vp(t)C Vp(t).



37

Beweis: Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber den Aufbau von ¢t. Dabei
verwenden wir mehrfach Lemma 7.10.

L. Ist t = L1, so folgt Vp(t) = Vp(L) =o(L) =L C Vp(t).
2. Ist t = c € C, so folgt t' = ¢ und damit Vp(t) = Vp(c) = Vp(t).

3. Ist t = f(t1,...,tn), so folgt t' = f(¢),...,t,) mit t; < ¢|,.... ¢, <t/ . Nach
Induktionsvoraussetzung gilt Vp(t1) & Vp(ty),..., Vp(tn) E Vp(t)), woraus
schliellich folgt

Vp(t) Vo(f(te,. -y tn))

S(F)Vp(t1), ..., Vp(ta))

o(HH(Vp(th),....Vp(t,)) o(f) monoton

Vol(f(t,,... 1)

Vp(t). 0

I I (.

Zu einer gegebenen algebraischen Spezifikation koénnen wir ein ganzes System von
Modellen angeben.

Definition 7.16 Sei (X, L) eine algebraische Spezifikation. Dann definieren wir ein
System von Bereichen und Abbildungen (D;, &;)ien und VB: D — 'TE@ wie folgt

i DO = ({J-}vjv{{J-}}vj);
o oo(t):=L1, fallst € CU{L},
o ool f)wry. . ay) =1,
o Vol(Ll):=1,
sowie rekursiv

¢ Diyy :=(C+ F x Di+---+ F, x D)4 )F+1 — der um die Kongruenz =Z;1,
erweiterte geliftete Bereich der Terme mait Schachtelungstiefe 1 +1 — gegeben

durch
1. C:=(C, I,{C},I),
2. F, = (F, I{F},I) fir alle 1 <i<s,
s falls =1
8. V5!l (z):=4 ¢ falls & = wo(c)

i+1

f(VBil(:z:l), ce VB}(J}n)) falls x =, (<fiar,...,2,>),
wobei 1y 1 C — Dy und 1, : F,, X D} — D4y die entsprechenden In-
jektionen bezeichnen,

fox =gy e (5,0 F V!l (2)=V5l (v),

i+l
o dipi(L):=1,
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o oir1(c) :=wlc), firce C,
o Vi1 f) @1, . xn) i=t(< f,(Vp, o V5i1+1)(:1;1), ... s(Vp, o V5i1+1)($n) >). O
Bevor wir nun beweisen, daf alle Elemente des obigen Systems ein Modell der Spe-

zifikation sind, bendtigen wir noch einige Hilfsaussagen, die im folgenden Lemma
zusammengefaflt sind.

Lemma 7.17 Sei (3, L) eine algebraische Spezifikation und (D;, &;)ien das System
aus Definition 7.16. Dann gelten folgende Aussagen:

LoxCy=Vp () <V (y)
2. (Vp, o VB; o Vp,)(t) = Vp,(t) fiir alle t € TY fiir alle j > 1.
3. Vi(t) = (Vp! o Vp,)(t) fiir alle t € TY.

4. Vp, o VBJ,I = appp, fir alle j > 1.

[

V5l = Vi(e), fir alle j > i wnd 2 € D
Beweis:

1. Wir zeigen die Behauptung durch Induktion nach i. Der Fall ¢ = 0 ist trivial.
Im Fall 2 + 1 unterscheiden wir drei Falle.

(a) Ist 1:1; = 1, solfolgt VB:H(:I;) = V53+1(J-) =1 = %(VB;H(y)), woraus
V5i+1($) < VBHl(y) folgt.

(b) Ist & = to(c), so folgt aufgrund der Definition der Ordnung E;yq in D1,
dafl © = y gilt und somit die Behauptung trivial ist.

(¢) Ist @ = (< fyaq, ... 2, >), so folgt y = (< fLy1,.. ., yn >) mit
r1 C y1,...,2, C y, nach Definition von FE;;;. Nach der Induktionsvor-
aussetzung haben wir V5! (21) < V5! (y1),.... V5! (za) < V5! (yn), wor-
aus Vp!(v1) = Vi, Wp! (11))s- - -, Vi (2n) = Vi, (V5! (yn)) fiir by, ... Ky €
N und somit VB:(:L'l) = %(ng(yl)),...,VBil(xn) = V}C(Vﬁll(yn)) fiir
k = max{ki,...,k,} nach Lemma 7.8 folgt. Somit erhalten wir die Be-
hauptung aus

Voi,, (@)

FVpi (1), ..., V5 (2a))
FVRVR ) VeV ()
Verr (FOVB 1) - VE )
= Vi (V5! ()



39

2. Wir zeigen die Behauptung durch Induktion nach ¢. Im Fall + = 0 folgt die
Behauptung aus

(Vp, 0 Vp o Vp,)(t) = Vpo((Vp; 0 Vn;)(t))
= 1
= Vp,(1).

Im Fall 7 4+ 1 ist also 7 + 1 < 5. Wir unterscheiden drei Félle.
(a) Ist t = L, so folgt
(VDi+1 0 VBJI 0 VDj)(J-) = (VDi+1 0 VBJI)( ) VD@+1( )

(b) Ist t = ¢, so folgt
(VDiy, © VB} oVp,;)(c) = (Vpy, o VB;)(LO(C)) da0<i4+1<y
= VD1+1( )

(c¢) Ist t = f(t1,...,tn), so folgt die Behauptung mit zweifacher Anwendung
der Induktionshypothese aus

(Vpiy, © VBl oVp,)(f(ti,... tn))
= (Vi o Vp )(8;(f) Vb, (1), ..., Vi, (ta)))
= (Vo © VBJ,I)(Ln(< f,(Vp,_, o VB; oVp,)(t),...,
(Vp,_ 0 Vp; 0 Vp;)(ta)>))
= VDi(f((VB _,oVp;_, 0 VB; oVp;)(t1)),...,
(Vb,_, © Vi 0 Vp; 0 Vp;)(tn)))
= ¢(/)N(Vp, oVp, 0V, , o VpioVp)(t), ...,
(Vp, o VBJ,I_l oVp,_, 0 VB; o Vp,)(tn))
i{(F)(Vp, 0 V5] 0 Vp)(t1), ..., (Vp, o Vil 0 Vi,)(tn))
(

¢
= @i(f)Vpi(tr), -, Vpi(tn))
= Vp,(f(tr,... 1)),

3. Wir beweisen diese Aussage durch vollstdndige Induktion nach i. Sei ¢+ = 0.
Dann folgt die Behauptung aus

(V5,0 Vpo)(t) = V5 (L) = L = Vy(t).
Im Fall 2 + 1 unterscheiden wir drei Falle.
(a) Ist t = L, so folgt

Vi © Vo (L) = Vi (L) = L = Vi (L),

z-l-l
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(b) Ist t = ¢ € C, so folgt wegen ¢ > 0
Vi, © Vo )e) = Vi, () = ¢ = Vi (o).
(c¢) Ist t = f(t1,...,tn), so folgt mit Punkt 2 dieses Lemmas
Vb © Vo J(f(t, - 1)
= VD,_H(qbi-l-l(f)(VDzH( ) VD@+1( ))
= VD1+1(Ln(<f7( D; © VD iy1 © VD@+1)( ) K
Vb, o Vi, © Vi )(ta) >))
= V5,1+1(Ln(<f7VDz(t1)77VD1( 1) ))
= f((Vp; o Vp)(t),-...(Vp, o Vp,)(tn))

= f(‘/;'(tl)v Tt V;(tn))
= Vig(f(te, ..o t0)).

4. Wir beweisen die Aussage durch vollstdandige Induktion nach ¢. Sei ¢ = 0. Dy
enthélt nur das Element 1, woraus

(Vp, 0 Vp))(2) = L = appp, ()
folgt. Im Fall ¢ + 1 unterscheiden wir drei Falle.

(a) Ist @ = L, so folgt

(VDi+1OV5jl)(J-) = VDi+1(J-)

= 1
= appp,,, (L),
da L € Dy gilt.
(b) Ist & = to(e), so folgt
(Vpiys 0 V5, (€)= Vi, (c) daj>i+1
= 1o(c)
= appp,,, («o(¢)),
da to(c) € Dy gilt.
(c¢) Ist @ = (< fy21,...,2, >), so folgt mit der Definition von F,, der

Approximationsabbildungen im Produkt und Punkt 2 dieses Lemmas die
Behauptung aus

(VDi+1 o VBJI)(J;)
VDi+1 (f(VBJ_l (1}1), st 7V5jl_ (xn)))
- ¢i+1(f)((VDi+1 0 VB;_l)(xl)v (VD1+1 VBJI_l)(fL'n))
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= (<], (VDiOVBilJrl o VDip oVBJ,l_l)(:z:l),...,
(Vp, o VE,»IH oVp,,, © Vﬁjl_l)(l'n) >)
= (< f,(Vp, o VBJ,I_l)(:Jcl), ... s(Vp, o Vﬁjl_l)(l'n) >)
= (<[, appp,(21), ..., appp,(n)>)
= Ln(aPPanD;l(<fal’17---a$n>))
= appDi+1(Ln(<f,$1,...,$n>)).

5. Wieder beweisen wir die Aussage durch vollstdandige Induktion nach ¢. Im Fall
1 = 0 enthélt Dy nur das Element 1, woraus

Vi, (2) = L =Vp ()
folgt. Im Fall ¢ + 1 unterscheiden wir drei Falle.

(a) Ist @ = L, so folgt wieder VB:_H(J}) =1= VBJI(:L')

(b) Ist @ = tp(c), so folgt wegen i > 0

VB,»IH (x)=c= VBJI(:L')

(c¢) Ist @ = tp(< fyaq,... 2 >), so folgt wegen xy,..., 2, € D, sofort
Vo (#) = fVp;(21),..., Vp (21))
f(VB;_l (x1),..., VBJ,I_l (x1)) Ind. Vor.
= VBJ,I(J?). 0

Nach dieser Vorbereitung erhalten wir folgenden Satz.

Satz 7.18 Sei (X, L) eine algebraische Spezifikation und (D;, ¢;)ien das System aus
Definition 7.16. Dann ist (D;, &i)ien ein gerichtetes System von termerzeugten Mo-
dellen von (X, L).

Beweis: Alle D; sind endlich. Daher wird D; aufgrund der Definition 6.1 einer
Kongruenzerweiterung zu einem Bereich, falls =, eine approximationserhaltende und
symmetrische Relation auf D; ist.

Die Symmetrie erhalten wir aus
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Die Relation =; ist auch approximationserhaltend. Fiir 5 < ¢ erhédlt man n&mlich

aus 7.17 Punkt 3-5 wegen Vp'(z) € CTY

T=Y & (ZvL)l_VD( ) = VD( )
= (3,L) FVi(Vp(2) = Vi(Vpi(y))
& (5,L)F (Vp oVp, o Vpl)(x) = (V! o Vp; 0 Vi!)(y)
& (Z,L)F (V5 oappp,)(x) = (Vp, 0 appp,)(y)
= (%,L)F (Vp! oappp,)(z) = (V5! 0 appp,)(y)
& appp,(v) =i appp,(y).
Zum Beweis der Monotonie unterscheiden wir wieder zwei Falle. Der Fall 1 = 0

ist trivial. Im Fall ¢ + 1 sel 1 C yy,...2, C y,. Dann folgt die Behauptung mit
der Monotonie der Approximationsabbildungen und Injektion ¢,,, der Definition der
Produktordnung und Lemma 7.17 Punkt 4 aus

Gir1t(F)(@1,ywn) = (< f,(Vp, o Vil Nwi), .o, (Vb o Vil )wa)>)

= (< frappp,(21),. .., appp,(2a)>)
(< frappp, (Y1), - -+, apPp, (Yn) >

= (< f,(Vp, o V5! M)y (Vp, o V5! ) yn) >

= Git1(F) W15 Yn)

Da alle D; endlich sind, sind somit die ¢;(f) auch stetig.

I

Sei nun (X, L) F ¢t = #, wobei hochstens die Variablen @4,...,2,, in t und ¢’ vor-
kommen, und v : X — D, eine Belegung. Da Vp, o VB: = idp, nach Lemma 7.17
Punkt 4 gilt, folgt mit dem Substitutionslemma

Vo] = Vo, (t)[v{z1 = (Vp; 0 Vi )(w(21))}, - {zm = (Vo 0 Vi) (v(2m))}]
= Vp,(tx1/V5! (v(21)), .. 2/ V5! (0(2m))])-
Analog erhalten wir Vp,(#')[v] = Vp,([x1/V5! (v(21)), . . ., 2w/ V5! (v(2))]). Da nun

aber

tla1/Vp (v(21))s - 2w/ V! (0(@m))] = o1/ V5 (v(21)), -, 2 [V, (0(2m))]

und damit auch

Viltled/Vp; ((x0), - wm [V, (v(@m))])

ol
= Vi(t [%/VD (0(1); -+ 2w/ Vi, (v(2m))])

in (¥, L) herleitbar ist, folgt mit Lemma 7.17 Punkt 3 und der Definition von =,

Vi, (tz1/ Vi, (0(21)), - s 2V} (0(2))])
= Vp,(t'[x1/ V5 (v(21)), - 2w [ V5 (v(2m))])-
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Insgesamt erhalten wir damit Vp,(¢)[v] =; Vp,(t')[v].
Da VB; total ist, ist D, ein termerzeugtes Modell.

Als letztes bleibt uns noch zu zeigen, daf jeweils ein adjungiertes Paar zwischen D;
und D;;, existiert. Wir zeigen hier wieder nur, daf§ diese Abbildungen kongruenz-
erhaltend sind. Die Projektion von D;y; nach D; ist die i-te Approximation, und
die Einbettung von D; nach D,y ist die Identitat auf D;. Da beide Abbildungen
kongruenzerhaltend sind, folgt die Behauptung. O

Im folgenden wollen wir die Klasse der Modelle einer Spezifikation néher betrachten.
Zur semantischen Beschreibung einer Programmiersprache, die auf algebraischen
Spezifikationen aufbaut, sind wir insbesondere am initialen Modell der Spezifikation
interessiert. Mit Hilfe solcher Modelle kommen wir einer sogenannten , fully abstract®
Semantik nahe, da die Tragermenge nicht zu ,,viele* kompakte Elemente beinhaltet.
Modelle mit ,kleinerer Trédgermenge konnen zur abstrakten Interpretation einer
solchen Sprache verwendet werden.

Wir benédtigen zunichst den Begriff eines Homomorphismus in unserer Klasse von

Modellen.

Definition 7.19 (X-Homomorphismus) Sei (¥, L) eine algebraische Spezifikati-
on , und seien (A, ¢4), (B, o) Modelle von (X,L). Eine stetige und kongruenzer-
haltende Abbildung G : A — B heifit ein X-Homomorphismus, falls GoVy = Vp
fiir alle t € T gilt. O

Damit wird die Klasse der Modelle mit ¥-Homomorphismen zu einer Kategorie. Das
initiale Objekt dieser Kategorie ist in den termerzeugten Modellen zu suchen, wie
das néchste Lemma zeigt.

Lemma 7.20 Sei (X, L) eine algebraische Spezifikation, (A, ¢4) ein termerzeugtes,
(B, o) ein belicbiges Modell von (¥, L), und seien G, H : A — B zwei ©-Homomor-
phismen von A nach B. Dann ¢ilt G = H.

Beweis: Sei @ € A. Dann ist @ = sup{appy(z) | K € K}. Da appy(x) kompakt ist
und A termerzeugt, gibt es zu jedem K einen Term tx mit Va(tx) = appg (). Mit
der Stetigkeit von G und H folgt die Behauptung aus

G(z) = G(sup{appg(e) | K €K}
= G(sup{Valtx)| K € £})
= sup{(GoV4)(tx) | K € K}
= sup{Vs(tx) | K € K}
= sup{(HoV4)(tx) | K € K}
= H(sup{Va(tx) | K € £})
= H(sup{appg(z) | K € K})
= H(x).
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Damit sind wir in der Lage, das initiale Modell wie iiblich auszuzeichnen. Wie oben
schon angedeutet ist dieses Modell ein initiales Objekt in der Kategorie der Modelle
und damit bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

Definition 7.21 (Initiales Modell) Ein termerzeugtes Modell I heifit initial,
falls es von I zu jedem Modell A (genau) einen X-Homomorphismus gibt. a

Wir gehen nun zum inversen Limes der Retraktionsfolge aus Definition 7.16 tiber.

Satz 7.22 Sei (X, L) eine algebraische Spezifikation und (D;, ¢;)ien das System aus
Definition 7.16. Dann ist Do := (1im (D;, ¢}, ¢}), doo) mit

o ol = appp,,
) ;/)l’ = id,
o qboo(c) ::<¢0(C)7¢1(C)7 cee>

o O f)(ar, .. 2p) =
<ol )@ (1), -5 25 (2n)), G (P (21)s oo, 05 (20))s o>,

das initiale Modell von (X, L).

Beweis: Wir zeigen hier nur, dafl D, initial ist. Alle anderen Eigenschaften folgen
aus der Definition von D

Sei dazu (A, ¢4) ein weiteres Modell von (X, L). Dann definieren wir einen X-
Homomorphismus von D, nach A durch

G(x) :=sup{(Vao V! op®)(x) |1 € N}.

Offensichtlich ist G stetig, da G per Definition eine stetige Fortsetzung von mono-
tonen Funktionen auf endlichen Teilordnungen der induktiven Ordnung A ist.

Sei nun = = y. Dann folgt, dafl G kongruenzerhaltend ist mit den Modelleigenschaf-
ten von A aus

T=0y & VieN:pX(x )_,c,ol()

Vie N: Sk (Vp o9)(x) = (Vp, 09¥)(y)

Vie N: (VAOVD 0 X)) () = (VAOVD 00X (y)

sup {(Va o Vp! 0 ¢)(x) | i € N} = sup{(VaoVp! 0p)(y) |1 € N}
G(z) = G(y).

T4 40
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Es bleibt noch zu zeigen, dal G o Vp, = V4 fiir alle t € TE@ ist. Dies beweisen wir
durch Induktion iiber den Termaufbau. Im Fall t € C U {L} folgt die Behauptung
aus

(GoVp )(t) = sup{(VaoVp opFoVp )(t)|ic N}
= sup{(VAoVBiloapfo)(<J_,t,t,...>) | € N}
= sup{(VaoVp)(L),(VaoVp))(t)}
= sup{Ll,Va(t)}
= Va(t).

Aus der Stetigkeit von ¢4(f) und

(GoVp ) [f(t1,... ta))
= sup{(Vao VB: 00X o Vp ) f(ty,...,tn)) | i € N}
sup {(Va o V5] 0 97)(doe(f) (VDo (tr), -, Voo (ta))) | € N}
= sup{(Va o Vp (&l F)((#7 0 VD )(th), -, (97 0 Vp.)(ta))) | i € N}
= sup{(VaoVp )(t(<f,(Vpioy o Vi 09 o Vp )(t), ...,
(Vp,_, © VB: o oVp,)(t,)>)) | € N}
= sup{(VaoVp!)(w(<f, (appp,_, 0 ¥7" o Vp )(t1),- ..,
(appp,_, © ¥ 0 Vp.)(tn)>)) | i € N}
= sup{(Vao V) (ta(<F, (9l 09 0V, )(t), .-,
(i1 09 0 Vp, )(ta)>)) |1 € N}
= sup{(VaoVp ) (w(<fi (@9 0 Vp)(t), - (9521 0 Vi, )(ta) >)) | i € N}
= sup {(Va(f(Vp_, 0910 Vpo)(th),....(Vp_, 09 0 Vp)(ta))) | i € N}
= sup{Pa(f)(VaoVp 0@ 0oVp, )(t),. ..,
(VaoVp o9 oVp )(t.)) | i€ N}
= da(f)(sup{(VaoVp_ o9 0Vp )(t)|i €N}, ...,
sup {(VaoVp_ 09 0Vp,)(ta) | i € N})
= 0a(N(GoVp)(tr),....(GoVp,)(tn))
= 0a(H)Va(tr). ..., Val(tn))
= Va(f(t1,...,ta))

erhalten wir den Induktionsschritt. O

In diesem Kapitel haben wir uns aus technischen Griinden auf einsortige Spezifika-
tionen beschrinkt. Beim Ubergang zur Mehrsortigkeit erhilt man ein verschrinkt
rekursives System von Bereichen. Die Konstruktion des inversen Limes eines sol-
chen Systems ist aufgrund der Funktoreigenschaft der Bereichskonstruktoren stets
moglich. Somit lassen sich die Ergebnisse dieses Kapitels auf allgemeine Spezifika-
tionen iibertragen.
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8 Zusammenfassung

In diesem Artikel haben wir gezeigt, dafl die Bereiche mit Keimen um bestimmte
Kongruenzen erweitert werden kénnen. Dadurch waren wir in der Lage, semantische
Bereiche direkt aus einer algebraischen Spezifikation zu gewinnen, ohne die in der
Einleitung erwahnten Nachteile zu erhalten. Dieser Ansatz kann zur Beschreibung
von Programmiersprachen mit Spezifikationsansétzen verwendet werden. Eine solche
Anwendung konnte im HOPS-System (Higher Object Programming System ) liegen,
das an der Universitdt der Bundeswehr entwickelt wird. Mit Hilfe der Approxima-
tionsabbildung ist es moglich, bei einer gegebenen Semantik zu einer abstrakten
Interpretation der Sprache iiberzugehen. Diese Moglichkeit bietet ein weites Feld
zur Anwendung dieser Theorie. Bisher kénnen nur Spezifikationen erster Ordnung
behandelt werden. Daher wird sich eine weitere Arbeit mit der Konstruktion seman-
tischer Bereiche aus Spezifikationen héherer Ordnung beschéiftigen.
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