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Abstract

This thesis discusses the development and the overall methodology of an opti-
mal adaptive output feedback controller for linear systems. Therefore it makes
use of methods and proceedings from a variety of fields of control theory, e.g.
optimal control, static output feedback design, system identification, switched
linear systems and real time adaption, and brings them together in a compre-
hensive approach.

First, an alternative constructive design method for static output feedback
controller based on linear quadratic optimization is presented. This new de-
sign method provides an enhanced convergence behaviour in comparison to
common techniques and, therefore, supports the further design of optimal out-
put feedback servo controller. To guarantee a consistent optimal closed loop
behaviour and overall system stability, particularly in consideration of chang-
ing system parameters, the plant is constantly monitored by an estimator.
Based on current methods of system identification theory which are extended
whithin this thesis for an online approach, the estimator identifies and de-
termines changes within the system parameters. The controller is adapted
consequently, using a real time method, rested on the determined system pa-
rameter changes. A newly developed approach for stability analysis in the
presence of non-predictable switching operations is also presented as part of
the overall methodology.

The development of an homotopy based methodology for the design of optimal
output feedback controller for linear plants which are not stable, is a further
particular subject of this thesis.

The expected behaviour of this new approach in each of the developed tech-
niques is confirmed in detailed simulations which display the advantages of
such methodology.
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Zusammenfassung

Diese Arbeit beschéftigt sich mit der Entwicklung eines neuen Echtzeitadapti-
onsverfahrens fiir ausgangsbasierte Optimalregler bei linearen Systemen. Dar-
unter wird eine Gesamtmethodik verstanden, die zunéchst mittels eines mafige-
schneiderten Nullstellen-basierten Entwurfsverfahrens jene Ausgangsriickfiih-
rung zur Verfligung stellt, die hinsichtlich der definierten Giitekriterien optimal
ist. Neben eines besseren Konvergenzverhalten gegentiber der herkémmlichen
Methode zur Bestimmung ausgangsbasierter Regelungen zur Stérkompensati-
on, eignet sich dieses neue Entwurfsverfahren auch zur Berechnung ausgangs-
basierter Folgeregler. Um stetig die Optimalitiat in Bezug auf die Giitekriteri-
en zu gewihrleisten, soll das Adaptionsverfahren eine kontinuierliche Uberwa-
chung der Regelstrecke sicherstellen, um auf diese Weise mogliche Anderungen
in den Systemparametern zu identifizieren, die einer Anpassung des Reglers
bediirfen. Die Identifikation der Systemparameter erfolgt mittels aktueller Me-
thoden, welche in geeigneter Weise modifiziert werden, um eine laufzeitbasierte
Uberwachung zu ermdglichen. Auch werden sie um ein Schétzverfahren zu Be-
stimmung der aktuell giiltigen Systemparameter erweitert. Bei Feststellung
von Anderungen in den Systemparametern, erfolgt die Adaption des Reglers
mit Hilfe einer weiterentwickelten Methodik zur Echtzeitanpassung von Opti-
malreglern. Ein neu entwickelter Ansatz zur Stabilitdtsbetrachtung bei nicht
vorhersagbaren Schaltvorgéngen stellt ebenso einen notwendigen Bestandteil
des Adaptionsverfahren dar.

Die Formulierung eines eigenentwickelten Homotopie-basierten Algorithmus,
der er es ermoglicht Optimalregler mit Ausgangsriickfithrung auch fiir instabile
Regelstrecken zu entwerfen, ist neben der Entwicklung des Adaptionsverfahren
ein weiteres besonders hervorzuhebendes Ergebnis dieser Dissertation.

Des Weiteren wird in dieser Arbeit unter Zuhilfenahme eines verbesserten
Homotopie-Verfahrens fiir mehrdimensionale Homotopieparameter, sowie un-
ter Nutzung von neuronalen Netzen, eine Losung fiir das Inverse Optimierungs-
problem entworfen.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation und Forschungsstand

Die adaptive Regelung stellt eines der aktuellsten Themengebiete der moder-
nen Regelungstechnik dar. Sie ist essentieller Bestandteil vieler hochtechnolo-
gischer Systeme und aus Anwendungsgebieten wie Flugregelungsanlagen, Au-
topiloten oder Robotersteuerungen nicht mehr wegzudenken.

Auch wenn die Grundidee einer solchen Regelung nicht neu ist, so war es insbe-
sondere der hohen Komplexitat und der damit verbundenen Rechenintensitét
geschuldet, dass die adaptive Regelung in vergangenen Jahrzehnten einen ge-
ringeren Stellenwert besafl als heute.

Intention der adaptiven Regelung ist es, Systeme mit stark veranderlichen oder
sogar teilweise unbekannten Systemparametern zuverléssig zu stabilisieren und
hierbei auch auf unerwartete Storungen zielgerichtet reagieren zu kénnen. Da-
bei kénnen die Systeme, welche Gegenstand einer solchen Regelung sind,von
unterschiedlichster Natur und Komplexitat sein.

Oftmals sind Anderungen der Systemparameter, wie zum Beispiel bei Last-
oder Arbeitspunktwechsel, aber auch bei Alterung und Verschleifl sowie beim
Auftreten unerwartet starker Storungen nicht, oder zumindest nicht vollstén-
dig vorhersagbar. Bei den meisten herkdmmlich geschlossenen Systemen hat
solch eine Anderung in den Systemparametern ein unerwiinschtes Verhalten
der Regelgrofie zur Folge oder kann gar zu instabilem Verhalten fithren, wenn
aufgrund der Parameteranderungen die Stabilitdatsgrenze des geschlossenen
Kreises iiberschritten wird. Aber auch fiir den Fall ausreichender Robustheit
des Regelkreises, miissen nicht selten Einbuflen in der Effizienz des Systems
hingenommen werden. Diese Einbuflen konnen sich zum Beispiel in einem un-
erwiinschten Trajektorienverlauf der Regelgrofien oder einer erhohten Stéran-
falligkeit widerspiegeln. Aufgabe der adaptiven Regelung ist, auch im Falle
unsicherer oder sich dndernder Systemparameter sowohl Stabilitit als auch
gewiinschtes Verhalten sicherzustellen.

Fiir die adaptive Regelung existiert eine Vielzahl verschiedenster Realisierungs-
moglichkeiten. Diese lassen sich jedoch im Wesentlichen in drei Kategorien
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KAPITEL 1. EINFUHRUNG

unterteilen: , Gain-Scheduling“ (Parameterumschaltung), adaptive Regelsyste-
me mit parallelem Vergleichsmodell sowie ,Self-Tuning“ (selbstoptimierende)
Regler (vgl. | ).

Verfahren mit Parameterumschaltung sind nur fiir vorhersagbare Anderungen
der Systemparameter geeignet, was folglich zu einer Einschrankung in ihrer
Anwendbarkeit fiihrt. Mehr Freiheitsgrade bieten somit Systeme mit paralle-
lem Vergleichsmodell sowie selbstoptimierende Regler.

Die Untersuchung von selbstoptimierenden Reglern wird zusétzlich dadurch
motiviert, dass sie mehrere Themengebiete der Regelungstechnik verbinden
und somit variantenreich in Threr Umsetzung sind. Vor allem fiir das Design des
zugrundeliegenden Reglers als auch fiir die notwendige Systemparameterschét-
zung stehen verschiedenste Methoden zu Auswahl. Ein genereller Uberblick zu
den aktuellen Erkenntnissen in der Adaptiven Regelung wird in | | zur
Verfiigung gestellt.

Mo6chte man den Vorteil der Stabilisierung von adaptiven Reglern noch ver-
starken und dabei mittels Giitekriterien weitest moglichen Einfluss auf den
Verlauf von Regel-, Zustands- und Steuergréflen nehmen, so sollte insbeson-
dere die Option eines Optimalreglers als zugrundeliegendes Entwurfsverfahren
ndher betrachtet werden. Die Optimale Regelung stellt ein sehr gut erforsch-
tes Themengebiet der Regelungstechnik dar, ein guter Uberblick hierzu ist in
[ 1, [ | und | | zu finden. Ein Problem stellt hierbei jedoch die
Tatsache dar, dass die Optimale Regelung fast ausschliefllich Zustandsregler
vorsieht, die dafiir benotigte direkte Messung von Zustdnden jedoch oftmals
nicht oder nur schwer moglich ist.

Betrachtet man das Problem der Systemparameterschatzung als Aufgabe der
Systemidentifikation, so haben sich insbesondere in den letzten Jahren neue
Optionen aufgetan, da nun auch Verfahren zur Verfliigung stehen, welche zu-
mindest prinzipiell die Echtzeitidentifikation von geschlossenen Systemen durch
alleinige Auswertung der Ein- und Ausgangsdaten erméglichen (siehe | 1,
[OMO7], [LAMO6] und | ).

Die Entwicklung eines Echtzeitadaptionsverfahrens fiir Optimalregler mit Aus-
gangsriickfithrung, basierend auf den aktuellsten Verfahren der Systemidenti-
fikation, wird daher als vielversprechender Ansatz fiir einen neuen selbstopti-
mierenden Regler erachtet.

1.2 Ziel der Arbeit

Es ist das Ziel dieser Dissertation, ein Echtzeitadaptionsverfahren fiir Opti-
malregler von linearen Systemen zu konzipieren, das unter Beachtung der vor-
gegebenen Giitekriterien die Regelstrecke tiberwacht, Anderungen identifiziert
und eine entsprechende Anpassung der Riickfithrung im Falle sich dndernder
Systemparameter vornimmt.

Fiir die Realisierung des adaptiven Reglers wird es notwendig werden, Verfah-
ren aus unterschiedlichsten Sachgebieten der Regelungstechnik wie Optimal-
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1.3. AUFBAU DER ARBEIT

regelung, statische Ausgangsriickfithrung, Systemidentifikation und geschalte-
te Systeme zu kombinieren und in Einklang zu bringen. Die Verfahren der
einzelnen Disziplinen, die jeweils als am geeignetsten bewertet werden, sollen
hierfiir modifiziert und integriert werden sowie neue Herangehensweisen, wie
beispielsweise im Fall des Nullstellen-basierten Entwurfsverfahrens fir optima-
le Folgeregler mit Ausgangsriickfithrung, entwickelt werden.

Die Anpassung des Optimalreglers erfolgt, ebenso wie der initiale Entwurf, mit-
tels eines zweistufigen, Nullstellen-basierten Verfahrens. Zunéchst wird dabei
eine approximierte Losung angeboten, die in Abhéngigkeit der Stabilitatsbe-
trachtung (hinsichtlich der Schaltvorgéinge im System) direkt auf den Reg-
ler angewendet werden koénnte. In einem zweiten Schritt wird ausgehend von
dieser Naherungslosung der eigentliche Optimalregler auf numerischen Wege
bestimmt.

Die Uberwachung der Regelstrecke hinsichtlich der Anderung von Systempara-
metern soll mittels eines modifizierten Echtzeitverfahrens zur Systemidentifi-
kation in Kombination mit einem in dieser Arbeit entwickelten Schatzverfahren
realisiert werden.

Um ecine Destabilisierung des geschlossenen Kreises, verursacht durch die An-
derungen in der Regelstrecke und die darauf folgende Reglerangleichung zu
vermeiden, soll der Regler zusétzlich eine Stabilitdtsbetrachtung hinsichtlich
der Schaltvorginge respektive der Schaltzeitpunkte vornehmen koénnen.

Als adaptiv ausgelegter Regler steht in dieser Arbeit vor allem der neu entwi-
ckelte, optimale Folgeregler mit Ausgangsriickfiihrung im Fokus.

1.3 Aufbau der Arbeit

In Kapitel 2 wird dem geneigten Leser, zunéchst eine Einfithrung in die Op-
timale Regelung zur Verfiigung gestellt. Weitere Grundlagen der Regelungs-
technik stellt Anhang A bereit.

Bevor jedoch diese Arbeit sich ihrem Hauptaspekt, der Entwicklung eines neu-
en adaptiven Reglers, widmet, soll in Kapitel 3 eine eigenentwickelte Metho-
dik zur Losung des Inversen Optimierungsproblems vorgestellt werden. Das
Inverse Optimierungsproblem beschreibt die Tatsache, dass es nur fiir eine
kleine Auswahl an Optimalreglern moglich ist, nachtraglich zu bestimmen,
hinsichtlich welcher Giitekriterien der betrachtete Regler optimal ist.

Dieser Problemstellung soll in Kapitel 3 mittels Homotopie sowie unter Ver-
wendung neuronaler Netze begegnet werden.

Mit der Stabilitat geschalteter Systeme befasst sich Kapitel 4. Nach einer
Einfithrung in die Thematik geschalteter Systeme im Allgemeinen wird im Be-
sonderen der ,,dwell time*“-Ansatz als das fiir diese Arbeit relevante Verfahren
zur Priifung der Stabilitat bei Schaltvorgéngen vorgestellt. Weiterfithrend soll
dann ein eigener Ansatz zur , dwell time“-Berechnung entwickelt werden, der
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speziell auf die Stabilisierung unvorhersehbarer Schaltvorgdnge ausgerichtet
ist.

Ein weiterer essentieller Bestandteil des zu entwickelnden Adaptionsverfahren,
ist die Fahigkeit, Anderungen in den Systemparametern des zu regelnden Sys-
tems zu identifizieren und zu quantifizieren. Die Realisierung dieser Féahigkeit
soll mittels Methoden aus dem Sachgebiet der Systemidentifikation erfolgen. In
Kapitel 5 wird daher die Methode der ,, Predictor Based System Identification®
erlautert und analysiert. Aufbauend auf dieser Methode wird weiterfithrend in
Kapitel 5 ein eigenes Verfahren zum Schétzen der Systemparameter entwickelt.
Weitere Methoden und Herangehensweisen der Systemidentifikation wie ,, Pre-
diction Error Methods* und ,,Subspace Identification” werden in Anhang C
prasentiert.

Basierend auf den Vorbetrachtungen zur optimalen Regelung in Kapitel 2,
soll in Kapitel 6 als wesentliche eigene wissenschaftliche Leistung ein Verfah-
ren zum Entwurf von optimalen Folgereglern mit Ausgangsriickfithrung ent-
wickelt werden. Nach einer eingehenden Vorstellung der herkémmlichen Ver-
fahren zur Berechnung von optimalen Folgereglern mit Zustandsriickfithrung
sowie zur Bestimmung von optimalen Ausgangsriickfiihrungen, soll zunéchst
ein Nullstellen-basiertes Entwurfsverfahren fiir optimale Ausgangsriickfithrun-
gen der herkdémmlichen Methodik gegeniibergestellt werden. In einem weiteren
Schritt wird das Nullstellen-basierte Verfahren erweitert, um somit den Ent-
wurf optimaler Folgeregler mit Ausgangsriickfithrung zu ermoglichen.

Kapitel 7 wird zunéachst ein bestehendes Approximationsverfahren zur Echt-
zeitanpassung des optimalen Zustandsreglers (Riccati-Regler) bei sich dndern-
den Systemparametern vorstellen. Dieses Naherungsverfahren wird, als ein Be-
standteil der eigenen Leistung dieser Arbeit, zundchst um einen Korrektor-
schritt erweitert, um somit eine exakte, laufzeitbasierte Anpassung des Opti-
malreglers zu ermoglichen. Dieses erweiterte Verfahren zur Echtzeitanpassung
soll weiterfiihrend als Grundlage dienen, um in Kombination mit dem in Kapi-
tel 6 neu entwickelten Entwurfsverfahren eine Methodik zur Echtzeitanpassung
fiir optimale Folgeregler mit Ausgangsriickfithrung zur Verfiigung zu stellen,
welche einen zentralen Bestandteil des laufzeitbasierten Adapationsverfahrens
darstellt.

Ein originares Entwurfsverfahren fiir Optimalregler mit Ausgangsriickfithrung
speziell fiir instabile Regelstrecken wird in Kapitel 8 entwickelt. Bisherige
Verfahrensweisen zum Entwurf statischer Riickfiihrungen, wie sie unter an-
derem in Kapitel 6 vorgestellt werden, sind lediglich auf stabile Regelstre-
cken anwendbar. Kapitel 8 dieser Arbeit liefert daher mit der Herleitung eines
Homotopie-basierten Entwurfsverfahrens fiir die ausgangsbasierte Optimalre-
gelung instabiler Regelstrecken einen wesentlichen Beitrag zur Thematik der
optimalen statischen Ausgangsriickfithrung.
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Kapitel 9 stellt das finale Kapitel dieser Arbeit dar. Die Ergebnisse der vorhe-
rigen Kapitel hinsichtlich Reglerentwurf, Systemidentifikation, Echtzeitanpas-
sung sowie Stabilitdtsbetrachtung bei Schaltvorgéngen, werden hier zu einem
ganzheitlichen Verfahren zusammengefiihrt. Die Implementierung des Adapti-
onsverfahrens erfolgt hierbei zur besseren Veranschaulichung anhand eines aka-
demischen Anwendungsbeispiels, um die Anwendbarkeit fiir ein breites Spek-
trum realer Systeme zu betonen.

Nomenklatur. Fiir die in dieser Arbeit aufgefithrten Formeln gelten die nach-
folgenden Konventionen: Skalare werden mit kleinen kursiven Buchstaben (z,
y) dargestellt, wihrend fiir Vektoren fette Lettern (x, y) Verwendung finden.
Matrizen werden durch fette GroBbuchstaben (A, C) und Mengen mittels
kalligrafischer GroBbuchstaben (M, P) kenntlich gemacht. Entsprechend ver-
hélt es sich mit den Elementen von Vektoren (zi,z;) und Matrizen (aj2,a;5),
die folglich als kursive Kleinbuchstaben mit entsprechenden Indizes dargestellt
werden. Bei Matrizen kennzeichnet der erste Index die Zeile, der zweite Index
benennt die Spalte.
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Kapitel 2

Optimale Regelung

Diese Kapitel stellt eine kurze Einfithrung in die Optimale Regelung zur Ver-
fiigung. Hierbei sollen zunéchst in Abschnitt 2.1 die Intention und Grundi-
dee der Optimalen Regelung néher beleuchtet werden. Weiterfiihrend wird
in Abschnitt 2.2 dargestellt, wie iiber die Hamilton-Gleichungen die Matrix-
Riccati-Gleichung entwickelt wird, deren Losung in Abschnitt 2.3 schlieflich
zu einem optimalen Zustandsregler fithrt. Dieser wird nicht selten auch als
Riccati-Regler bezeichnet.

Es sei an dieser Stelle auf Anhang A verwiesen, welcher die fiir dieses und
nachfolgende Kapitel essentiellen Grundlagen der Regelungstechnik zusam-
menfasst. Dieses Kapitel lehnt sich dabei eng an die Ausfithrungen zur Op-
timalen Regelung in | | und | ].

2.1 Grundidee der optimalen Regelung

Intention der optimalen Regelung ist es, beim Entwurf eines Reglers nicht
nur einzelne Kenngroflen des Systems, wie Pole, Bandbreite, Resonanz, Ein-
schwingzeit und Uberschwingweite festzulegen, sondern auf den gesamten Ver-
lauf der Regel-, Zustands- und Steuergréfien Einfluss nehmen zu konnen. Dabei
geht es nicht nur um die Forderung, die Ausgangsgréfien mit moglichst gerin-
gem Energie- oder Zeitaufwand in den gewiinschten Endzustand zu bringen.
Eine optimale Regelung hat viel mehr den Vorteil, dass der auf diese Weise
entworfene Regelkreis immer asymptotisch stabil und der hergeleitete Regler
robust! ist (siehe [ ).

Grundlage einer optimalen Regelung ist die Formulierung eines Giitemafles
oder Giitefunktionals. Abhédngig von der Struktur dieses Funktionals und der
Regelstrecke sind daraus abgeleitete Regler linear oder auch nichtlinear. Im
Weiteren werden nur lineare, zeitinvariante Regelstrecken betrachtet.

IRobustheit gibt hierbei Auskunft iiber die Fahigkeit eines Reglers, trotz Modellunsicher-
heiten beim Reglerentwurf die Forderungen nach Stabilitat, Storkompensation und Sollwert-
folge sowie die Giiteanforderung an den dynamischen Zusammenhang zwischen Fiihrungs-
grofe und Regelgrofe zu erfiillen | ]
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Eine der bekanntesten Problemstellungen unter den Optimierungsaufgaben ist
das Linear-Quadratische Problem, auch LQ-Problem genannt | N -
Grundlage der LQ-Regelung ist ein quadratisches Giitemafl J der Form:

te

J= x"(1)Qx(t) +u” ()Ru(t)] dt, (2.1)

0
mit den Wichtungsmatrizen Q € R™*" und R € R"™*"™.
Diese Form des Giitemafles empfiehlt sich vor allem, wenn ein allgemein giins-
tiges Systemverhalten gefordert ist, da es verlaufs- und verbrauchsoptimales
Verhalten kombiniert. Mittels der Matrix Q kann dabei auf den Zustandsvektor
x(t) und mittels der Matrix R auf den Steuervektor u(t) fiir das Zeitintervall
t, <t < t. Einfluss genommen werden. Um ¢, endlich zu halten, erweitert man
das Giitemafl mit x7 (¢.)Sx(t.) zu

te
J=x"(t)Sx(t.) + [ [x"(H)Qx(t) +u” ()Ru(t)] dt, (2.2)
to
mit S € R™™. Anstelle des Endzustandes x(t.) kann auch eine Modifikation
hinsichtlich des Systemausgangs zum Zeitpunkt ¢, vorgenommen werden. Fiir
(2.2) wiirde dann gelten:

te
J =y (t)Sy(te) + | [x"()Qx(t) + u” ()Ru(t)| dt. (2.3)
0
mit S € R™" Die Matrizen Q und S sind hierbei stets so zu wéhlen, dass sie
symmetrisch und zumindest positiv semidefinit sind, um ein positives Giitemaf3
J zu erhalten. Die Matrix R muss positiv definit sein.
(2.3) ist ein Bolzasches® Giitemaf, das sich aus einem Mayerschen® Giitemaf
h(y(t.),t.) zur Bewertung des Endwertes und einem Lagrangeschen! Giitemaf}
e fo(x(t),u(t),t)dt zur Evaluierung des Ubergangsverhaltens zusammensetzt.
Es entspricht der allgemeinen Form

J:MMMJJ+£TMMwu®JW# (2.4)

Unter allen Vektoren (x(¢)Tu(t)?)?, welche die DGL x = f(x, u, t), die durch
das zu regelnde System gegeben ist, und die dazugehorigen Randbedingungen
x(tp) = xo und eventuell auch x(t.) = x, erfiillen, ist der Vektor gesucht, der
das Giutefunktional minimiert.

min J(x(t),u(t)) (2.5)

()T a()™)"

2Bolzasches Giitema$ ist eine Bezeichnung fiir das allgemeine Giitemaf$, das als Summe
aus einem Funktionsteil und einem Integralteil hervorgeht.

3Als Mayersches Giitema$ wird ein Giitema$ ohne Integralanteil bezeichnet.

4Ein Giitemaf, das lediglich iiber einen Integralanteil verfiigt, wird auch als Lagrange-
sches Giitemafl bezeichnet.
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Diese Extremalaufgabe ist ein Variationsproblem, das noch erweitert respek-
tive verallgemeinert werden kann, indem der konkrete Endpunkt x; des Zu-
standsvektors zum Zeitpunkt ¢, in eine Zielmannigfaltigkeit, d.h. eine Punkt-
menge im Zustandsraum (z.B. eine Gerade, auf welcher der Endpunkt x; liegen
soll) tberfihrt wird.

21(x(te)) =0

x(t.) auf Zielmannigfaltigkeit Z : z(x(t.)) = 0 bzw. :
Zm(x(t.)) =0
Dabei gilt fiir:

e m =0 — x, beliebig,

e m =n — X, fest vorgegeben,

wobei n der Anzahl der Zustandsvariablen der Regelstrecke entspricht.

2.2 Die Hamilton-Gleichungen

Im folgenden Abschnitt werden die Hamilton-Gleichungen zunéchst vorgestellt
und in einem weiteren Schritt gelost. Diese Gleichungen stellen einen Ansatz
zur Losung des in Abschnitt 2.1 aufgefiihrten Variationsproblems (2.5) dar.
Als weiterfithrende Literatur sei an dieser Stelle auf | | verwiesen.

2.2.1 Herleitung der Hamilton-Gleichungen

Das Optimierungsproblem unterscheidet sich vom Grundproblem der Variati-
onsrechnung dahingehend, dass zur Optimierungsforderung eine Nebenbedin-
gung, die Differenzialgleichung des Systems

x = f(x(t),u(t), ), (2.6)

hinzukommt. Durch Einfithrung sogenannter Lagrange-Multiplikatoren, kann
(nach Lagrange) ein Extremalproblem mit Nebenbedingungen auf eines ohne
Nebenbedingungen zurtickgefiihrt werden. Der Multiplikator ist ein zeitabhén-
giger Vektor der Form p(t)T = (¢1(t)...9,(t)). Als erster Schritt wird die
DGL des Systems (2.6) umformuliert und mit 4 (¢) von links multipliziert. Die
umgeschriebene Systemgleichung

P(t) % —p(t)" f(x(t),u(t),t) =0 (2.7)
kann nun, da sie gleich null ist, zum Giitemafl (2.1) addiert werden. Das Gii-
temaf

te

J= | [ folx(®),ul®)t) + ()% — ()" f(x(t), u(t), 1)] dt (2.8)

to
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enthalt somit die Nebenbedingungen (Differenzialgleichung des dynamischen
Systems). Es liegt folglich wieder ein Grundproblem der Variationsrechnung
vor.

Die Hamilton-Funktion (2.9) verkniipft den Lagrange-Multiplikator % (t), den
Integranden des urspriinglichen GiitemaSes fo(x(t), u(t),t) und die Nebenbe-
dingung f(x(¢),u(t),t) (die Regelstrecke) miteinander.

H(x(t),%(t),u(t),t) = —fo(x(t), u(t),t) + ()" f(x(t),ut),t) (2.9
Fiir das Giitefunktional ergibt sich:

te

J= | |9®)"% — H(x(t),4(t), u(t), )] dt. (2.10)

to

Resultierend lasst sich die Losung des Grundproblems der Variationsrechnung
anwenden, um dieses vektorielle Variationsproblem in ein Extremalproblem zu

tiberfiihren (siehe | |). Hierbei erhalt man als Zwischenresultat, dass die
optimale Losung x*(¢),u*(¢) im Bereich ¢y < t < t. die Vektorgleichungen
~ OH
= ——— 2.11
g (2.11)
und OH
— =0 2.12
Tu (2.12)

erfiillen muss.

Beachtet man, dass lediglich der Anfangspunkt fest vorgegeben ist, der End-
punkt jedoch, wie weiter oben bereits beschrieben, lediglich durch eine Ziel-
mannigfaltigkeit beschrieben wird, lasst sich die Transversalititsbedingung
(2.13) herleiten, welche die optimale Lésung im Endpunkt erfiilllen muss um
das Gitefunktional (2.4) zu minimieren:

oh oz \"

- t) — [ =—

(3)1, v~ (3)
Hierfir wurde das Giitefunktional (2.4) neben (t) mit einem weiteren
Lagrange-Multiplikator g zu

p=0 . (2.13)

te

te

te
T = hlx{t,)ot) = WTalx(t)) + [ [9(0)7% ~ Hx(0),9(0), u(t). )] de (2.14)
erweitert, um somit die Anforderungen an den Endpunkt in das Giitemaf$l zu
inkludieren. Weiterfiihrende Erlduterungen zur Herleitung der Transversali-
tatsbedingung (2.13) sind in Anhang F.1 zu finden.
Beziiglich der Vorgabe des Endpunktes eines Optimierungsproblems, ergeben
sich aus (2.13) nun 3 Moglichkeiten:

1. Endpunkt x. ist fest vorgegeben m = n:  keine Transversalitatsbedin-
gung,
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2. Zielmannigfaltigkeit Z (0 < m < n): Transversalitiatsbedingung (2.13),
3. Endpunkt vollig frei (m =0, u = 0):

Transversalitatsbedingung v (t.) = — (%)

te

Zusammenfassung:

Hamilton-Funktion:

H(x(t), (), u(t), t) = —fo(x(t), u(t), t) + " (t) f(x(t), u(t),?)

Gleichungen der optimalen Losung:

X = g—g bzw. X = f(x,u,t) Zustands-DGL

. : T

P = _%_Z bzw. 1 = _% — (%) 1 adjungierte DGL
38_1111’ = Steuerungsgleichung

Die Zustands-DGL und die adjungierte DGL werden zusammen als kanonische
Differenzialgleichungen bezeichnet.

Ubersicht 2.1: Hamilton-Gleichungen

2.2.2 Losung der Hamilton-Gleichungen

Zur Losung der zuvor vorgestellten Hamilton-Gleichungen stehen zwei ver-
schiedene Verfahren zur Verfiigung. Beide sollen hier kurz vorgestellt werden.

Die klassische Methode. Die erste allgemeine Variante beruht auf einer Lo-
sung der DGL mittels Laplace-Transformation. Diese Losungsmethode besteht
im Wesentlichen aus den nachfolgend aufgefiihrten fiinf Schritten:

Schritt 1: Auflosen der Steuerungsgleichung nach u = u(x, 1, t) und einset-
zen in die kanonische DGL.

Schritt 2: Ermitteln der allgemeinen Losung x = x(t, ¢) und ¥ = (¢, ¢) der
kanonischen DGL mittels Laplace-Transformation, wobei ¢ hierbei den
Integrationsparameter darstellt.

Schritt 3: Anpassen der allgemeinen Losung aus Schritt 2 an die Randbedin-
gungen, d.h. bei gegebener Zielmannigfaltigkeit z.B.
x(to, ¢) = Xo, z2(x(te,¢)) = 0 und

%(X(te, c)) +P(te, c) — (g—i (X(te, c)))T,u =0.

Schritt 4: Den Integrationsparameter ¢(xg) in die allgemeine Losung der ka-
nonischen DGL einsetzen, um die optimale Trajektorie und den optima-
len Steuervektor zu erhalten:
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e x = x*(t,x9) optimale Trajektorie,

hd 1/) = w*(t7x0)7

e u=u(x"y" t) =u*(t,x¢) optimaler Steuervektor.

Schritt 5: Um nun ein Reglergesetz zu erhalten, das unabhédngig vom An-
fangszustand x ist, muss die optimale Trajektorie nach xq aufgelost und
in den optimalen Steuervektor eingesetzt werden. Somit erhalt man mit
u* = k*(x,t) den optimalen Regler.

Ein detailliertes Anwendungsbeispiel fiir den hier aufgefiihrten Algorithmus ist
in Anhang F.2 gegeben.

Matrix-Riccati-Gleichung. Fiir diese Losungsvariante bedient man sich der
Zustandsgleichung des Zustandsraummodells (A.5), jedoch unter der Voraus-
setzung, dass die Regelstrecke nicht sprungfiahig ist, dass heiit D = 0. Des
Weiteren besteht die Forderung nach Steuerbarkeit® des Systems (A, B). Das
bedeutet es gilt:

Rg (BJAB|...|A"'B) = n. (2.15)

Es soll zunachst vom allgemeinen Fall ausgegangen werden, indem beide Ma-
trizen auch zeitabhéngig sein diirfen. Das Giitefunktional entspricht der unter
(2.2) vorgestellten Form. Die Randbedingungen bleiben unverdandert: t, und
te > to gegeben, x(ty) = x¢. Da x(t.) ungezwungen ist, gilt die folgende Trans-
versalitatsbedingung:

lt) = - (g—g) _ Sx(t). (216)

Die Matrix S ist hierbei symmetrisch. Um die Hamiltonfunktion zu erhalten
setzt man in (2.9) fiir fy den Integranden des Giitemafies (2.1) und fiir die Ne-
benbedingung f(x(t),u(t),t) die Zustandsgleichung des dynamischen Systems
ein:

H(x(t),(t),u(t), t) = —x(t)" Qx(t)—u(t) Ru(t)+1(t)" Ax(t)+4(t)" Bu(t).

(2.17)
Des Weiteren wird die adjungierte DGL
. 0OH
B(t) = —5- = Qx(t) — (1) A (2.18)
und die Steuerungsgleichung
H
g—u — _Ru(t) + %()"B = 0 (2.19)

5Ein System heifit genau dann steuerbar, wenn es in endlicher Zeit t. von jedem beliebi-
gen Anfangszustand xq durch eine geeignet gewihlte Eingangsgroie ug ;) in einen beliebig
vorgegebenen Endzustand x(t.) tiberfithrt werden kann |
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aufgestellt. Im néchsten Schritt wird Gleichung (2.19) nach u(t) aufgelost,
u(t) = R'BTy(1), (2.20)
und in die kanonischen Differenzialgleichungen eingesetzt. Es folgt:

x = Ax(t) + BR™'BT(t), (2.21)

P(1) = Qx(t) — p(1)T A (2.22)

Da (2.21) und (2.22) lineare Differenzialgleichungen sind, kann davon ausge-
gangen werden, dass auch der gesuchte Optimalregler linear ist. Aus diesem
Grund wird als moglicher Losungsansatz

u(t) = —Kx(t) (2.23)

mXn

gewahlt, mit K € R
korrelieren, muss gelten:

. Damit aber nun die Gleichungen (2.23) und (2.20)

() = —P(t)x(t) (2.24)

mit der symmetrischen Matrix P € R"™". Somit folgt fiir den optimalen Steu-
ervektor

u(t) = —R'BTP(t)x(t). (2.25)
Das Einsetzen von Gleichung (2.24) in (2.21) und (2.22) fithrt zu
x = Ax(t) - BR'B"P(t)x(t) (2.26)

und
— (P(O)x(t) + P()%) = Qx(t) + ATP(H)x(t). (2.27)

Durch Verbinden der beiden Gleichungen erhélt man die zeitabhédngige, nicht-
lineare Matrix-Riccati-Gleichung

P(t) = P(t)BR'BTP(t) - P(t)A — ATP(t) — Q. (2.28)
Die Anfangsbedingung ergibt sich aus der Transversalitdtsbedingung zu
P(t.) = S. (2.29)

Mit der Losung der Riccati-Gleichung liegt eine hinreichende Losung fiir das
Optimierungsproblem vor. Die zeitvariante Form der Matrix-Riccati-Gleichung
soll allerdings nicht weiter in dieser Arbeit betrachtet werden. Die im nach-
folgenden Abschnitt vorgestellten numerischen Losungsverfahren der Matrix-
Riccati-Gleichung beziehen sich daher auf den zeitinvarianten Fall.
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2.3 Losung der Matrix-Riccati-Gleichung

In diesem Abschnitt wird ein Verfahren zur Losung der zeitinvarianten Form
der in Abschnitt 2.2 als Losung der Hamilton-Gleichungen présentierten Matrix-
Riccati-Gleichung vorgestellt. Diese Methode zur Bestimmung einer expliziten
Losung ist unter anderem auch in | | und | | zu finden.

Fiir den zeitinvarianten Fall gehen wir wieder von den unter (2.21) und (2.22)
hergeleiteten kanonischen Differenzialgleichungen einer allgemeinen Regelstre-
cke aus. Hierbei fassen wir das Gleichungssystem in einer Matrixform zusam-

men. Es gilt
(t) = <‘3 Bf_‘;?) (Z%) — W (1), (2.30)

wobei die Matrizen A und B konstant sind und das System (A, B) steuerbar
ist. Als weitere Voraussetzung fiir diesen Fall gilt t, = +o00. Damit aber das
Integral im Gltemaf (2.2) existiert, muss x(¢.) = 0 sein. Dies hat aber auch
zur Folge, dass der Summand des Giitefunktionals mit der Matrix S entféllt.
Das neue Giitefunktional hat nun die Form

J= /0 " [x()7Qx(t) + u(t) Ru(?)] dt (2.31)

Wihlt man nun fiir Q und R symmetrische, positiv definite Matrizen (Q €
R™™ > 0 und R € R™ > 0), und erfillt die Forderung, dass das Paar
(A, Q) mit Q = Q”Q beobachtbar® ist, wird somit gewéhrleistet, dass alle
Zustande ins Giitefunktional eingehen und folglich einen stabilen Verlauf ha-
ben. Als Resultat wire damit der gesamte Regelkreis stabil.

Zum Verlauf der Trajektorie sei noch erwéhnt, dass sich dieser trotz der Bedin-
gung t, = +00 beim realen System kaum vom optimalen Verlauf unterscheidet
und der gewiinschte Endzustand x. = 0 innerhalb kiirzester Zeit erreicht ist.

Da alle Matrizen der Hamilton-Gleichungen zeitinvariant sind, ist auch die
unter (2.24) eingefithrte Matrix P konstant. Die zeitvariante Matrix-Riccati-
Gleichung (2.28) wird zur algebraischen Riccati-Gleichung

0=PBR'B’P -PA - AP - Q, (2.32)

wobei P nun einfach berechnet werden kann.

Zunéchst soll das charakteristische Polynom von (2.30) bestimmt werden:
. . _1pT

det [AIy, — W] = det ( AL, ~A -BR™B )

O AL 4 AT (2.33)

6Ein System heifit vollstindig beobachtbar, wenn der Anfangszustand xo aus dem {iber
einem endlichen Intervall [0,t.] bekannten Verlauf der Eingangsgréfie ujg;,; und der Aus-
gangsgroBe yjo +,) bestimmt werden kann | ]. In diesem speziellen Fall soll somit gepriift
werden, ob alle Eigenvorgénge in das Giitefunktional eingehen.
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2.3. LOSUNG DER MATRIX-RICCATI-GLEICHUNG

Wie in | | gezeigt wird, handelt es sich hierbei um eine gerade Funktion.
Mit A ist somit auch —\ ein Eigenwert von W. Bezeichnen wir weiter die stabi-
len Eigenwerte, Re {\} < 0 mit Index 1...n und die instabilen mit n+1...2n.
Um nun die DGL (2.30) zu 16sen, wird als Ansatz v(t) = etiv; gewihlt, mit
A; als Eigenwert von W und v; als einen unbestimmten konstanten Vektor.
Setzt man nun diesen Ansatz in die Differenzialgleichung ein, so ergibt sich

N ettty = Welity,
oder

Dies bedeutet, dass v; Eigenvektor von W ist und die allgemeine Losung zu
(2.30) damit

2n
v(t) =Y cie™'v;, (c; beliebig) (2.35)
i=1
lautet. Da v(t) = (1’;((?)), bedeutet dies fiir (2.35):
2n
x(t) =Y MV, (2.36)
i=1
2n
P(t) =D ey, (2.37)
i=1

Um den Stabilitdtsforderungen nachzukommen (siehe Anhang A), mussen die
Eigenwerte \,.1 ...\, (dies entspricht den Eigenwerten mit positiven Real-
teil) gleich null werden. Dies wird erreicht, indem die Konstanten ¢, y1 ... Cop
gleich null gesetzt werden. Fiir (2.36) ergibt sich somit

c 6)\1t

= (Viz|Vas] - - - ‘Vmc)_l x(t) (2.38)

¢ et

und eingesetzt in Gleichung (2.37) folgt
-1
Y(t) = (Vigl - [Vig) - (Viz| - [Via) ™ x(2). (2.39)
Hierbei sind nun v; = < ::” ) mit ¢ = 1...n die zu den stabilen Eigenwerten
i
gehorenden Eigenvektoren von W. Fiir den gesuchten optimalen Steuervektor
ergibt sich nun, wenn man (2.20) hinzuzieht,
u(t) = R'BT (vig| . [Vag) - (Via] - - Vo)~ x(t) (2.40)
und
-1
P = (V1¢| Ce |Vn1/)> . (Vlm‘ e |Vnm) s (241)
womit das Optimierungsproblem des zeitinvarianten Falles gelost ist. An dieser
Stelle soll noch einmal gesondert herausgestellt werden, dass der hier vorge-

stellte Optimalregler lediglich dafiir ausgelegt ist, eine Regelstrecke mit dem
gegebenen Anfangszustand xg # 0 in den Nullzustand zu tiberfiithren.
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KAPITEL 2. OPTIMALE REGELUNG

Optimaler Zustandsregler:

Fiir ein dynamisches zeitinvariantes System der Form
x = Ax(t) + Bu(t), x(t =0) =x¢

mit gegebenem Giitmaf

-2 / (1" Qx(t) + u(t) Ru(?)] dt.

wobei Q und R positiv definite Wichtungsmatrizen sind, ist die Losung des
Optimierungsproblems

min J
K

durch die Zustandsriickfithrung
u(t) = —K"x(?)
mit
K*=R'B'P
gegeben. Hierbei ist P die positiv definite Losung der Matrix-Riccati-Gleichung
ATP+PA -PTBR'B’P+Q =0.

Hierbei gelten die Bedingungen, dass (A, B) vollstindig steuerbar und (A, Q)
vollstindig beobachtbar sein miissen mit Q = QT Q.

Ubersicht 2.2: Optimaler Zustandsregler
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Kapitel 3

Das Inverse
Optimierungsproblem

Im vorangegangenen Kapitel 2 wurde dargestellt, wie nach Festlegung ei-
nes Giitefunktionals (2.31) und Losung der daraus hergeleiteten algebraischen
Matrix-Riccati-Gleichung (2.32) ein optimaler Regler beztiglich des Giitefunk-
tionals fiir ein System der Form

x = Ax(t) + Bu(t), x(t = 0) = %o,
y(t) = Cx(t)

ermittelt werden kann. Mo6chte man nun diesen Weg riickwarts gehen, indem
zunachst eine stabilisierende Riickfithrung entworfen und in einem zweiten
Schritt ein Giitefunktional gesucht wird, beziiglich dessen die Riickfithrung
optimal ist, fiihrt dies zum sogenannten Inversen Optimierungsproblem. Pro-
blematisch ist in diesem Zusammenhang die Tatsache, dass es nur in einer be-
schrankten Anzahl von Féllen moglich ist, zu einer gegebenen Riickfiihrungs-
matrix K die zugehorigen Wichtungsmatrizen zu finden, fiir die der Regler
optimal ist. Eine Auswahl an moglichen Beispielen und eine entsprechende
Verfahrensmoglichkeit ist in | | dargestellt.

Intention einer solchen Umkehrrechnung kann es sein, zu bestimmen, ob ein
iiber andere Verfahren ermittelter Regler fiir bestimmte Giitefunktionale auch
ein Optimalregler des entsprechenden Systems ist und somit die gewiinschte
Robustheit garantiert, sowie ob ein Regler zu einem verbrauchs- oder verlauf-
soptimalen Systemverhalten fiihrt. Ein solches Vorgehen wiére auch fiir die
initiale Berechnung des im weiteren Verlauf dieser Arbeit behandelten adapti-
ven Reglers von potenzieller Relevanz. Ein mogliches Beispiel ware hierbei, dass
ein mittels Polzuweisung entworfener Regler hinsichtlich Optimalitét tiberpriift
und das dabei minimierte Giitefunktional mit Hinblick auf die Matrizen R und
Q identifiziert wird. Sind diese Wichtungsmatrizen ermittelt, so ist eine An-
passung des Reglers unter Beachtung des zu minimierenden Gutefunktionals
bei sich d&ndernden Systemparametern moglich (siehe Kapitel 9).

(3.1)

In diesem Kapitel soll nun ein eigener Ansatz zur Losung des Inversen Opti-
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KAPITEL 3. DAS INVERSE OPTIMIERUNGSPROBLEM

mierungsproblems présentiert werden. Kern dieses Ansatzes ist die Nutzung
eines neuronalen Netzes, das in der Lage ist, die vollstandige Mannigfaltigkeit
an optimalen Riickfiihrungen K* eines ausgewahlten Systems darzustellen. So-
mit kann mittels des neuronalen Netzes bestimmt werden, ob fiir eine beliebig
gegebene Matrix K ein zugehoriges Paar an Wichtungsmatrizen Q und R
existiert, hinsichtlich dessen die Matrix K optimal ist.

Zur Generierung (Training) des neuronalen Netzes ist ein entsprechend um-
fangreicher Datensatz fiir das entsprechende System notwendig, der die mog-
lichen Optimalregler K mit den jeweils zugehorigen Giitekriterien Q und R
beinhaltet. Eine Moglichkeit zur Generierung dieses Datensatzes besteht in
der Nutzung des in | | und | | vorgestellten verallgemeinerten Ho-
motopie-Verfahrens. Dieses Verfahren wird im nachfolgenden Abschnitt 3.1
dahingehend abgewandelt, dass die Ausschopfung einer hinreichend grofien Lo-
sungsmenge der Matrix-Riccati-Gleichung fiir ein gegebenes System moglich
ist. Abschnitt 3.2 behandelt anschlieBend die Generierung eines Neuronalen
Netzes aus der ermittelten Losungsmenge.

3.1 Ausschopfung einer Losungsmenge der Ma-
trix-Riccati-Gleichung

In | ] und | | wird ein Homotopieverfahren vorgestellt, das speziell
fiir die Ausschopfung einer Losungsmenge in Abhéngigkeit mehrdimensionaler
Homotopieparameter entwickelt wurde.

Da im Fall der Matrix-Riccati-Gleichung keine Gleichheitsnebenbedingungen
vorliegen, stellt sich ein Punkt der Mannigfaltigkeit M in der Form (P*, a*) €
R™** dar. Dieser Punkt (P*, a*) reduziert sich aufgrund der Symmetrie der
Matrix P auf n = n(n + 1)/2 + k Elemente und erfiillt dabei folgendes Glei-
chungssystem, dargestellt als Vektorfunktion f : R?*% — R**!

vek(PBR™!BTP — PA — ATP — Q)

f(P.a) = &
=1

—0, (32

mit P € R und a € R%, RE :={a e R* | a; > 0Vie {1,...,k}}.!
Der Gewichtsvektor a ergibt sich aus den m Diagonalelementen der Matrix R

und den n Diagonalelementen der Matrix Q zu « = (71,...,Tm, q1, -, qn) "
Hierbei wird angenommen, dass alle Nicht-Diagonalelemente der Matrizen R
und Q gleich null sind. Des Weiteren lasst sich nun der in | | vorgeschla-

gene Algorithmus tibertragen.

IDie Funktion vek stellt hierbei die Uberfiihrung einer Matrix in einen Vektor dar. Dabei
werden die Zeilen der Matrix in Spaltenvektoren transponiert, welche dann untereinander
geschachtelt werden. Auch hierbei darf aufgrund der Symmetrie der Matrix P lediglich die
obere Dreiecksmatrix transformiert werden.
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3.1. AUSSCHOPFUNG EINER LOSUNGSMENGE DER
MATRIX-RICCATI-GLEICHUNG

Schritt 1: Als Ausgangspunkt fiir das Verfahren wird bereits ein giiltiger
Punkt (P*, a*) € R*™+D/2+k der Mannigfaltigkeit M benotigt. Dieser

k
kann unter Vorgabe des Gewichtsvektors @ € RY mit Y oy—1 mittels des

im vorigen Abschnitt 2.3 beschriebenen expliziten L('jlsdngsverfahren be-
rechnet werden. Weitere explizite Berechnungen von Punkten sind nicht
notwendig, da neue Ausgangspunkte (P* a*) aus den neu generierten
Punkten der Mannigfaltigkeit M gewihlt werden konnen.

Schritt 2: Berechnen der Jacobi-Matrix F von f im Punkt (P*, a*):

Op1 OPn(nt1)/2 o oy,
F(P7 a> o afn(n+1)/2 . afn(n«‘fl)/Q afn(n+1)/2 . afn(n«‘fl)/Q
Op1 OPn(nt1)/2 o oy

(3.3)

Schritt 3: Orthogonalisierung der transponierten Jacobi-Matrix F(P, o) mit-
tels QR-Zerlegung (siehe | ]). Hieraus resultieren eine orthogo-
nale Matrix Q € R™™+1)/2+% ynd eine Matrix

1 Ty - 1 n(n+1)/2+1
7"‘ . e 7"‘ n(n
. R, - 2,2 2,n( 451)/2+1
=0/~
Tn(n+1)/241,n(n+1)/2+1
0
Es gilt also:
F(P,a)” = QR. (3.4)

Schritt 4: Die ober Dreiecksmatrix R; enthélt die Information dartiber, ob
F(P, )T vollen Rang hat. Wie in | | dargestellt, ist dies genau dann
der Fall, wenn alle Diagonalelemente von R; ungleich null sind. Ist dies
nicht der Fall, so ist der gewdhlte Ausgangspunkt (P* a*) ungeeignet
und es muss mit einem entsprechend neuen Punkt wieder bei Schritt 1
begonnen werden.

Schritt 5: Aus der Matrix Q wird mittels Spaltenumordnung eine Matrix Q

gewonnen, deren Spalten die Orthonormalbasis des R™™+1/2+k hilden.
Die Umordnung der Spalten erfolgt wie nachfolgend dargestellt:

_ Qjsniny2el j=1,... k=1 .
b {qj'—k+1|j:k,...,n(n—l—l)/2—|—k (3.5)
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Schritt 6: Generierung einer Menge von Kartenparametervektoren {5 (i)}, in-
diziert durch eine Indexmenge Z = {1, ...,k — 1}. Fiir den i-ten Karten-
parameter gilt hierbei:

c
[Fe(Pa, "
wobei ¢ der vorgegebene Abstand zwischen zwei Homotopiepunkten, e;
der i-te Einheitsvektor im R*~! und q; € R™**1/2 der aus den ersten
n(n+1)/2 Elementen des Basisvektors q; gebildete Vektor ist. Die Matrix
Fp ist ein Teil der Jacobi-Matrix (3.3), der nur die nach den Elementen
der Matrix P abgeleiteten Eintrage beinhaltet.

£ = (3.6)

Die folgenden Schritte von 7 bis 9 werden fiir alle Indices ¢ € Z durchgefiihrt.

Schritt 7: Pradiktorschritt:
¢° (&) = (P, a") + (a1 - ar-1)€ (3.7)

Schritt 8: Korrektorschritt per Newton-Verfahren:
Hierftur wird ein vereinfachtes Newton-Verfahren verwendet bei dem eine
Folge von Punkten WE?) e R HD/241 1 — 01, ... e mit Startpunkt

ng und der Iterationsvorschrift

I+1 !
gy =2+ g (3:8)
generiert wird. Der Parametervektor z ist hierbei die Losung des nach-
folgenden Gleichungssystems:

F(6°(€) - (ae-- i)z = —F ((P )+ Q<n(m) . (39)
(@)
Des Weiteren ist zu priifen, ob

)

gilt, wobei € eine vorgegebene Fehlerschranke darstellt. Ist dies der Fall,
wird zu Schritt 9 gewechselt. Sollte jedoch nach einer Maximalzahl von
lmaz Iterationsschritten (3.10) noch nicht erfiillt sein, scheint das Newton-
Verfahren nicht zu konvergieren. In Folge dessen sollte der Kartenpara-
metervektor &, halbiert und zurtick zu Schritt 7 gewechselt werden.

<€ (3.10)

Schritt 9: Im letzten Schritt ist zu priifen, ob der soeben generierte Punkt
tatsdchlich zur Mannigfaltigkeit M gehort. In diesem Fall bedeutet dies,
ob besonders die Anforderung a € R erfiillt ist. Ist dies nicht zutreffend,
sollte der Kartenparametervektor £, halbiert und zurtick zu Schritt 7
gegangen werden.
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3.2. SPEICHERN DER AUSGESCHOPFTEN LOSUNGSMENGE UND LOSEN DES
INVERSEN OPTIMIERUNGSPROBLEMS

3.2 Speichern der ausgeschopften Losungsmen-
ge und Losen des Inversen Optimierungs-
problems

Fiir eine allgemeine Einfithrung in die Thematik der kiinstlichen neuronalen
Netze sei auf | 1, 1 1, [ | und | | verwiesen. Die Erstel-
lung eines neuronalen Netzes erfolgt mittels der in MATLAB® bereitgestellten
Neural Network Toolbox | ].

Da der zuvor beschriebene Sachverhalt tiber die Speicherung der Mannigfaltig-
keit von K in Abhéngigkeit von Q und R einem Assoziativspeicher entspricht,
ist hierfiir ein mehrschichtiges Perzeptron zu verwenden, das mit dem Lern-
verfahren der Backpropagation trainiert wird. Im ersten Schritt soll allerdings
kurz der Aufbau eines solchen mehrschichtigen Perzeptrons erkléirt werden.
Grundbausteine eines neuronalen Netzes sind kiinstliche Neuronen, welche
auch als Perzeptron-Neuronen bezeichnet werden. In (Abb. 3.1) ist eine sol-
che Zelle schematisch dargestellt. Die Eingabeparameter werden hierbei mit

s Gewichtungen
Eingaben

Xj —rf
Aktivierungs-
funktion
Netzeingabe
net;

QO .0

Xy e Aktivierung
. Ubertragungs-
. H funktion
[iA
X W, 1

s Schwellwert

Abbildung 3.1: Modell eines kiinstlichen Neurons (Quelle: Wikipedia)

einer Wichtung w;; mit —1 < w;; < 1 multipliziert und aufsummiert und

gehen als Netzeingabe in die Aktivierungsfunktion ¢ ein. Zuséitzlich kann

durch Einfithren eines Schwellwertes 6 (Bias) die Netzeingabe verschoben wer-

den. Fir die Ausgabe des kiinstlichen Neurons stellt sich dies in der Form

0j = ¢ (( xiwij> — Hj) dar. ¢ kann eine der folgenden Aktivierungsfunktio-
i=1

v
nen sein:

e Pure Linear Function oder Geradlinige Funktion @P'"(v) = v

1 wennov >0

o Hard Limit Function oder Schwellenwertfunktion o™ (v) = {O wonn v < 0
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o Piecewise Linear Function oder stickweise lineare Funktion

1 wennvzé
1) — 1 1 1
P (V) = Qv+ 3 Wenn—§<vl<§
0 wenn v < —=z

2

e Sigmoide Funktion 3% =

Nattrlich sind auch Abwandlungen dieser Funktionen (zum Beispiel die Tan-
gens Sigmoidfunktion) moéglich. Durch eine parallele Anordnung von Neuro-
nen, wobei jeder Zelle alle Eingangsparameter zugefiihrt werden, erhélt man
ein einschichtiges Perzeptron, durch Aneinanderreihung mehrerer Schichten ein
mehrlagiges Perzeptron (sieche Abbildung 3.2).

Die grofite Herausforderung beim Entwurf des kiinstlichen neuronalen Netzes

Ausgabeschicht
verdeckte Schicht Ausgabeschicht

(a) FEinlagiges Perzeptron (b) Mehrlagiges Perzeptron

Abbildung 3.2: Schematische Darstellung eines ein- und zweischichtiges Perzeptron

besteht darin eine Netzarchitektur zu finden, die nach erfolgtem Training den
Datensatz mit der gewiinschten Genauigkeit wiedergibt. Grundsétzlich kann
jedoch davon ausgegangen werden, dass Datensatze, wie die hier vorliegen-
de Mannigfaltigkeit, durch ein drei-schichtiges Perzeptron mit ausreichender
Genauigkeit dargestellt werden kénnen. Die notwendige Anzahl an Neuronen
in den mittleren Schichten, welche eine Tangens Sigmoidfunktion als Akti-
vierungsfunktion besitzen, muss jedoch fir jeden Anwendungsfall gesondert
bestimmt werden. Die Ausgabeschicht besteht aus Neuronen mit gerader Ak-
tivierungsfunktion und entsprechen in ihrer Anzahl den Ausgabewerten des
Netzes, respektive den Parametern der Matrizen Q und R.

Da es sich um eine Funktionsapproximation handelt, ist der Levenberg-Mar-
quard-Algorithmus, der auf der Methode der kleinsten Quadrate beruht, als
Trainingsfunktion fiir das neuronale Netz am besten geeignet | ]. Im
Rahmen dieser Arbeit wurden Neuronale Netze entwickelt, die nach erfolg-
reichem Training eine mittlere quadratische Abweichung von 10~ aufweisen.
Eine weitere Reduzierung der Abweichung ist durch die Verwendung komple-
xerer Netze und umfangreicherer Trainingsdatensitze moglich. Dies resultiert
jedoch in einem exorbitanten Anstieg der Trainingszeit. Des Weiteren ist bei
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3.3. DiE LOSUNG DES INVERSEN OPTIMIERUNGSPROBLEMS AM BEISPIEL
EINE SISO SYSTEMS

Verwendung der Neural Network Toolbox in MATLAB® der Umfang der Trai-
ningsdaten begrenzt. Die in dieser Arbeit ermittelte Obergrenze lag hierbei bei
50000 Eingangs- und 75000 Zieldaten.

3.3 Die Losung des Inversen Optimierungspro-
blems am Beispiel eine SISO Systems

Die Losung des Inversen Optimierungsproblems soll nachfolgend an dem als
Beispiel 1 deklarierten, linearen, zeitinvarianten und nicht sprungfihigen SISO?
System zweiter Ordnung mit betrachtet werden.

—-10 10 0
A= ( 25 —26,25) b= (1,25)
c= (1 O)

Beispiel 1: SISO System 2. Ordnung

Bei der Umsetzung des Algorithmus miissen zunichst zweierlei Uberlegun-
gen erfolgen. Zum Ersten ist es notwendig festzulegen, wie die Auswahl des
Startpunktes fiir den nachsten Homotopieschritt aus der Losungsmenge der
generierten optimalen Punkte {(P*,a*);)} aus dem vorangegangenen Homo-
topieschritt erfolgen soll. Hauptaugenmerk sollte hierbei auf einer homogenen
Verteilung der gesamten Losungsmannigfaltigkeit an optimalen Punkten am
Ende dieses Homotopieverfahrens liegen. In diesem Fall wurde sich fiir einen
stochastischen Ansatz entschieden, welcher mittels Zufallsverfahren bestimmt,
welcher der im aktuellen Homotopieschritt generierten Punkte als Ausgangs-
punkt fiir den nachsten Schritt dient. Dieses Auswahlverfahren des néchsten
Startpunktes fiihrt jedoch bei dem gegebenen Beispiel nicht zu der gewtinsch-
ten homogenen Punkteverteilung in der Losungsmannigfaltigkeit. Aus diesem
Grund wurde fiir das Beispielsystem der Algorithmus zunédchst nach einer be-
stimmten Anzahl an Homotopieschritten abgebrochen und noch einmal am
gleichen Startpunkt beginnend wiederholt. Nach einer bestimmten Anzahl an
Durchliufen wird ein neuer Startpunkt festgelegt. Die zweite notwendige Uber-
legung bezieht sich nun auf das Schema, nach dem diese Startpunkte ausge-
wahlt respektive generiert werden.

Erstellt man nun die Vektorfunktion fiir das gegebene Beispiel geméafl des oben

28180 ist die Kurzbezeichnung fiir single input/single output. Unter diesem Begriff wer-
den alle dynamischen Systeme zusammengefasst, die lediglich iiber eine Eingangs- und eine
Ausgangsgrofie verfligen.
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aufgefithrten Verfahrens, ergibt sich?

1 5625p% —q1 + 10(2p1 — 5]92)

T

15625
=2=pops — 10p1 + 36p2 — 25p;3
f(P,a) = r
(P, ) 158252 — gy — 4(5p2 — 13p3)
Gt+@t+r—1

und fiir die zugehoérige Jacobi-Matrix
20 =50 + £25p, 0 =136, —1 0
F— —-10 1 5?25p3 + 36 1 5?25p2 — 95 —17:526251)2])3 0 0
0 —20 P Bps+52  =F%p; 01
0 0 0 1 1 1

Unter Verwendung der Konstanten l,,,,, = 10, € = 1074, der Ausgangswichtung
GL=q=r= % sowie einer Schrittmenge von 600 Punkten (d.h. es werden 600
Punkte berechnet), erhélt man die in Abb. 3.3 dargestellte Losungsmenge. Die
Ausschopfung an Optimalreglern K lasst sich jedoch noch verbessern, in dem
das Verfahren, wie zuvor beschrieben, nach einer bestimmten Schrittmenge ab-
gebrochen und nochmals mit der gleichen Ausgangsgewichtung gestartet wird.
Nach zehn Durchldufen erhélt man eine wie in Abbildung 3.4 dargestellte Man-
nigfaltigkeit. Schliellich wird in einem weiteren Schritt nach zehn Durchlaufen
der Ausgangspunkt gezielt verdndert. Hierbei wird der Wert ¢; pro Durch-
lauf um 0,01 erhoht um moglichst beide Grenzbereiche der Losungsmenge fiir
K zu bestimmen. Die somit berechnete Mannigfaltigkeit ist in Abbildung 3.5
dargestellt. Sie enthilt 594 - 103 Datenpaare.

Der Eingangsdatensatz an optimalen Riickfiihrungen K als auch der Zieldaten-
satz, welcher die Elemente ¢, ¢go und r der Wichtungsmatrizen Q und R bein-
haltet, wird in Vorbereitung des Trainings des neuronalen Netzes auf je 25-10°
Eintréage je Datumselement reduziert. Das heiflt, der Trainingseingangdaten-
satz beinhaltet 25-10% optimale Riickfithrungen K. Der Trainingszieldatensatz
besteht ebenfalls aus 25 - 10® Eintrigen, wobei jeder Eintrag die Elemente ¢,
@2 und r beinhaltet. Hierbei sollten die extrahierten Daten fiir den Trainings-
datensatz moglichst homogen iiber der gesamten Losungsmenge verteilt sein.
Fiir die Erstellung des Validierungs- und des Testdatensatzes wird ein analo-
ges Vorgehen gewihlt. Die Erstellung des neuronalen Netzes in MATLAB®
erfolgt wie vorigen Abschnitt 3.2 beschrieben. Fiir weitergehende Details sei
auf | | verwiesen.

Nach erfolgreichen Training des Netzes ist dieses in der Lage, die Elemen-
te q1, ¢ und r der Wichtungsmatrizen zu einer gegebenen Riickfithrungsma-
trix K zu bestimmen. Dies erfolgt beispielsweise mittels des Matlab Befehls
[q1,92,r]=sim(neuronal_net,K). Im Falle einer nicht-optimalen Riickfiih-
rungsmatrix K als Eingabeparameter, enthédlt mindestens eines der ausgege-
benen Elemente ¢, ¢o oder r ein negatives Vorzeichen. Fiir das hier behandelte

3Wie bereits in Abschnitt 3.1 erliutert, muss die Vektorfunktion f(P,a) aufgrund der
Symmetrie von P auf n(n + 1)/2 + 1 Elemente reduziert werden. Die obere Dreiecksmatrix
der Matrix P wird dabei zeilenweise in einen Vektor iiberfiihrt.
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Abbildung 3.3: Beispiel 1: Ausschopfung einer Lisungmenge an optimalen Riickfiihrungen

K - einfacher Durchlauf

Abbildung 3.4: Beispiel 1: Ausschépfung einer Losungmenge an optimalen Rickfihrungen
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Abbildung 3.5: Beispiel 1: Ausschopfung einer Lésungmenge an optimalen Riickfihrungen
K - mehrfacher Durchlauf mit verdnderten Startpunkten

Beispiel ist dies anhand von Simulationsergebnissen in Tabelle 3.1 veranschau-
licht.

K q1 q2 r

5 2) 08667 0,1170 0,0164
15 10) 05882 04108 0,0010

2 5) _7.8789 8.5452  0.3463
20 3) 2.8627 -2,0008 0.1283

Tabelle 3.1: Beispiel 1: Ergebnis der Simulation des neuronalen Netzes fiir gegebene Riick-
fiihrungen K. Bei Fingabe existenter Optimalrickfihrungen K* fir Beispiel 1 (vgl. Abb.
3.5), liefert das trainierte neuronale Netz die Wichtungsparameter g1, ga und r fir die K*
optimal ist (Eintrag 1 und 2). Ist die dem neuronalen Netz ibergebene Riickfihrung, wie bei
Eintrag 3 und 4 geschehen, nicht optimal (vgl. Abb. 3.5), so nimmt mindestens einer der
Wichtungsparameter einen negativen und somit nicht zuldssigen Wert an.
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Kapitel 4

Stabilitat geschalteter Systeme

Nur eine beschriankte Anzahl an Regelungsproblemen lassen sich mit einem
einzigen, a priori berechneten, statischen Regler 16sen. Haufig sind es zu grofie
Modellunsicherheiten, sich dndernde Systemparameter (z.B. durch Materia-
lermiidung oder Stérungen), ein Wechsel des Arbeitspunktes oder aber neue
Forderungen an das Systemverhalten (z.B. verbrauchsoptimales statt verlaufs-
optimales Verhalten des dynamischen Systems), die einen Wechsel des Reglers
notwendig machen. Hierbei ist jedoch nicht nur ein Wechseln des Reglers, son-
dern auch die Anderung in den Modellgleichungen bei sich #ndernden System-
parametern als ein Umschalten des Systems zu verstehen (Beschreibung eines
zeitinvarianten Systems durch ein stiickweise konstantes, geschaltetes System).
Somit konnen Schaltvorgédnge einerseits bewusst mittels eines ,, Supervisors“ in-
itiiert sein (siehe | | und | ]), andererseits aber auch unkontrolliert
(durch sich dndernde Systemparameter) auftreten.

In diesem Kapitel werden zunéchst geschaltete Systeme hinsichtlich ihrer Sta-
bilitdt betrachtet (Abschnitt 4.1). Weiterfithrend wird in Abschnitt 4.2 der
,dwell time“-Ansatz als ein mogliches Verfahren zur Priifung der Stabilitit
bei Schaltvorgingen vorgestellt. Darauf aufbauend wird in Abschnitt 4.3 eine
eigene Methode zur Sicherstellung eines stabilitatsvertraglichen Umschaltens
bei unvorhersehbaren Schaltvorgidngen erarbeitet, die sich in die (auf einen
adaptiven Regler ausgerichtete) Strategie dieser Arbeit integrieren lasst.
Eine Auswahl an vorhandenen Methoden zur Berechnung dieser , dwell time*
wird in Anhang B présentiert.

(4

4.1 Geschaltete Systeme

Unter einem geschalteten System A, versteht man eine Sammlung von Subsys-
temen A,, deren Aktivierungsreihenfolge im Idealfall mittels eines stiickweise
konstanten Schaltsignals o : R™ — Q vorgegeben ist.

x =Ax(t), teR", g€ Q (4.1)
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KAPITEL 4. STABILITAT GESCHALTETER SYSTEME

4 5 1 T t
Abbildung 4.1: Beispielhafter Verlauf von o fir Q = {1,2,3,4}

Das in Abb. 4.1 dargestellte Schaltsignal o zeigt eine aus vier Subsystemen
bestehende Anordnung, bei der die Aktivierungsreihenfolge der Subsysteme
inklusive der zugehorigen Aktivierungsdauer bereits a priori vorgegeben ist. In
einem solchen Fall lasst sich auf sehr einfachem Wege iiber Berechnung der
resultierenden Trajektorie bestimmen, ob das Gesamtsystem stabil ist.
Von weitaus groflerem Forschungsinteresse sind hingegen Anordnungen, bei de-
nen die Aktivierungsreihenfolge nicht a priori bekannt ist, sehr wohl aber der
vollstdndige Satz an Subsystemen. Dieses Interesse wird unter anderem von
der Tatsache getrieben, dass ein geschaltetes System nicht zwingend asym-
ptotisch stabil sein muss, auch wenn alle Subsysteme diese Eigenschaft auf-
weisen. In (Abb. 4.2) ist der instabile Trajektorienverlauf eines geschalteten
Systems dargestellt, das sich aus den zwei asymptotisch stabilen Subsystemen
A, = (_(1]’2 __0?3) und Ay = (‘(;74 __0%62) zusammensetzt. In diesem Beispiel
wird alle 0,5 Sekunden zwischen den Subsystemen geschaltet.
Ist nun also nicht im Voraus bekannt, in welcher Reihenfolge die Subsysteme
geschaltet werden, so miissen die notwendigen Bedingungen ermittelt werden,
welche die Systemstabilitat auch fiir beliebiges Schalten garantieren. Viele An-
sétze beziiglich dieser Thematik greifen auf eine subsystemgemeinsame quadra-
tische Lyapunov-Gleichung (siche auch Fufinote ! auf Seite 53) zuriick. Diese
kann auf numerischem Wege durch Losung einer linearen Matrixungleichung
(LMI) der Form

PA,+AlP <0, Vg€ Q (4.2)
bestimmt werden, wobei P € R™*" eine positiv definite symmetrische Matrix
ist.
Eine weitere Moglichkeit eine fiir das Gesamtsystem giiltige Lyapunov-Gleichung
zu kreieren, besteht in der Verwendung einer geschalteten Lyapunov-Funktion.

V(t,x(1)) = x(t) Pox(t). (4.3)

P, ;) ist wiederum eine symmetrische positiv definite Matrix, die nach Vorgabe
von o(t) aus den Matrizen P, zusammengefiigt wird, welche die Lyapunov-
Gleichung fiir das Subsystem A, l6sen. Ist nun eine solche Lyapunov-Funktion
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(b) zeitlicher Verlauf der Zustandsgrofien

Abbildung 4.2: Instabiler Verlauf eines geschalteten Systems mit zwet asymptotisch stabilen

Subsystemen - Das geschaltete System besteht aus den beiden asymptotisch stabilen Subsyste-

men A, = (7?"2 :0?3) und Ag = (72’4 :0}6) mit dem Anfangszustand xg = (100). Der gering

gewdhlte zeitliche Abstand von 0,5 Sekunden zwischen den Schaltvorgingen fihrt jedoch zu
einer Destabilisierung des Gesamtsystems.

gegeben, kann die Stabilitédt eines geschalteten Systems beim beliebigen Schal-
ten garantiert werden, wenn neben der positiv definiten symmetrischen Matrix
P, € R"*" die Matrizen F,, G, € R""(¢q € Q) existieren, welche die Glei-
chung

<AquT +F,AT-P, AG,-F, ) “0 (4.4)

GIAT -FI  P,-G,-GT

fir (¢, ¢ € Q) erfillen. Beide Methoden werden in | | mit weiterfithrender
Literatur vorgestellt.

Ein weitere Moglichkeit die Stabilitéit eines geschalteten Systems zu gewéhr-
leisten, besteht im Auferlegen von Restriktionen beim Schalten. Diese Restrik-
tionen konnen sich zum Beispiel von der Verwendung sogenannter Multipler
Lyapunov-Gleichungen dahingehend ableiten, dass die Folge der Aktivierungs-
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KAPITEL 4. STABILITAT GESCHALTETER SYSTEME

punkte der Lyapunov-Gleichung des jeweils aktiven Subsystems nicht steigend
sein darf. Diese Bedingung ist unter Umstdnden nur unter bestimmten Schalt-

sequenzen erfiillt. Neben | | wird diese Thematik vor allem in | 1,
[ ] [ ] und [ | nédher behandelt.
In | | wird auch eine weitere Methode des restriktiven Schaltens einge-

fithrt, die asymptotische beziehungsweise exponentielle Stabilitit geschalteter
Systeme garantiert und hierbei Hauptaugenmerk auf die einzelnen Schaltzeit-
punkte und die daraus resultierenden Verweilzeiten (,,dwell times*) der Sub-
systeme legt. Da diese Methode die Grundlage fiir ein Stabilisierungskonzept
zur Implementierung in die Reglerstrategie dieser Arbeit darstellt, wird es im
nachfolgenden Abschnitt gesondert beleuchtet.

Erwahnt sei an dieser Stelle noch ein weiterer interessanter Forschungsaspekt
geschalteter Systeme, der sich mit der Stabilisierung einer teilweise oder gar
génzlich aus instabilen Subsystemen bestehenden Anordnung mittels eines ent-

sprechenden Schaltgesetzes befasst (siche | I, [ | und | 1.
Schliefflich sei auch noch auf eine inverse Methode zur Stabilitdtsbetrachtung
geschalteter Systeme in | | und | | hingewiesen, bei der mittels ,worst

case “-Betrachtung nach der destabilisierendsten Trajektorie gesucht wird, um
daraus jene Bedingungen abzuleiten, fiir die das System stabil ist.

4.2 Stabilisierung geschalteter Systeme mit-
tels ,,dwell time“-Ansatz

In [ | wird das nachfolgend beschriebene Konzept zur Stabilisierung ge-
schalteter Systeme vorgestellt, das besagt, dass ein nur aus asymptotisch sta-
bilen Subsystemen bestehendes geschaltetes System asymptotisch stabil ist, so
lange die Schaltvorgidnge nur langsam genug erfolgen beziehungsweise die Ver-
weildauer eines jeden Subsystems nur lang genug ist. Dieser Ansatz wird auch
als ,,dwell time“-Ansatz bezeichnet und sagt aus, dass zwischen zwei Schalt-
vorgangen eine Mindestzeitspanne 7p vorhanden sein muss.

Wie im Nachfolgenden dargestellt wird, ist 7p zwar subsystemspezifisch, jedoch
findet in | | zur Vereinfachung 7p = max{7p,} fiir das gesamte System
Anwendung.

Betrachtet wird wieder ein geschaltetes System A, der Form (4.1). Zusétzlich
wird an die Systemmatrix A, die Forderung gestellt asymptotisch stabil zu
sein. Diese Forderung impliziert, dass fiir alle Koeffizienten des charakteristi-
schen Polynoms von A, gelten muss, dass a;, > 0 und sémtliche Hauptdeter-
minanten der aus den Koeffizienten gebildeten Hurwitzmatrix

a; asz as
ag Gy Q4 -

H=|0 a a3 --- (4.5)
0 ag Qg -
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4.2. STABILISIERUNG GESCHALTETER SYSTEME MITTELS ,,dwell
time “- ANSATZ

grofler 0 sind | |. Ausgangspunkt fir den , dwell time“-Ansatz ist hierbei
die Bewegungsgleichung eines Systems

t
x(t) = ef'xg +/ AT Bu(r)dr. (4.6)
0

Diese kann in einen freien Anteil Xgqo = €4'xg, der die Eigenbewegung des

Systems wiedergibt, und in einen von der Stellgrofe u(¢) erzwungenen Anteil
Xerzw = Jo €27 Bu(7)dr gegliedert werden | ]. Der Term eA! wird auch
als Transitions- oder Ubergangsmatrix ®(t) bezeichnet.
Es werden, wie in | | vorgestellt, fur jedes stabile Subsystem A, von (4.1)
die positiven Konstanten o, und 3, bestimmt. Hierbei gilt:

HeAqt < el@a=hal) ¢ >, (4.7)

Die gesuchte, Stabilitat garantierende , dwell time“ ergibt sich aus

Tp = max{ gq } (4.8)

Erfillt nun ein geschaltetes System die Bedingung, dass zwischen samtlichen
Schaltzeitpunkten eine Zeitspanne grofler 7p liegt, so gilt bei beliebigen o
R* — Q fiir die Transitionsmatrix ®(¢) des Gesamtsystems A,

1@t — p)l| < @7 V> >0 (4.9)
mit
o= I;leaéc{aq} (4.10)
und
a
p= Hélél{ﬂq—T—;}. (4.11)
Die in | | vorgestellte ,, dwell time“ definiert sich also als die Zeit, die be-

notigt wird, damit die an die Norm der Transitionsmatrix von A, angenaherte
inverse Exponentialfunktion unter den Wert 1 sinkt und somit fiir jedes Sub-
system garantiert ist, dass der Anteil xgp der Bewegungsgleichung abklingt
und fiir die Zustandstrajektorie des geschalteten Systems gilt:

lim x,(t) = 0.

t—o00

Sowohl fiir (4.7) als auch fiir (4.9) stellt ||-|| die Spektralnorm! (2-Norm) der
Matrix dar.

'Fiir die Spektralnorm einer Matrix A gilt: |Al| = [|Ally := v/ Amax ATA Amax (ATA)
bezeichnet dabei den gréiten Eigenwert der Matrix AT A (siehe |
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KAPITEL 4. STABILITAT GESCHALTETER SYSTEME

4.3 Erweiterter ,,dwell time“-Ansatz zur Sta-
bilisierung unvorhersehbarer Schaltvorgan-

ge

In Anhang B werden drei Methoden zur Berechnung der , dwell time* vorge-
stellt, die, wie mit Hilfe des Beispielsystems (B.9) gezeigt wird, auch zu un-
terschiedlichen Werten fiir 7 fiihren. An dieser Stelle soll darauf hingewiesen
werden, dass das Einhalten der ,dwell time“ keine zwingende Notwendigkeit
ist, damit ein geschaltetes System stabil ist. Dies soll heiflen, dass ein ge-
schaltetes System mit einer Verweildauer der Subsysteme kleiner als 7p nicht
zwingend instabil im Gesamtverlauf sein muss. Ein Einhalten der , dwell time*“
garantiert jedoch ein stabiles Systemverhalten.

Es stellt sich nun weiter die Frage, welche der in Anhang B aufgefiithrten Metho-
den am besten fiir eine Implementierung im adaptiven Regler geeignet ist. Auch
wenn der ,average dwell time“-Ansatz am vielversprechendsten erscheint, so
fallt die Entscheidung doch auf den urspriinglichen in | | vorgestellten
Ldwell time“-Ansatz. Dies ist der Tatsache geschuldet, dass vor allem geschal-
tete Systeme betrachtet werden sollen, von denen nicht a priori alle Subsysteme
bekannt sind.

Diese Arbeit verfolgt nun den neuen Ansatz, dass Anderungen in den Sy-
stemparametern (beispielsweise durch Stérungen) als ein Umschalten auf ein
bislang unbekanntes Subsystem betrachtet werden. Da ein Auftreten von Sto-
rungen akut erfolgt, ist dahingehend in den meisten Féllen keine Uberwachung
der , dwell time“ eines Subsystems moglich. Eine Kontrolle von 7p ist folglich
nur beim gezielten Umschalten moglich. In diesem Fall stellt die Adaption
des Reglers einen gezielten Schaltvorgang dar. Das bedeutet, dass bei dem
hier verfolgten Ansatz bei der Bestimmung des Zeitpunktes zum Umschalten
auf den adaptierten Regler, auch jene Schaltzeiten betrachtet werden miissen,
wo Storungen aktiv wurden und somit ein ungewollter Schaltvorgang auf das
Subsystem mit Storung stattfand.

Ausgehend von der Bewegungsgleichung (4.6) ergibt sich fir u(t) = 0

x(t) = e®'xq. (4.12)
Fiir geschaltete Systeme folgt daraus

x(t) = eAoip1 (=) pAs; (ti—tiz1)  pAsy (11 —tO)XO (4.13)

Ist nun fir jeden Term die Verweildauer lang genug, damit fiir diesen |-| < 1
gilt, so folgt
lim x(t) = 0.

t—o0
Folglich ist es moglich, dass die Norm einzelner Terme gréfler Eins sein darf, so-
lange geniigend verbleibende Terme sehr viel kleiner Eins sind oder mindestens
ein Term gegen Null strebt und somit asymptotische Stabilitat gewahrleistet.
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4.3. ERWEITERTER , dwell time“- ANSATZ ZUR STABILISIERUNG
UNVORHERSEHBARER SCHALTVORGANGE

Da es sich bei den hier zu betrachteten dynamischen Systemen nicht umgehen
lasst, dass sich das System aufgrund &duflerer Einfliisse bereits vor Erreichen
der benoétigten , dwell time“ dndert (und somit auf ein anderes Subsystem
schaltet), sollte nun anstelle des einzelnen Subsystems, das gesamte System
in seinem bisherigen Verlauf betrachtet werden. Folglich sollte ein gesteuerter
Schaltvorgang erst dann erfolgen, wenn die Norm des Gesamtsystems einen
Wert kleiner Eins erreicht, also wenn gilt:

[Avis (CeAn(mticn) | Ao (t=0)| < (4.14)

Das heifit, fiir das zum Zeitpunkt ¢ aktive Subsystem wird die ,dwell time“
7p berechnet, die benttigt wird, um die Norm der Transitionsmatrix ®(¢) des
Gesamtsystems kleiner eins werden zu lassen. Dies bedeutet, wenn der letzte
Schaltvorgang zum Zeitpunkt ¢; erfolgte, muss nun gelten:

AgiJrl (t—ti)

1B(t)| < 1. (4.15)

e

Néhert man eine Exponentialfunktion an (4.15) mittels Regression an (wie in
Abschnitt B.1 beschrieben), so ergibt sich fiir die gesuchte ,dwell time*

Oéo—i+1 + 1H<|‘I)(tl)|>
50i+1 .

Mit diesem, in dieser Arbeit hergeleiteten Ansatz ist es nun moglich ohne a
priori Wissen die notwendige Verweildauer des aktiven Subsystems zu berech-
nen, die fiir die Gewahrleistung der Stabilitdt des Gesamtsystems notwendig
ist. Hieraus entsteht allerdings auch die Notwendigkeit einer kontinuierlichen
Systemiiberwachung zur Identifikation des jeweils aktiven Subsystems. Das da-
bei gewdhlte Vorgehen zur Systemidentifikation ist im nachfolgenden Kapitel
5 beschrieben.

TD=t—1; > (416)

(4

Des Weiteren gilt es zu beachten, dass keine Anforderung an die ,,dwell time*
existiert, sollte es sich bei dem aktiven Subsystem um ein instabiles System
handeln. In solch einem Fall gilt es vielmehr schnellstmoglich mittels Reglera-
daption auf ein stabiles Subsystem zu schalten, um die Stabilitidt des Gesamt-
systems zu gewahrleisten.
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Kapitel 5

Systemidentifikation

Im Vorgriff auf die in Kapitel 9 behandelte Realisierung eines adaptiven Opti-
malreglers muss zunéchst ein Verfahren zur kontinuierlichen Uberwachung der
Systemparameter entwickelt werden, um eine adaquate Anpassung des Reglers
in Folge von Anderungen im Systemverhalten iiberhaupt erst zu ermdéglichen.
Wie im spéteren Verlauf dieser Arbeit (Kapitel 7) noch néher erlautert wird,
bedarf es dafiir der steten Kenntnis der im Vektor p zusammengefassten zeit-
lich veranderlichen Parameter des dynamischen Systems. Weiterfithrend ist es
notwendig, dass die als Ap bezeichneten Anderungen in den Systemparametern
frithzeitig erkannt und quantifiziert werden. Dies kann auf zwei grundsétzlich
verschiedenen Wegen dargestellt werden.

So wére einerseits eine direkte Identifikation und Quantifizierung von Para-
meterdnderungen mittels Einsatz von Sensorik denkbar. Dies ldsst sich jedoch
nicht immer oder nur mit erhéhtem Aufwand und Kosten realisieren.

Ein anderer moglicher Ansatz ist, sich der Methoden der Systemidentifikation
zu bedienen. Unter Zuhilfenahme der gemessenen Ein- und Ausgangsgrofien
des dynamischen Systems wird dann ein Modell bestimmt, welches das Ein-
/Ausgangsverhalten des realen Systems genau widerspiegelt. Zur Bestimmung
dieses Ein-/Ausgangsverhalten stehen in der Forschung eine Vielzahl von Her-
angehensweisen zur Verfiigung. Wahrend in diesem Kapitel nur die Methode
der ,, Predictor Based System Identification (PBSID) naher behandelt wird,
da dies unter anderem die Identifikation von geschlossenen MIMO (Multiple
Input Output) -Systemen erméglicht, werden weitere Verfahren, vor allem aus
dem Bereich der ,,Subspace Identification®, in Anhang C detailliert vorgestellt.
Unabhéangig von der gewahlten Methodik zur Ermittlung eines Modells mit
entsprechendem Ein-/Ausgangsverhalten, ist es notwendig, in einem néchsten
Schritt mit Hilfe des identifizierten Modells auf die gesuchten Systemparame-
ter zu schliefen. Mit diesem Schritt befasst sich Abschnitt 5.2, der den in
dieser Arbeit selbst geleisteten Beitrag zur Thematik der Systemidentifikation
darstellt.

Fiir ein besseres Verstédndnis der in diesem Kapitel vermittelten Inhalte wird
dem geneigten Leser empfohlen, zunachst Anhang C zu lesen. Dennoch sollen
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KAPITEL 5. SYSTEMIDENTIFIKATION

nachfolgend noch kurz ein paar grundlegende Gedanken zur Systemidentifika-
tion gesagt sein.

Die Systemidentifikation befasst sich mit der Bestimmung von mathematischen
Modellen fiir reale dynamische Systeme unter Zuhilfenahme von gemessenen
Ein- und Ausgangsdaten. Hierbei gilt der Grundsatz, dass das Systemverhalten
so gut wie notig nachgebildet, Form und Komplexitidt der Modelle jedoch so
einfach wie moglich gehalten wird.

Die auf diesem experimentellen Weg bestimmten Modelle sind meist , Black
Boz“-Modelle, die das Ein-/Ausgangsverhalten des realen Systems so genau
wie notig wiedergeben, jedoch hinsichtlich der inneren Zustédnde vom Original
abweichen. Diese Modellform wird haufig auch als Eingangs-/Ausgangsmodell
bezeichnet; die in Anhang A vorgestellte Ubertragungsfunktion ist ein typi-
scher Vertreter dieser Modellform.

Im strengen Gegensatz hierzu stehen ,White Box“-Modelle wie die system-
beschreibenden Differentialgleichungen oder das Zustandsraummodell aus An-
hang A. Bei dieser Modellform stimmen sowohl das duflere wie auch das innere
Systemverhalten mit dem realen System iiberein. Hierfiir wird jedoch neben
systemtheoretischer Expertise oftmals tiefgehende Fachkenntnis benotigt, um
die Modellgleichungen unter Zuhilfenahme von Bilanzgleichungen und Gesetz-
méfigkeiten herzuleiten.

Eine Mischform dieser beiden Modelltypen wird als ,Grey Box“-Modell be-
zeichnet. Bei dieser Modellform ist zumindest ein Teil der inneren Strukturen
und Wechselwirkungen bekannt.

Welche der Methoden zur Modellerstellung gewahlt wird, hangt somit einer-
seits von der vorgesehenen Nutzung des Modells ab, das heif3t beispielsweise
von der Frage, ob die Kenntnis der inneren Zustinde eines Systems notwendig
ist. Andererseits ist natiirlich relevant, welche Systemkenntnisse iiberhaupt zur
Verfiigung stehen.

Nachfolgend, sowie in Anhang C, werden verschiedene Vorgehensweisen zur
experimentellen Bestimmung von Ein-/Ausgangsmodellen vorgestellt. Da die
hierfiir verwendeten Ein- und Ausgangsdaten jedoch mittels Abtastglieder er-
mittelt werden, spricht man bei den identifizierten Systemen nicht mehr von
zeitkontinuierlichen sondern von zeitdiskreten Systemen oder Abtastsystemen.
Diese sind in Anhang A.5 ndher beschrieben.

5.1 ,,Predictor Based System Identification
(,PBSID*)

Wie auch in Anhang C.1.1 erlautert wird, sind auf Vorhersagefehlern basieren-
de Verfahren fiir die Identifikation von MIMO-Systemen aufgrund der aufwen-
digen Parametrisierung und des dafiir benotigten a priori Wissens nur bedingt
geeignet. Die Verwendung von ,,Subspace“-Identifikationsmethoden fiir Syste-
me mit mehrfachen Fin- und Ausgingen hat sich dahingehend als weitaus
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5.1. , Predictor Based System Identification* (,,PBSID®)

praktikabler erwiesen. Allerdings fithren die in Anhang C.1.2 vorgestellten
Methoden der ,,Subspace Identification” zu fehlerhaften Ergebnissen bei der
Identifizierung geschlossener Regelkreise. Die Ursache hierfiir ist einerseits in
der Korrelation des Prozess- und/oder Messrauschens mit der Eingangsfolge
u(k) (vgl. Anhang C.1.2) aufgrund der Riickfihrung, andererseits in der Nicht-
beachtung der Anfangszustdnde des zu untersuchenden Systems seitens der
entwickelten Methoden zu finden. Erste Modifikationen und Weiterentwick-
lungen der zuvor vorgestellten Algorithmen, zum Beispiel in [ I, 1 1,
[ | oder [ |, fihren nur unter speziellen Voraussetzungen zu exakten
Ergebnissen, wie eine Analyse dieser neuen Methoden in | | zeigt.

Die ebenfalls in | | zunéchst als ,whitening filter” vorgestellte Methode
zur Identifikation geschlossener Regelkreise, welche eine Verkniipfung der in
[ | und | | betrachteten Verfahren darstellt, ist das bis dato erfolg-
reichste ,, Subspace“-Verfahren zur Identifikation geschlossener Regelkreise, da
es nicht auf speziellen Annahmen und Voraussetzungen basiert, welche nur bei
wenigen ausgewahlten Systemen erfiillt werden. Dennoch sind auch bei die-
ser Methode noch Einschrankungen vorhanden, wie etwa die Forderung nach
unendlich langen Ein-/Ausgangsdatensitzen, um eine fehlerfreie Identifikation
zu ermoglichen, sowie bei der Identifikation von instabilen Systemen.

Das ,,whitening filter* bedient sich eines mehrstufigen Algorithmus zur Iden-
tifikation geschlossener Regelkreise. In einem ersten Schritt, einem Pradiktor-
schritt, wird mittels eines ARX-Modells® (siehe | |) die Zustandsmatrix
prognostiziert (ein &hnliches Vorgehen wurde auch in | | vorgeschlagen)
bevor in einem weiteren Schritt mittels der Methode der kleinsten Quadrate die
zugehorigen Systemmatrizen bestimmt werden. Aufgrund des Pradiktorschrit-
tes wird das ,,whitening filter* auch als ,, Predictor Based System Identification*
(PBSID) Methode bezeichnet.

Eine Ubersicht iiber aktuell verfiighare Verfahren zu Identifikation von System
mit Riickfiihrung unter Zuhilfenahme von ,,Subspace Identification* Methoden
ist in | | zu finden. Eine in | | weiterentwickelte Form des ,, PB-
SID“-Algorithmus, ,, PBSID,“ genannt, soll nun im Nachfolgenden naher vor-
gestellt werden. Die nachfolgenden theoretischen Ausfithrungen basieren dabei
im Wesentlichen auf | | und | ].

Betrachtet wird hierfiir ein zeitdiskretes lineares zeitinvariantes System, das so-
wohl durch Prozess- als auch durch Messrauschen beeinflusst wird. Neben den
in Anhang C.1.3 definierten Bedingungen zur Identifizierbarkeit (Beobacht-
barkeitsbedingung, ausreichend stimulierende Eingangsfolge, hinreichend viele
Datenpaare), gilt auch die Anforderung an das zu identifizierende geschlossene
System, das dieses wohldefiniert ist. Diese Bedingung ist genau dann erfiillt,
wenn Regelstrecke und oder Regler nicht sprungféhig sind (Durchgangsmatrix
D =0).

Abweichend von der sonst iiblichen Darstellungsform (vgl. (C.71)) wird das

!Die Beschreibung eines ARX-Modells ist mit Gleichung (A.10) in Anhang A.5 gegeben.

37



KAPITEL 5. SYSTEMIDENTIFIKATION

Zustandsraummodell in der ,, Forward Innovation Form®

x(k+1) = Agx(k) + Bau(k) + Ke(k)

y(k) = Cx(k) + Du(k) + e(k) (5.1)

beschrieben, wobei beide Darstellungsformen kongruent sind (siehe | ])-
Das Prozessrauschen w(k) sowie das Messrauschen v(k) werden durch einen
einzigen Term weilen Rauschens, e(k) € R”", mit der Kovarianzmatrix
W = E(eie}) beschrieben, der auch als Innovationsfolge bezeichnet wird. Die
Matrix K € R™*" bezeichnet die Kalman-Matrix (vgl. Anhang D). Es wird vor-
ausgesetzt, dass das Paar (A, C) beobachtbar und das Paar (A, (B KWV 2))
steuerbar ist.

Durch Umstellung der zweiten Gleichung von (5.1) nach e(k) und anschlieBen-
den Einsetzen in die erste Gleichung erhélt man die Pradiktorform

x(k+1) = Agx(k) + Bqu(k) + Ky(k)

y(k) = Cx(k) + Du(k) + e(k) (5.2)

mit Ay = Ay—KC und By = By— KD. Die Zustandsgleichung in der Pradik-
torform (5.2) ist Ausgangspunkt bei der Herleitung der ,, PBSID“- Methode.

Zur Identifikation des gesuchten Systems ist ein Datensatz von N Ein-/Aus-
gangsdatenpaaren uy, y, mit k =0,..., N — 1 gegeben. Jedes Wertepaar wird

durch den Vektor
Uy
= 5.3
“k <Yk> ( )

beschrieben. Abhéangig von einer frei wahlbaren Variable p € Nt wird der
zusammengesetzte Vektor der Form

T
z,(cp) = (z{_p Zi oy zg_l) (5.4)

definiert. Die Variable p € N als auch die noch nachfolgend aufgefithrte Va-
riable f € NT dienen der Unterteilung der gegebenen Ein-/Ausgangsdaten
in vergangene und zukiinftige Werte (past und future). Sie sind vergleichbar
mit der im ,, N/SID “-Algorithmus benutzten Variable i. Des Weiteren wird die
umgekehrte erweiterte Steuerbarkeitsmatrix K£®)

K" = (A'By A5’By -+ By) (5.5)

mit By = (Bd K) definiert sowie die fiir ,,Subspace Identification® iiblichen
Hankel-Matrizen aus Ein-/Ausgangsdaten der Form

Yyi Yitr - YitnN-1
Yit1  Yir2 - Yi+n
Yi,s,N == " + + (56>
Yits—1 Yits  YitN4s—2
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5.1. , Predictor Based System Identification* (,,PBSID®)

Die Indizes 7, s und N sind variabel und benennen das erste Element der Matrix
sowie die Anzahl an Blockzeilen und Spalten.? Sind nur zwei Indizes aufgefiihrt,
so gilt s=1. Hankel-Matrizen werden nachfolgend fiir Ein-/Ausgangdaten, aber
auch fiir die Zustande und die Innovation verwendet. Des Weiteren wird die in
Anhang C.1.2.1 eingefiihrte erweiterte Beobachtbarkeitsmatrix (C.23)

C
CA,
f‘(f) o CA%

CA/™!
benotigt.

Unter Zuhilfenahme der Zustandsgleichung in Prédiktorform (5.2) und der
Annahme eines initialen Zustandes x;, gilt fiir den Zustand zum Zeitpunkt
k+p

Xppp = Abxy, + KP) zkﬂm (5.7)

sowie fiir den Ausgang
Yiip = CAka + CcK® Zk+p + Duk+p + €rqp. (58)

Unter der Voraussetzung, dass die Matrix Ay stabil ist, das heift alle Eigenwer-
te \; innerhalb des Einheitskreises liegen, strebt A} mit wachsendem p gegen 0.
Dies bedeutet, fiir ein geniigend grofies p gilt fir die Ausgangsgleichung (5.8):

Yk+p = CIC(p p T Dy + €ppp. (5.9)

Die fur k + p giltige Gleichung (5.9) kann mittels Hankel-Matrizen fiir einen
gegebenen Datensatz erweitert werden. Fir eine Folge von y, bis yy_; gilt
dann:

Y, np=CKPZY  +DU,x_,+E,n_p (5.10)

Der Term CK® beinhaltet hierbei die Markov-Parameter CAX"'By und
CA’'K der Pridiktorform (5.2) (vgl. (A.19)).

In Anhang A.5 wird die um einen weiflen Rauschterm e(k) erweiterte Diffe-
renzengleichung (A.10) als sogenanntes ,, ARX“-Modell vorgestellt. Erweitert
man die Skalare der Zeitreihe und des Rauschterms zu Vektoren, so spricht
man von einem Vektor-, ARX“- oder auch ,, VARX*“-Modell

y(k)+ay(k—1)+---+a,y(k—n) = bu(k)+---+byu(k—q)+e(k). (5.11)

2Die Anzahl an Zeilen, die eine Blockzeile umfasst, ist stets abhingig von dem Datenvek-
tor aus dem die Matrix gebildet wird und entspricht der Anzahl an Elementen, die dieser
Vektor umfasst.
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KAPITEL 5. SYSTEMIDENTIFIKATION

Beim Vergleich des ,, VARX“-Modell (5.11) mit Gleichung (5.9) ist leicht zu er-
kennen, dass die Parameter des Modells den zuvor erwidhnten Markov-Parametern
des Zustandsraummodells in Pradiktorform entsprechen. Es gilt:

a,=CAV'K, firn=1...p
b, = CA{ "By, firg=1...p (5.12)
by = D.

Ist aus den gemessenen Ein-/Ausgangsdaten ein entsprechendes , VARX“-
Modell erstellt, so gilt es die Markov-Parameter des Zustandsraummodells in
Pradiktorform (5.7) zu schétzen. Hierfiir muss das Minimierungsproblem

|Yp7N-p ~ (ck® D) (Zw—p>

2
min

5.13
(ck® D) ( )

Uva—p

F

gelost werden. Ist die Bedingung (C.88) hinsichtlich der Eingangsfolge u(k) er-
fiillt, so verfiigt die Matrix (2%, v, UZy_,)" iiber vollen Rang und eine Losung
im Sinne der Methode der kleinsten Quadrate kann mittels QR-Faktorisierung
oder Pseudoinverse ermittelt werden. Im rangdefizienten Fall muss das Mini-
mierungsproblem (5.13) in ein regularisiertes Minimierungsproblem iiberfiihrt
werden, welches mittels Singularwertzerlegung gelost wird (siehe | D-
Ist das Minimierungsproblem (5.13) gelost, liegen mit der Matrix CK® alle

Markov-Parameter vor:

CRW = (CAY'B, CAZ™?B; --- CBy). (5.14)

Mit Hilfe der Markovparamter kann nun wieder eine Matrix f‘(f)lﬁ(p)

CA?'By CAZ?By --- CBy
_ () = 0 CA?'By --- CA B
I‘(f)IC(p) _ : 'd. d ) :d d (5.15)
0 o ... CAI'By

konstruiert werden, die das Produkt aus erweiterter Beobachtbarkeits- und
erweitereter Steuerbarkeitsmatrix darstellt (vgl. (C.51) und (C.16)). Wie bei
einem Vergleich der beiden Ausgangsgleichungen (5.10) und (C.26) ersicht-

lich ist, entspricht das Produkt aus f(f’/€<p> und Zg, n—p dem Produkt aus
erweiterter Beobachtbarkeitsmatrix und Zustandsfolge:

%, v, = TVRPZ, n (5.16)

Analog zu der in Anhang C vorgestellten ,,Subspace Identification”-Methoden,
kann nun die Anzahl n der Zustdnde sowie die Zustandsfolge selbst mittels
Singularwertzerlegung bestimmt werden. Dies ist notwendig, da die Matrix
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5.1. , Predictor Based System Identification* (,,PBSID®)

Abbildung 5.1: Zustandsraummodell mit Ausgangsrickfihrung und Referenzsignal

f(f)/ap) mittels geschitzter Werte konstruiert wurde, weshalb auch die Zu-
standsfolge selbst nur eine Schéatzung ist. Die Zustandsfolge kann mit

X, n_p=SY2VT (5.17)

aus der Singularwertzerlegung
usv” = Vk0z,, -, (5.18)

bestimmt werden. Durch Verwendung von zuséatzlichen Wichtungsmatrizen bei
der Singuldrwertzerlegung (5.18) kann die Varianz der berechneten Zustands-
folge beeinflusst werden (siche | D).

Um die Systemmatrizen A4, Bq, C, D sowie die Kalman-Matrix K zu bestim-
men, wird zunachst die Gleichung

_ XZLN—;U
Y, v =(C D) <Up,N_p> (5.19)

im Sinne der kleinsten Fehlerquadrate gelost. Die dabei erhaltenen Residuen
entsprechen der Innovationsfolge E, n_,_1 so dass gilt:

XP’N—P> +E, Ny (5.20)

Up,N—p

Y,v,=(C D) (
In einem zweiten Schritt wird die Zustandsgleichung

XpJV —p—1
Xpi1np-1= (A Ba K) [Upn p (5.21)
Ep,N—p—l
gelost. Auch hierbei wird sich der Methode der kleinsten Fehlerquadrate be-
dient.

Mit Hilfe des in Abbildung 5.1 dargestellten Systems mit Ausgangsriickfiih-
rung, soll im Nachfolgenden die mit ,, PBSID,* (nachfolgend immer als ,, PB-
SID“ aufgefiihrt) erhaltenen Resultate diskutiert werden.? Fiir die Simulation
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A [~L637TL 01720 o (07145 —0,2248
—lo1720 —1,0252) ° 7 0 —0,5890

C_ —0,2938 —1,1201 K — —-1,3798 —0,6087
- \—0,8479 2,5260 )’ T \—0,4882 0,1596

K — 2,3619 1,0476
Y \1,6792 0,0047

Beispiel 2: MIMO System 2. Ordnung mit Ausgangsrickfihrung

wird das aufgefiihrte Beispiel 2 verwendet. Der Ausgangszustand von Bsp. 2
betragt x(0) = (150). Als Rauschterm e(t) wird weiles Gaufisches Rauschen

der Kovarianz 10™* verwendet. Um die Identifizierbarkeit zu erhéhen, wird
zusétzlich ein Referenzsignal r(t) eingespeist, das aus weiflen GauBschen Rau-
schen mit Kovarianz 5 - 1072 besteht. Die zur Identifikation benoétigten Ein-
/Ausgangsdaten werden mittels Abtasthalteglied mit einer Periodendauer von
T = 005 s ermittelt, wobei ein Datensatz von 400 Ein/-Ausgangsdatenpaaren
verwendet wird. Ein Vergleich des identifizierten Systems mit dem Original-
system erfolgt anhand der Eigenwerte );.* Die identifizierten Eigenwerte sind
als Funktion des Parameters p dargestellt, der Parameter f wurde entspre-
chend f = p gewahlt. Fiir jedes p wurde eine Monte-Carlo-Simulation mit 100
Durchlaufen vollzogen. Die bei dieser Simulation erhaltenen Ergebnisse sind
in Abbildung 5.2b dargestellt. Die dabei erhaltene maximale mittlere Abwei-
chung |A; — Aig; (p)| zwischen den Eigenwerten des Originalsystems und des
identifizierten Systems liegt im dargestellten Bereich von p = 2 bis p = 30 bei
0,01, im Bereich von p = 6 bis p = 18 bei maximal 0,0021.

Ein vergleichbares Ergebnis ist fiir eine einfache lineare Ausgangsriickfiihrung
auch mittels des in Abschnitt C.1.2.3 vorgestellten ,, N/SID“-Algorithmus zu
erzielen. Die mittels ,N/SID“ bestimmten Eigenwerte sind in Abbildung 5.2a
als Funktion des Parameters i dargestellt.

Die im Anhang C.1.2.3 beschriebenen systematischen Fehler bei der Nutzung
von ,N4SID“ zur Identifikation geschlossener Regelkreise treten insbesonde-
re dann auf, wenn komplexere Regler Anwendung finden, welche beispiels-
weise neben einen Proportionalglied auch tiiber einen I-Anteil oder D-Anteil
verfiigen. Um dies zu verdeutlichen, soll das zuvor genutzte Beispielsystem
2 auf Seite 42, wie in Abbildung 5.3 dargestellt, in eine Folgeregelung tiber-

3Zur Identifikation des Systems mittels ,, PBSID“ wird an dieser Stelle sowie im weiteren
Verlauf dieser Arbeit auf die , Predictor-based subspace identification toolbox (] D
zuriickgegriffen.

4Da es sich bei dem identifizierten System um ein zeitdiskretes System handelt, das
Originalsystem jedoch zeitkontinuierlich ist, werden fiir den Vergleich an dieser Stelle, sowie
auch im weiteren Verlauf dieser Arbeit, die Eigenwerte des Originalsystem mit \; = e*ei”
in den zeitdiskreten Bereich {iberfiihrt.
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N4SID (j = 400)
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n
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(a) ,N4SID*

VARX o. Regularisierung (j = 400 )
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RN

* gy

0.9 I I I I I
0 5 10 15 20 25 30

(b) ,PBSID* (,VARX¥)

VARMAX (j =400)
T

* w *
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p

(¢c) ,PBSID“ (,VARMAX¥)

Abbildung 5.2: Identifikation des deterministisch-stochastischen Systems Bsp. 2 auf Seite
42 mit Ausgangsrickfihrung unter Nutzung von ,N4SID“ (Abb. (a)) sowie ,PBSID,p“
basierend auf einen VARX (Abb. (b)) und einen VARMAX-Modell (Abb. (c)).
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- rt‘c(o) e(t)
w(t) - u(t) x(t) x(t) y(t)
%Q—»Q—» 1] J
- r(t)

Abbildung 5.3: Zustandsraummodell mit ausgangsbasierter Folgeregelung und Referenzsignal

N4SID (j = 400) N4SID (j = 400)

() Aia(i) (b) A = Aa(d)]

Abbildung 5.4: Identifikation des deterministisch-stochastischen Beispielsystems 2 auf Seite
42 mit Folgeregelung, Ausgangsriickfihrung und Referenzsignal unter Nutzung von ,N4SID*

fithrt werden. Die Ausgangsriickfiihrungen betragen K, = ( §;j§§§ ffggffg) d

_ —6.4 . . . . .
K, = (_g’iggg 76(53%?5’;0). Des Weiteren wird ein sinusoidaler Sollwert der Form

0,5 sin( 2% . ol s . .

= , : sowie ein zusatzliches Referenzsignal aus weiflen gauf}-

w(t 5.7) tzliches Ref 1 B B
0,5sin(5757)+0,5

schen Rauschen mit einer Kovarianz von 5 - 1072 vorgegeben. Die Kovarianz
des Rauschterms e(t) betragt 1072,

Wie in Abbildung 5.4a deutlich wird, ist eine genaue Identifikation mittels
»N4SID*“ in diesem Fall nicht moglich. Abbildung 5.4b zeigt die Abweichung
der ermittelten Eigenwerte von den realen Eigenwerten des Systems in Abhén-
gigkeit des Parameters 1.

Die mittels ,,PBSID* identifizierten Eigenwerte des Beispielsystems zu Abbil-
dung 5.3 sind in Abbildung 5.5 zu finden. Hierbei wurde bei der Simulation
mit Datenséitzen von 400 (Abb. 5.5a und 5.5b) sowie 1200 Datenpaaren (Abb.
5.5¢ und 5.5d) gearbeitet. Erkennbar ist dabei, das die Vergroferung des ver-
wendeten Datensatzes auch zu einer Vergroflerung der Abweichung zwischen
realen und identifizierten System fihrt. Fiir j = 400 liegt die geringste ma-
ximale Abweichung mit einen Wert von 0,0021 bei p = 10, fiir 5 = 1200 bei
p = 11 mit 0,0092.

Die Verwendung zusétzlicher Regularisierung zur Losung des Minimierungs-
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PBSID (VARX) ohne Regularisierung (j = 400 ) PBSID (VARX) ohne Regularisierung (j = 400 )

— |

oser ’“:: 0005 /y,"\ /\

oot L . . X X . . / ) . VA
() Aia(p) (N=400) (b) [A = Xia(p)| (N=400)

PBSID (VARX) ohne Regularisierung (j = 1200 ) PBSID (VARX) ohne Regularisierung (j = 1200)

097 . ] T =
o o
(c) Xia(p) (N=1200) (d) [A = Nia(p)| (N=1200)

Abbildung 5.5: Identifikation des det.-stoch. Beispielsystems 2 auf Seite 42 mit Folgerege-
lung und Referenzsignal mittels ,PBSID“ (,VARX*) unter Verwendung verschieden grofer
Datensatze. Die Abbildungen (a) und (b) zeigen die Ergebnisse der Identifikation in Abhdn-
gigkeit von p bei Verwendung eines Datensatzes von 400 Datenpaaren, in (c) und (d) sind
die Ergebnisse fiir einen Datensatz der Griffe j=1200 dargestellt.
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PBSID (VARX) mit Regularisierung (j = 400 ) PBSID (VARX) mit Regularisierung ( j = 400)

.
\

(a) Aia(p) (N=400) (b) [A = Xia(p)| (N=400)

PFS\D (\/AR:X) mit Reg‘u\anslerun‘g (j= 1200‘ ) ‘ ‘ P‘BSID (VAR‘X) mit Reg‘ulans\evun‘g (ji= 1200‘)

Y ////

NM E = rf/d -
93] = “/

(c) Xia(p) (N=1200) (d) [A = Xia(p)| (N=1200)

Abbildung 5.6: Identifikation des det.-stoch. Beispielsystems 2 auf Seite 42 mit Folgeregelung
und Referenzsignal mittels ,,PBSID“ (,VARX*) unter Verwendung zusdtzlicher Regularisie-
rung. Die Abbildungen (a) und (b) zeigen die Ergebnisse der Identifikation in Abhdngigkeit
von p bei Verwendung eines Datensatzes von 400 Datenpaaren, in (c) und (d) sind die
Ergebnisse fiir einen Datensatz der Grifle j=1200 dargestellt.

problems (5.13) fihrt bei dem vorliegenden Beispiel zu einer Verschlechterung
hinsichtlich der Genauigkeit der Ergebnisse des Identifikationsprozesses (siche
Abbildung 5.6). Dabei nimmt sowohl die Abweichung |A; 2 — Aig, , (p)| zwischen
den ermittelten und den realen Eigenwerten als auch der Wert des Parameters
p zu, bei dem diese Abweichung minimal wird. Wird die Menge der verwen-
deten Datensétze erhoht (Abbildung 5.6¢ und 5.6d), steigt auch der fiir p zu
wahlende Wert. Dies begriindet sich in der Tatsache, dass der Parameter p in
einem numerisch giinstigen Verhéltnis zur Gesamtmenge der zur Identifikation
verwendeten Ein-/Ausgangsdaten stehen muss (siehe diesbeziiglich | D).

Aufgrund der getroffenen Annahme, dass der Parameter p geniigend grof3 ge-
wahlt ist, so dass der Term CAZ%x;, in Gleichung (5.8) gegen null strebt, kann
das fir eine Identifikation benotigte p, in Abhéngigkeit vom zu identifizieren-
den System und der geforderten Genauigkeit, beliebig grole Werte annehmen.
Dies birgt nicht nur die Gefahr schlecht konditionierter Hankel-Datenmatrizen
und einer wachsenden Varianz der geschéitzten Werte, bedingt durch eine ent-
sprechend gestiegene Anzahl zu bestimmender Markov-Parameter des ,, VARX -
Modells, sondern erhéht vor allem auch die benotigte Rechenzeit
(siehe [ ]). Dies kann jedoch durch Nutzung eines ,, VARMAX“-Modells
(siehe | |) umgangen werden. Hierfiir wird die in Abschnitt C.1.1 vor-
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PBSID (VARMAX) mit Regularisierung (j = 400 ) PBSID (VARMAX) mit Regularisierung ( j = 400 )

g

e 9 10 1 12 ] 7 5 © 7
P p

(a) (,VARMAX¥“) m. Reg. (j=400) (b) (,VARMAX*) m. Reg. (j=400)

Abbildung 5.7: Identifikation des det.-stoch. Beispielsystems 2 auf Seite 42 mit Folgeregelung
und Referenzsignal mittels ,PBSID* (,VARMAX¥) unter Verwendung zusdtzlicher Regulari-
sierung. Die Abbildungen (a) und (b) zeigen die Ergebnisse der Identifikation in Abhdngigkeit
von p bei Verwendung eines Datensatzes von 400 Datenpaaren.

gestellte ,ARMAX“-Modellform (C.12) auf Vektoren erweitert, zu
y(k) +ary(k = 1)+ +ayy(k —n)=
byu(k) +---+byu(k — q) + cie(k) +--- + c,e(k —r).
(5.22)
Die Pradiktorform des ,, VARMAX*“-Modells lautet
x(k +1) = Agx(k) + Bau(k) + My(k) + Ke(k)
y(k) = Cx(k) + Du(k) + e(k)

mit Ag = Ag — MC, By = By — MD und K = K — M (siche | ).
Des Weiteren wird der Vektor z, um die Innovation e, zu

(5.23)

Uy

€k

erweitert. Da die Innovation jedoch nicht zusammen mit den gemessenen Ein-
/Ausgangsdaten zur Verfiigung steht, ist eine Losung des Minimierungspro-
blems (5.13) im ,, VARMAX*“-Fall nur auf rekursiven Wege moglich.

Die mittels VARMAX-Ansatz berechneten Eigenwerte fiir das zuvor aufge-
fithrte Beispiel einer ausgangsbasierten Folgeregelung sind in Abbildung 5.7
zu finden.

5.2 Schitzen der Systemparameter

Wie in Anhang C.1.3 ndher verdeutlicht wird, ist es aufgrund der linearen
Transformierbarkeit des Zustandsvektors nur moglich, die Zustandsraumma-
trizen A, B, C und D eines Systems mittels gemessener Ein- und Ausgangs-
daten bis hin zu einer unbekannten Ahnlichkeitstransformation

T ¢ R : T'AT, T™'B, CT (5.25)
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zu identifizieren.

Unter Verwendung des im vorangegangenen Abschnitt vorgestellten Algorith-
mus sind somit nur die Eigenwerte \; des untersuchten Systems eindeutig iden-
tifizierbar.

Wie auch in Anhang A beschrieben wird, entspricht das aus den Eigenwerten
der Systemmatrix A gebildete charakteristische Polynom, dem charakteris-
tischen Polynom der Ubertragungsfunktion (A.3). Die Ubertragungsfunktion
G(s), im Falle von Mehrgréfiensystemen die Ubertragungsmatrix G(s), kann
somit aus den mittels Systemidentifikation bestimmten Zustandsraummatrizen
eindeutig rekonstruiert werden. Hierbei gilt die Beziehung

G(s) =C(sI - A)"'B + D, (5.26)

welche man durch eines Laplace-Transformation des Zustandsraummodells er-
hélt (siehe | D-

Zu beachten ist hierbei, dass das identifizierte System ein zeitdiskretes Zu-
standsraummodell darstellt. Dieses gilt es zunéchst mittels der Bezichung (A.15)
unter Zuhilfenahme der Abtastzeit in ein zeitkontinuierliches System zur tiber-
fithren.

Liegt fiir jede Ein-/Ausgangsbeziehung die Ubertragungsfunktion vor, so kon-
nen mittels Koeffizientenvergleich die zugehorigen systembeschreibenden Dif-
ferenzialgleichungen rekonstruiert werden (siehe Kapitel A). Unter der Voraus-
setzung, dass ein entsprechendes a priori Wissen tiber das zu identifizierende
System vorliegt, kann aus den somit bestimmten Differenzialgleichungen eine
begrenzte Anzahl an Systemparametern bestimmt werden.

Die Anzahl der auf diesen Weg bestimmbaren Parameter ist vom System selbst
und von der Anzahl an vorhandenen unabhéngigen Gleichungen abhéngig.
Hierbei spielt sowohl die Ordnung des Systems als auch die Anzahl der Ein-
und Ausgénge eine wesentliche Rolle. Beispielsweise ist es fiir das SISO-System
2. Ordnung in Beispiel 1 auf Seite 23 in Abschnitt 7.3

S T T 0
o % PO R G 0

R1Co " R1R2Co R2Co

y(t) = (1 0)x(p).

nur moglich maximal 2 freie Systemparameter eindeutig zu identifizieren. Die
Ubertragungsfunktion dieses Beispielsystems betragt

1
. R1C1RaCs
G(s) = 52 1 BICiHCIRy+RoCy o | T
R1C1R2C> R1C1R2Co

Folglich stehen nur die zwei unabhéngigen Gleichungen

1
N RlClRQCQ

Qo
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und
_ RiCy+ C1Ry + Ry

“ = RiCyRyCh

zur Bestimmung von Systemparametern zur Verfiigung. Somit ist die Anzahl
an frei identifizierbaren Parametern auf zwei begrenzt.

Nachfolgend soll das als Beispiel 3 aufgefiithrte parameterabhéngige geschaltete
System mit ausgangsbasierter Folgeregelung betrachtet werden. Als Ubertra-

—2 050 —0,7 —2
= /3 ! = ’
A <O,5a —35)’ B ( 0 —5)

—02 1 (10
C_<0,8 2,5>’K_<0 1)

K — 0,3647 —0,1374 K — —0,9392 0,3433
v \—0,0065 —0,4655/)> "\ 0,3433 0,9392

Beispiel 3: Geschaltetes parameterabhdangiges MIMO System 2. Ordnung mit zwei variablen
Systemparametern, Folgeregelung und Ausgangsrickfihrung

gungsfunktionen erhélt man gemaf (5.26)

s = (0,428 — 0,3500) + 0,145 (5.27)
TS+ (B30+%)s— (% +30a)
1,26 — 0,50 — 5%) — 4,65

( 5
2+ (30+9)s — (% +30)
—1,683 — 0,875a)) — 0,56
Gt = (5.29)
Y2 (364 9)s — (% + 3a) '
(—4,88 — 4,50 — 12,5%) — 14,15

s>+ (36 +3)s — (% + 3a)

(5.28)

(5.30)

2,2 =

Bei dieser kleinen Anzahl von zwei variablen Systemparametern p = OB‘ stehen
somit mehrere Gleichungen zur Bestimmung von o und (8 zur Verfiigung. Die
Auswahl fiel an dieser Stelle auf die linearen Gleichungen

B 2,5()091’1 — bOGZ,l

31

2.73 (5:31)
0,428 — by,

e —— T .32

Q 035 , (5.32)

die sich aus den Ubertragungsfunktionen G131 und Gy herleiten. Hierbei be-
zeichnet bOcl ) beispielsweise den Koeffizienten by des Zahlerpolynoms von G ;.
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KAPITEL 5. SYSTEMIDENTIFIKATION

Unter Verwendung des in Kapitel 9 vorgestellten paketweisen Identifikations-
algorithmus basierend auf ,, PBSID*“ wurde eine Simulation des als Beispiel 3
auf Seite 49 vorgestellten Systems durchgefiihrt. Die gesamte Simulationsdauer
betragt 60 Sekunden. Nach 20 Sekunden wechselt der Systemparamter a von
2 auf 10. Der Systemparameter [ bleibt konstant auf 0,5. Der zeitliche Verlauf
der Systemparameter im Originalsystem ist in Abbildung 5.8 als gestrichel-
te Linie dargetsellt. Die Ein-/Ausgangsdaten werden mit einer Frequenz von
200 Hz gemessen. Als Innovation e(t) dienst weifles gaufisches Rauschen mit
einer Varianz von 10~7. Des Weiteren wird ein Referenzsignal r(t) aus weiflen
gaufischen Rauschen mit einer Varianz von 5 - 1073 eingespeist. Zur Identi-
fikation wird jeweils ein Datenpaket von 1600 Wertepaaren z(k) verwendet.
Die Datenpakete sind hierbei immer um p Wertepaare verschoben. Fiir den in
Abbildung 5.8 dargestellten Identifikationsverlauf von p = (g) wurde p = 70
gewahlt. Nach dem Umschalten der Systemparameter bedarf es einer gewissen
Zeit, welche der gewahlten Datenpaketgrofie entspricht, bevor die neuen Wer-
te der Systemparameter identifiziert sind. In dem vorliegenden Beispiel liegt
diese Zeitspanne folglich bei 8 Sekunden (1600 - 0,005s). Dies begriindet sich
in der Tatsache, dass das zur Identifikation verwendete Datenpaket nur Wer-
tepaare enthalten darf, die nach dem Umschalten gemessen wurden um eine
erfolgreiche Identifikation zu gewahrleisten.

Die in Abbildung 5.8 erkennbaren Schwankungen hinsichtlich des identifizier-
ten Parameters « sind vor allem in der hoheren Dimensionierung der System-
matrix A nach dem Umschalten begriindet. Diese dndert sich von

—4 1
A= < 1 —1,5>

-20 5
A = ( 5 —1,5) '

Hierdurch wird das riickgefiihrte Storsignal e(t) in hoherem Mafie verstarkt als
vor dem Schaltvorgang.

Des Weiteren soll noch einmal hervorgehoben werden, dass zu Verbesserung
der Genauigkeit der identifizierten Eigenwerte und somit des identifizierten
Parametervektors p = (g) im Vergleich zu den in den vorherigen Abschnitten
aufgefithrten Beispielen, die Abtastrate von 20 Hz auf 200 Hz erhoht wurde.

auf

Mit der in diesen Abschnitt eigenentwickelten Methodik zur Uberwachung
und Identifikation ausgewédhlter Systemparameter ist die geforderte perma-
nente Kenntnis der im Vektor p zusammengefassten, zeitlich veranderlichen
Parameter des dynamischen Systems gegeben. Die in Kapitel 7 vorgestellte
Echtzeitanpassung des Optimalreglers ist somit realisierbar. Die Umsetzung
und Integration der in diesem Kapitel entwickelten Methode in das Gesamt-
konzept eines adaptiven Reglers ist im Kapitel 9 dieser Arbeit dargestellt.
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Abbildung 5.8: Identifikation der Systemparameter eines geschalteten MIMO Systems 2.
Ordung mit ausgangsbasierter Folgeregelung (Beispiel 3, Seite 49). Die Identifikation erfolgt
mittels der in Kapitel 9 vorgestellten paketweisen Identifikation basierend auf ,PBSID*
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Kapitel 6

Der optimale Folgeregler mit
Ausgangsriickfiihrung

In Kapitel 2 wurde ein Optimalregler vorgestellt, dessen Zielsetzung es ist,
einen Regelkreis mit Anfangszustand x(ty) # 0 mittels vollstandiger Zustands-
rickfithrung in den Nullzustand x(t.) = 0 zu iiberfithren. Der Regelkreis ist
somit zustandsstabil'. Werden in diesem Zusammenhang zusétzlich die Forde-
rungen erfiillt, dass die Wichtungsmatrizen Q und R symmetrisch und positiv
definit sind, so ist der Regelkreis asymptotisch stabil. Des Weiteren weist der
mittels optimaler Zustandsriickfiihrung geschlossene Regelkreis gute Robust-
heitseigenschaften auf, da ein Phasenrand ¢r von mindestens 60° garantiert
wird.? Diese Robustheit kann durch VergréSerung der Elemente der Matrix
R gegentiber den Elementen der Matrix Q weiter gesteigert werden (siehe
[ ]). Hierbei ist jedoch eine Zunahme der Uberschwingweite und Uber-
schwingdauer des Regelkreises in Kauf zu nehmen, da die Zustandsgrofien und
somit das Einschwingverhalten weniger geddmpft werden.

Allerdings ist ein auf diesem Weg entworfener Regler nur begrenzt einsetz-
bar, da er weder fiir Sollwertfolge noch fiir Stérkompensation ausgelegt ist.
Ein weiterer groler Nachteil dieses Reglers besteht in der Notwendigkeit der
Rickfithrung aller Zustandsgrofien, denn oftmals ist eine fortdauernde Mes-
sung aller Zustdnde technisch nicht oder nur unter grofem Aufwand realisier-
bar. Die Verwendung eines Luenberger-Beobachters (] |) zur Schitzung
der nicht messbaren Zustinde ist nur bedingt geeignet, da im weiteren Verlauf
dieser Arbeit vor allem Systeme mit zeitvarianten Systemparametern betrach-
tet werden, bei denen der Regler moglichst zeitnah an das neue System ange-
passt werden soll. Der Luenberger-Beobachter bendtigt dahingehend eine zu

!GemiB LYAPUNOV gilt der Gleichgewichtszustand x, eines Systems genau dann als
stabil, wenn fiir jedes € > 0 eine Zahl § > 0 existiert, so dass fiir jeden beliebigen Anfangs-
zustand ||xo| < ¢ die Eigenbewegung des Systems die Bedingung ||x(¢)| < e fiir alle t > 0
erfiillt. Gilt zusétzlich die Bedingung lim;_, » |[|x(¢)|| = 0, so heifit der Gleichgewichtszustand

asymptotisch stabil (] ] und | D-
2Der garantierte Phasenrand von 60° folgt aus der Eigenschaft der Riickfiihrdifferenzma-
trix, dass |det F(jw)| > 1 gilt (siehe [ D.
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grofle Zeitspanne bei der Kompensation von Stoérungen, sodass zwar eine ak-
tualisierte Riickfithrungsmatrix vorliegt, jedoch die bendtigten Zustandsgrofien
teilweise fehlerhaft sind. Dies miisste durch eine Aktualisierung des Beobach-
ters nach erfolgreicher und vollstindiger Identifikation der Anderungen der
Systemparameter behoben werden.

Ahnliches trifft bei der Verwendung eines Kalman-Filters (siche Anhang D und
[ |) zu, denn auch hier bedarf es einer groBleren Zeitspanne, bis die Ab-
weichungen zwischen realen und geschéitzten Zustandsgroflen beim Auftreten
von Anderungen der Systemparameter kompensiert werden.

Mogliche alternative Ansétze bieten sogenannte adaptive Beobachter, die zum
grofen Teil auf | | basieren und entsprechend weiterentwickelt wurden
(siche beispielsweise | | und | |). Diese Beobachter weisen exponen-
tielle Konvergenz auf und sind somit auch fiir zeitvariante, lineare Systeme
anwendbar.

Um die Notwendigkeit der Schiatzung von Zustandsgréflen zumindest fiir sta-
bile Regelstrecken® vollstindig zu umgehen, soll der in Kapitel 2 vorgestell-
te optimale Zustandsregler in einen Optimalregler mit Ausgangsriickfiihrung
abgewandelt werden, der zusatzlich fiir Folgeregelung und Storkompensation
ausgelegt ist.

Hierfiir werden in diesem Kapitel zunéchst die bisher géngigen Entwurfsver-
fahren fiir optimale Folgeregler mit Zustandsriickfithrung und fiir Stabilisie-
rungsprobleme mit optimaler Ausgangsriickfithrung vorgestellt.

Anschlieflend wird in Abschnitt 6.3 eine eigene, auf dem Newton-Verfahren
basierende Methode zur Bestimmung optimaler Ausgangsriickfiihrungen ent-
wickelt, die im Abschnitt 6.5 dieses Kapitels fiir die Bestimmung von optimalen
Folgereglern mit Ausgangsriickfithrung erweitert wird.

Die Schilderungen in Abschnitt 6.1 und 6.2 lehnen sich eng an Kapitel 7.5 und
7.6 in [ ].

6.1 Entwurfsverfahren fiir optimale Folgereg-
ler mit Zustandsriickfithrung

Aufgabe einer Folgeregelung ist es, die Regelgrofien y(¢) eines dynamischen
Systems in einer bestimmten Zeit den vorgegebenen Fithrungsgrofen wi(t),
auch Sollwerte genannt, beliebig genau anzunédhern, d.h.

lim (w(t) — y(t)) = 0.

Anderungen dieser Sollwerte konnen stetig sein, hiufig sind sie jedoch sprung-
formiger Natur. Sprungférmige Fiihrungsgrofien stellen dabei besondere An-
forderungen an den stabilen Regelkreis, damit nach Abklingen des Ubergang-

3Siehe diesbeziiglich Abschnitt 6.2.
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ZUSTANDSRUCKFUHRUNG

verhaltens im stationaren Verhalten keine bleibenden Regelabweichungen zwi-
schen Fiithrungsgrofien und Regelgrofien verbleiben. Um Regelabweichungen
vollstindig kompensieren zu koénnen, muss die offene Kette* integrales Ver-
halten aufweisen, der Faktor % muss also in der Ubertragungsfunktion G, der
offenen Kette enthalten sein (siehe | 1, [ ]). Dies ist im Allgemei-
nen jedoch nicht der Fall, da Regelstrecken héufiger proportionales Verhalten
aufweisen. Dabei tritt eine bleibende Regelabweichung von

e(0o0) = (I+ C(A — BK) 'B)w(0) (6.1)

auf.
In der offenen Kette kann dieses integrale Verhalten erzeugt werden, indem ein
Regler mit I-Anteil entworfen wird. Eine weitere Moglichkeit mit der bleiben-
den Regelabweichung umzugehen, besteht in der Verwendung eines Vorfilters
wie in (Abb. A.2) dargestellt. Hierbei werden ausgehend von den urspriing-
lichen Sollwerten w(t) neue Sollwerte w(t) bestimmt, welche die bleibende
Regelabweichung e(co) berticksichtigen. Die Regelgrofien y(t), die den neuen
Sollwerten w(t) mit bleibender Regelabweichung e(oo) folgen, nahern sich so
asymptotisch den urspriinglichen Fiihrungsgrofien w(t) an. Fiir einen solchen
Vorfilter gilt:

V=—-(C(A-BK)'B)™" (6.2)

Die Verwendung eines Vorfilters weist jedoch einen entscheidenden Nachteil
auf: die Folgeregelung ist nicht robust. Im Falle von Modellunsicherheiten,
sich d&ndernden Systemparametern oder Auftreten von Storungen, wére eine
Kompensation der Regelabweichungen nicht mehr gegeben.

Geeigneter ist folglich der Ansatz, einen Optimalregler mit entsprechendem
I-Anteil zu entwerfen. Hierzu wird das Zustandsraummodell (3.1) um einen
zusatzlichen Zustandsvektor x,,(t) erweitert, der die integrierte Regelabwei-
chung [e(t)dt = [ (w(t) — y(t))dt enthélt. Mit

X, = e(t) = w(t) — Cx(t)
gilt folglich:

<>:> N (—AC g) <,: %) + (E) u(t) + <(I)>w(t). (6.3)

Fast man die Zustandsvektoren x(¢) und x,,(t) zu einem neuen Zustandsvektor
x(t) = (xT(t) x,,7 (t))T zusammen, so ergibt sich fiir das Giitemaf} (2.31):

J=3 / ()TQX(t) + u(t)"Ru(t)]dt (6.4)

Q= (‘3 C;L) : (6.5)

4Als offene Kette wird die Anordnung aus Regler und Regelstrecke bezeichnet, bei der
keinerlei Riickfithrung der Ausgangs- oder Zustandsgroflen stattfindet.
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KAPITEL 6. OPTIMALREGLER

Abbildung 6.1: Blockschaltbild des Zustandsraummodells mit Folgeregelung fiir Mehrgréfsen-
systeme

Zur Bestimmung eines Optimalreglers fiir (6.3) und (6.4) kann das Verfah-
ren in Ubersicht 2.2 verwendet werden. Fiir den auf diesen Weg bestimmten
Optimalregler gilt somit:

u(t)" = —K*x(t) (6.6)
mit

K= (KK,). (6.7)

(Abb. 6.1) stellt das zugehorige Zustandsraummodell mit Folgeregelung dar.
Unabhéangig davon ob fiir die Sollwertfolge ein Vorfilter oder aber ein entspre-
chender Folgeregler mit integralem Verhalten verwendet wird, gilt als Anfor-
derung an die Regelstrecke, dass die vollstandige Beobachtbarkeit

C
CA
Rg , =n (6.8)

CA™!
sowie die vollstandige Steuerbarkeit (2.15) gegeben ist.

6.2 Herkommliches Entwurfsverfahren fiir op-
timale Ausgangsriickfiihrungen

Da meist nicht alle inneren Zustandsgrofen x(¢) einer Regelstrecke direkt mess-
bar sind, besteht ein alternativer Ansatz zur Zustandsriickfithrung in der Ver-
wendung der Regelgrofien y(t) als Riickfithrung. Die Verwendung einer Aus-
gangsrickfithrung hat den entscheidenden Vorteil, dass der damit hergeleitete
Regler eine einfachere Struktur aufweist als die um einen Beobachter erweiterte
Zustandsriickfithrung. Auch gelten wieder die Forderungen nach vollstandiger
Beobachtbarkeit (6.8) und Steuerbarkeit (2.15) des dynamischen Systems. Die-
se Bedingungen sind notwendig um alle Eigenwerte via Ausgangsriickfithrung
verdndern zu konnen. Sie sind im Allgemeinen jedoch nicht hinreichend, da bei-
spielsweise ein Regelkreis trotz vollstandiger Beobachtbarkeit und Steuerbar-
keit nicht mittels einfacher Ausgangsriickfithrung stabilisierbar ist, wenn der
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Mittelwert der Realteile aller Eigenwerte eine positive reelle Zahl ist. Dies be-
grindet sich in der Tatsache, dass zwar alle Eigenwerte mittels Ausgangsriick-
fithrung verschoben werden konnen, dies aber nicht in allen Fallen zielgerichtet
geschieht, wenn die Verwendung der Regelgrofien an Stelle der Zustandsgro-
Ben zu einer Reduzierung der Freiheitsgrade beim Reglerentwurf fithrt. Die
Reduzierung der Freiheitsgrade tritt immer dann auf, wenn weniger Regelgro-
Ben als Zustandsgrofien beziehungsweise Eigenwerte existieren und somit nicht
alle Eigenwerte gleichzeitig zielgerichtet verschoben werden kénnen. Die nach-
folgenden Entwurfsverfahren beziehen sich aus diesem Grund auf stabile Re-
gelstrecken. Die Regelung eines instabilen dynamischen Systems ist aufgrund
der zuvor aufgefithrten Tatsachen in vielen Féllen nur unter Verwendung eines
Beobachters, wie bereits weiter oben dargestellt, realisierbar.

Einen allgemeinen Uberblick zu Ausgangsriickfiihrungen findet man in |

Mochte man nun eine optimale Ausgangsriickfiithrung der Form

u(t) = —Kyy(t) (6.9)

herleiten, so muss diese das Giitemafl (2.31)

J(x0,u(t)) = /0 " [x()7Qx(t) + u(t) Ru(?)] dt

minimieren:
min J (%0, —K,y(1)). (6.10)
Yy

Wie in (6.10) leicht ersichtlich, ist das Giitemafl und folglich auch die daraus
abgeleitete Riickfithrung K, (xo) abhingig vom Anfangszustand x,. Dies ist
allerdings wenig erstrebenswert, da somit fiir jeden Anfangszustand x, das
Optimierungsproblem (6.10) von neuem zu 16sen ist. Um diese Abhéngigkeit
zu relativieren, wird nach der Riickfiihrung K, gesucht, die im Mittel fiir alle
Anfangszustinde x¢ das Gutema$ (6.10) minimiert. Zu diesem Zweck wird der
Anfangszustand xq als auf der Einheitskugel gleichverteilte Zufallsgroffe im R™
betrachtet. Es gilt somit den Erwartungswert des Giitemafles zu minimieren:

min B{J (0, ~K,¥(2))} (6.11)

Dies wird erreicht, indem das Giitemafl umgeformt wird. Als neues Gilitemaf
wahlt man:

J = x¢" Pxq, (6.12)

wobei P die Losung der Lyapunov-Gleichung
AP +PA = -Q (6.13)
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darstellt”. Die Matrix A stellt hierbei die Systemmatrix des geschlossenen
Kreises mit

A=A -BK,C (6.14)
dar. Fiir die Matrix Q gilt:

Q=Q+C'K,’RK,C. (6.15)
Setzt man (6.14) und (6.15) in (6.13) ein, so resultiert die Riccati-Gleichung
(A -BK,C)"P + P(A - BK,C) + C"K,”RK,C + Q = 0. (6.16)
Des Weiteren gilt fiir symmetrische Matrizen
xo" Pxy = Spur(Pxox,”)
und somit fiir das neue Giitemaf:
J = Spur(Pxgxo").

Fiir das Optimierungsproblem (6.11) folgt somit:
. 1
min E{J(x0, -Kyy(t))} = min ESpur(P). (6.17)

Fir den Erwartungswert E wurde hierbei angenommen, dass die Anfangszu-
stande x¢ auf der Einheitskugel des Zustandsraumes gleich verteilt sind (siehe
[ ]). Weiterfithrend kann nun aus (6.16) eine Optimalitétsbedingung abge-
leitet werden, in dem fiir J = Spur(P) die Ableitung nach K, berechnet wird.
Dies geschieht mittels der fiir die Spur-Funktion definierten Ableitungsregeln.

Die Berechnung von % aus (6.16) ist in | | detailliert dargestellt und
ergibt: 3
dJ T T
— 2(RK,C — B"P)LC”. (6.18)
dK,

Hierbei ist L die positiv definite und symmetrische Losung der Lyapunov-
Gleichung
(A -BK,C)L +L(A - BK,C)" +1=0. (6.19)

Setzt man nun Gleichung (6.18) gleich Null, so erhilt man fiir die Ausgangs-
riickfihrung
K, =R 'B'"PLC’(CLC")". (6.20)

SFiir den Optimalregler mittels Zustandsriickfiihrung existiert ebenfalls eine solche
Lyapunov-Gleichung, sie geht in die zu 16sende Riccati-Gleichung (2.32) iiber. Die Lyapunov-
Gleichung spielt eine wichtige Rolle in der Stabilitdtsanalyse, denn fiir eine beliebige sym-
metrische, positiv definite Matrix Q hat sie genau dann eine symmetrische, positiv definite
Losung P, wenn A asymptotisch stabil ist (siehe [ D-

5Die Spurfunktion ist fiir symmetrische Matrizen definiert. Sie bezeichnet die Summe
aller Diagonalelemente einer Matrix.
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Betrachtet man die Gleichungen (6.16), (6.19) und (6.20), so stellt man leider
fest, dass sich diese Gleichungen gegenseitig bedingen. Dies soll heiflen, dass
eine direkte Berechnung von K, nicht moglich ist, da keine Berechnungsrei-
henfolge zur Losung der Gleichungen bestimmt werden kann. Eine getrennte
Berechnung der Matrizen L und P ist nur moglich, wenn bereits eine Matrix
K, gegeben ist. Folglich kann die Berechnung der optimalen Ausgangsriickfiih-
rung nur iterativ erfolgen. Die herkdmmliche Methode hierfiir wurde in | ]
und weiterfithrend in | | vorgestellt:

Schritt 1: Zu Beginn (k=0) muss eine Ausgangsriickfiihrung Kg bestimmt
werden, fiir die der geschlossene Regelkreis A — BKSC bereits stabil ist.

Schritt 2: Nun beginnt der eigentliche iterative Algorithmus. Es gilt zunéchst
die Riccati-Gleichung

(A - BK''C)"P* + P*(A - BK!'C) + CTKF""RKF'C + Q = 0
und die Lyapunov-Gleichung

(A-BK!'C)L"* +L*(A-BK!'C)" +I=0
nach P* und L* zu lésen.

Schritt 3: Es erfolgt die Berechnung des Gradienten nach

dJ
—9 Kk—l _BTPk Lk T‘
i = 2RKYC JLAC

Des Weiteren wird gepriift, ob die euklidische Norm des Gradienten

dJ
dK,

2

den a priori festgelegten Grenzwert e unterschreitet. Ist dies der Fall, so
wird der Algorithmus beendet, anderenfalls mit Schritt 4 fortgefahren.

Schritt 4: Es wird eine neue Riickfiihrung geméfl

dJ

E_ gok—1
Ky—Ky —ade

bestimmt. Der Skalar a stellt hierbei eine variable Schrittweite dar. Nach
Beendigung von Schritt 4, wird das Verfahren bei Schritt 2 fortgefiihrt.

Das hier dargestellte Verfahren soll nachfolgend noch etwas nédher beleuchtet
werden.

Die im Schritt 1 aufgestellte Forderung nach Bestimmung einer Ausgangsriick-
fithrung Kg, die bereits den betroffenen Regelkreis A — BKSC stabilisiert, ist
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vor allem dann nicht trivial, wenn die zugehorige Regelstrecke instabil ist. In
allen anderen Féllen kénnte Kg = 0 gewéhlt werden. Um jedoch ein allgemein
giiltiges Verfahren zu erhalten, wird in dieser Arbeit vorgeschlagen, zunéchst
fir die gegebenen Giiteforderungen Q und R einen Optimalregler mit Zu-
standsriickfiihrung, wie in Abschnitt 2.3 beschrieben, zu bestimmen. In einem
zweiten Schritt wird diese Zustandsriickfithrung in eine Ausgangsriickfithrung
iiberfiihrt. Jedoch ist eine direkte Substitution der Zustandsriickfiithrung durch
eine Ausgangsriickfiihrung, bei der die Eigenwerte des geschlossenen Kreises
unverandert bleiben, nur selten moglich. Hierfiir miisste gelten:

Rg(E) — Rg(C) (6.21)

wobei K die Zustandsriickfithrung ist. Somit wiirde sich die Ausgangsriick-
fithrung zu K, = KCT(CC”)™! ergeben. Ist Bedingung (6.21) nicht erfiillt,
so muss die Ausgangsriickfiihrung so gewahlt werden, dass die Eigenwerte des
damit geschlossenen Regelkreises x = (A —BK,C)x(t) denen des Regelkreises
mit Zustandsriickfiihrung x = (A — BK)x(¢) moglichst nahe kommen. Hierfiir
muss das Optimierungsproblem

I?{inJ = min |(K,C - K)VW|| (6.22)

mit beliebiger positiv definiter Wichtungsmatrix W und der aus den Eigen-
vektoren gebildeten Matrix V gelost werden. Diese Problemstellung ergibt sich
aus der Tatsache, dass ein Eigenwert der Matrix (A — BK) auch Eigenwert
von (A — BK,C) ist, wenn gilt:

K,Cv; = Kv,. (6.23)

Hierbei ist v; der zu \; gehorende Eigenvektor von (A — BK). Zur Losung des
Minimierungsproblems (6.22) gilt es folglich die Gleichung

J =[(K,C - K)VW][(K,C — K) VW]"

= (K,C - K)VWW'V" (C"K] - K") (6.24)
nach 8K§ abzuleiten und gleich null zu setzen. Mit
9 _ (K,C -K)VWW!VIC” =, (6.25)
OKT
folgt fur die Losung des Optimierungsproblems (6.22)
K, =KVW(CVW)T((CVW)(CVW)")~! (6.26)

(siehe auch [ ])-
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Sollte sich der mit K, geschlossene Kreis auch nicht durch Anpassung der
Wichtungsmatrix W stabilisieren lassen, so miissen die Wichtungsmatrizen Q
und R variiert werden.

Um die in Schritt 2 bendtigten Losungen der Lyapunov-Gleichungen zu erhal-
ten, kann jeweils der Bartels-Stewart-Algorithmus | | verwendet werden.
Des Weiteren kann die in Schritt 4 aufgefiihrte variable Schrittweite beispiels-
weise mittels Armijo-Goldstein-Regeln bestimmt werden (siehe | | und

[Herl1]).

6.3 Nullstellen-basiertes Entwurfsverfahren fiir
optimale Ausgangsriickfithrungen

Ausgehend von den Vorbetrachtungen in Abschnitt 6.2, soll in diesem Ab-
schnitt nun ein Nullstellen-basiertes Verfahren zur Berechnung einer optima-
len Ausgangsriickfithrung hergeleitet werden, welches das Giitefunktional im
gleichen Mafle minimiert wie das herkommliche Verfahren, allerdings zusétz-
lich auf Sollwertfolge erweiterbar ist. Ein solches Vorgehen zur Losung des
Problems der optimalen Ausgangsriickfiihrung mittels Newton-Verfahen wur-
de bereits in | | vorgeschlagen.

Fir diesen alternativen Ansatz werden die in 6.2 aufgestellten Gleichungen
(6.16), (6.19) und (6.18) hinsichtlich der Elemente der Matrizen P, L und K,
parametrisiert. Es gilt die vektorwertige Gleichung

f(P,L,K,) =
vek((A — BK,C)'P + P(A — BK,C) + C'K,”RK,C + Q)
vek((A — BK,C)L + L(A — BK,C)" +1) =0
vek(2(RK,C — BTP)LC”)
(6.27)
zu 16sen.”

Zunachst ist auch bei diesem Verfahren eine initiale Losung notwendig, die als
Prédiktorschritt des Verfahrens dient. Die initiale Ausgangsriickfithrung Kg

"Die Funktion vek stellt hierbei die Uberfiihrung einer Matrix in einen Vektor dar. Dabei
werden die Zeilen der Matrix in Spaltenvektoren transponiert, welche dann untereinander
geschachtelt werden.

ari

Fiir eine 2 x 2 Matrix A = (all a12> wiirde folglich gelten: vek(A) = “12 1 Die Riick-
a;  G22 a1
a22

transformation der Vektorform in eine Matrixform, wird mit vek~' dargestellt.

Ziel der Umformung in einen Vektor ist die Vermeidung von Tensoren bei der Erstellung
der zugehérigen Jacobi-Matrix. Bei der Uberfiihrung der Matrizen P und L ist aufgrund
des symmetrischen Charakters dieser Matrizen lediglich jeweils die obere Dreiecksmatrix zu
verwenden.
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kann aus der optimalen Zustandsriickfithrung fiir die gewtinschten Wichtungs-
matrizen Q und R mittels Gleichung (6.26) bestimmt werden. Dabei ist zu
priifen, ob der mit K geschlossene Kreis (A — BK,C) stabil ist. Ebenfalls
werden fiir den Pradiktorschritt die Losungen P? und L° benétigt. Diese wer-
den mittels Bartels-Stewart-Algorithmus fiir Kg berechnet. Anschlieflend folgt
der Korrektorschritt, wofiir die Jacobi-Matrix

F(p, 1, ky) = grad f(p, 1, ky) =

(arad, ()" (srach(f1))" (erad, ()" (508

)

(gradp<fn(n+1)+m))T (gradl<fn(.n+1)+m))T (gradky (fn.(n-i-l)-i-m))T

benétigt wird. Diese enthélt die Ableitungen des Vektors f(p, 1, k, ) hinsichtlich
der Vektoren p, 1 und k,, die mittels der Funktion vek aus den gleichnamigen
Matrizen gebildet werden. Hierbei steht (grad,(f1))” fiir den Gradienten des
ersten Elements der vektorwertigen Funktion f(p,1,k,) hinsichtlich des Vek-
tors p. Aufgrund der Transposition stellt sich der Gradient als Zeilenvektor dar.
Die Jacobi-Matrix ldsst sich explizit berechnen und parametrisiert darstellen.
Somit muss sie nicht in jeder Iteration des Korrektorschrittes neu berechnet
werden, sondern es geniigt die Elemente der Vektoren p’, IV und kg des j-ten
Iterationsschrittes in F(p,1,k,) einzusetzen. Es gilt nun mittels mehrdimen-
sionalem Newton-Verfahren die Losung der vektorwertigen Gleichung (6.27)
zu finden. Hierbei ist in jedem Iterationsschritt das Gleichungssystem

£(p?, V. Kk)) = ~F(p’,V k)2’ (6.29)

zu 16sen. Die Iterierten der Vektoren p, 1 und k, ergeben sich dann zu

R AN
P = | V| + 2. (6.30)
K/t k/

Nach jedem Schritt ist weiterhin zu priifen, ob [|[f(p/™", V' k™|, die ge-
wiinschte Schranke e unterschreitet. Ist dies der Fall, so kann das Verfahren
beendet und die Vektoren p, 1 und k, wieder in Matrizen iiberfithrt werden.
Nachfolgend wird der eben beschriebene Algorithmus nochmals zusammenge-
fasst:

Schritt 1: j = 0. Priife ob das Paar (A, B) vollstandig steuerbar und das Paar
(A, C) vollstandig beobachtbar ist, sowie ob die gegebene Systemmatrix
A stabil ist (Realteile aller Eigenwerte von A sind kleiner gleich null).

Schritt 2: Bestimme die optimale Zustandsriickfithrung und tiberfithre diese
mittels (6.26) in eine Ausgangsriickfithrung. Diese dient als Initialwert
K. Priife ob der geschlossene Regelkreis (A — BK[ C) stabil ist.
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Schritt 3: Lose die Gleichungen (6.16) und (6.19) mittels Bartels-Stewart-
Algorithmus um die Initiallésungen P° und L° zu erhalten. Uberfiihre
P°, L° und Kg in Vektoren, wobei insbesondere bei den Matrizen P°
und L° aufgrund der Symmetrie nur die obere Dreiecksmatrix in einen
Vektor zu iiberfithren ist.

Schritt 4: Stelle die vektorwertige Gleichung f(P,L,K,) gemafl (6.27) auf
und setze die Vektoren p’, V und kJ in die Jacobi-Matrix (6.28) ein.

Schritt 5: Lose das Gleichungssystem (6.29) und berechne die néchsten Ite-
rierten mittels Gleichung (6.30).

Schritt 6: j = j+ 1. Priife ob die Bedingung ||f(p’,V,kJ)||> < e erfiillt wird.
Sollte dies nicht der Fall sein, so ist zu Schritt 4 zurtickzukehren.

Schritt 7: Uberfiihre die Vektoren p/, ¥ und kJ, in Matrizen.

6.4 Vergleich des herkommlichen und des
Nullstellen-basierten Entwurfsverfahren
fiir optimale Ausgangsriickfiihrungen

Mit Hilfe der nachfolgenden Beispiele sollen nun die zwei Verfahren der vorhe-
rigen Abschnitte 6.2 und 6.3 miteinander verglichen werden.

Zunéchst sei das bereits in Kapitel 3 als Beispiel 1 eingefiihrte lineare, zeitin-
variante und nicht sprungfidhige SISO System zweiter Ordnung mit

—10 10 0
A= < 25 —26,25) ’ b= <1,25>
c = (1 O)
10

gegeben. Fir die Wichtungen im Giitemaf gilt trivialerweise Q = (0 1) und
r = 1. Als optimale Zustandsriickfithrung ergibt sich k = (0,5137 0,2184) und
somit als initiale Ausgangsriickfithrung k2 = 0,5676. Beide Verfahren minimie-
ren das Giitema J = Spur(P) auf den Wert J = 1,2401 mit P = (5;91%1 gzﬁgj )
Die herkémmliche Methode aus Abschnitt 6.2 bendtigt hierfiir sieben Ite-
rationen, bis die Abbruchbedingung mit H% ’2 < 1077 erreicht wird. Die
Nullstellen-basierte Methode benétigt vier Iterationen (siche Tabelle 6.1). Es
ergibt sich eine optimale Ausgangsriickfiihrung von k; = 0,7112.

Des Weiteren soll ein MIMO® System betrachtet werden, das ebenfalls linear,
zeitinvariant und nicht sprungfahig ist. Es wird durch die als Beispiel 4 aufge-
fithrten Zustandsraummatrizen beschrieben.

8MIMO ist die Kurzbezeichnung fiir multiple input/multiple output. Unter diesem Be-
griff werden alle dynamischen Systeme zusammengefasst, die iiber mehrere Eingangs- und
Ausgangsgrofien verfiigen.
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-4 0 -3 1,25 0
A=1|15 -2 01 [, B=| 0 2
1 0 -—15 0,5 0,1

10 O 0
€= <0 0,25 0,3)
Beispiel 4: MIMO System 3. Ordnung

Als Wichtungsmatrizen Q € R*3 und R € R?**? wird jeweils die Einheits-
matrix gewéhlt. Bei diesem MehrgroBiensystem unterscheidet sich die Anzahl
benotigter Iterationen signifikant. Wahrend das Nullstellen-basierte Verfahren
vier Iterationen bendtigt, belduft es sich beim herkémmlichen Verfahren auf
896. Die Abbruchbedingung von H% H2 < 1077 wird hierbei nicht erreicht (sie-

he Tabelle 6.1). Das herkémmliche Verfahren wurde aus diesem Grund nach
1000 Iterationen abgebrochen.

Das Nullstellen-basierte Entwurfsverfahren bietet im Vergleich zum herkémme-
lichen Verfahren zur Bestimmung optimaler Ausgangsriickfithrungen den Vor-
teil, dass vor allem bei Mehrgrolensystemen die Anzahl bendtigter Iteration
bis zum Erreichen des minimalen Gutemafles deutlich geringer ausfillt. Jedoch
bendtigt dieses Verfahren im Gegenzug die Jacobi-Matrix der zu losenden Vek-
torgleichung, was sich zumindest bei der initialen Erstellung der Jacobi-Matrix
als Mehraufwand darstellt.

Der eigentliche Vorteil des Nullstellen-basierten Verfahrens gegentiber der her-
kéommlichen Methode zur Bestimmung optimaler Ausgangsriickfiihrungen kommt
im nachfolgenden Abschnitt zum Tragen, wo weiterfiihrend der Entwurf opti-
maler Folgeregler mit Ausgangsriickfithrung behandelt werden.

6.5 Nullstellen-basiertes Entwurfsverfahren fiir
optimale Folgeregler mit Ausgangsriickfiih-
rung

Nachfolgend soll eine Verfahrensweise hergeleitet werden, deren Ziel es ist,
einen Regler fiir Sollwertfolge und Stérkompensation basierend auf einer Aus-
gangsriickfiihrung, wie in (Abb. 6.2) dargestellt, zu bestimmen. Diese ergibt
sich aus einer Kombination der in den Abschnitten 6.1 und 6.3 vorgestellten
Algorithmen.

Ausgehend von (Abb. 6.2) ergibt sich fiir den geschlossenen Regelkreis:

% = Ax(t) + B(—K,Cx(t) — KyXu(t)) (6.31)

und
%X, = w(t) — Cx(t). (6.32)
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herkommliche Methode Nullstellen Verfahren

fewtionj J || 4] i
1 1,2521 0,1748 1,2521 00,1748
Beispiel 1: 2 1,2406 0,0326 1,2300 0,0126
SISO 3 1,2401 0,0014 1,2400 4,2845e-05
System 4 1,2401 1,0094e-04 1,2401 2,1853e-10
5) 1,2401 7,0746e-06 1,2401 0
6 1,2401 4,9643e-07 1,2401 0
7 1,2401  3,4832e-08 1,2401 0
1 0,7408 0,3884 0,7408 0,0598
2 0,7393 0,1532 0,7018 0,0105
3 0,7390 0,0755 0,7236 1,3042e-04
4 0,7389 0,0496 0,7238 5,8797e-09
Beispiel 2: 5) 0,7389 0,1372 0,7238 0
MIMO 6 0,7387 0,0691 0,7238 0
7 0,7386 0,0479 0,7238 0
System . . . . .
896 0,7238 0,0051 0,7238 0
1000 0,7238 0,0044 0,7238 0

Tabelle 6.1: Vergleich der herkémmlichen Methode zum Entwurf optimaler Ausgangsrickfih-
rungen mit der Nullstellen-basierten Methode anhand eines SISO und eines MIMO Systems
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(0)

w(t) x(t y(t)
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O @Xw(t)@;: u(t) . O x(t) @
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M, |
d

Abbildung 6.2: Blockschaltbild des Zustandsraummodells mit Folgeregelung fiir Mehrgréfsen-
systeme basierend auf Ausgangsrickfihrung

Die Gleichungen (6.31) und (6.32) lassen sich mit der Zustandsgleichung
% A 0\ [ x(t) B x(t) 0
() = (e ) (260) (o) (e 1 (Z50) + (1)
(6.33)

zusammenfassen. Um nun die optimalen Riickfithrungen K, und K, bestim-
men zu konnen, wird (6.33) in die Form

%(t) = (A — BRO)X(t) + (;))w(t) (6.34)
iiberfithrt, mit
3y -0
C= (S ?) ., K= (Ky Kw) : (6.35)

Nun kann der folgende Algorithmus, der sich von dem in Abschnitt 6.3 vor-
gestellten Verfahren ableitet, zur Bestimmung der Reglermatrizen verwendet
werden.

Schritt 1: ;7 = 0. Prife ob das Paar (A,B) vollstindig steuerbar und das
Paar (A, C) vollstindig beobachtbar ist, sowie ob die gegebene System-
matrix A stabil ist.” Bestimme den optimalen Folgeregler mit Zustands-
riickfithrung mittels der gegebenen Giiteforderungen wie in Abschnitt 6.1
beschrieben. Uberfiihre diesen mittels Gleichung (6.26) in die Ausgangs-
riickfithrung szo, die den Initialwert des Losungsverfahren darstellt.

Schritt 2: Berechne die Matrizen des erweiterten Systems geméf (6.35). Prii-
fe ob der geschlossene Regelkreis (A — BK;—,C) stabil ist.

9Die Forderungen nach Stabilitit, Beobachtbarkeit und Steuerbarkeit beziehen sich auf
die urspriingliche Regelstrecke und nicht auf das erweiterte System (6.34).
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Schritt 3: Lose die Gleichungen

(A - BK]':()C)TP + P(A - BK]‘:()C) + CT(szo)TRKjZQC + Q =0
(6.36)

und
(A -BK,;(C)L + L(A - BK,,C)" +1=0 (6.37)

mittels Bartels-Stewart-Algorithmus, um die Initiallosungen P° und L°
zu erhalten.

Schritt 4: Stelle die vektorwertige Gleichung

f(P,L,K) =
vek((A — BK;C)"P; + P;(A — BK;C) + C"(K;)"RK;C + Q)
vek((A — BK;C)L; + L;(A — BK;C)" +1)
vek(2(RK;C — BTP)LC”
=0
(6.38)

auf und setze die mittels der Funktion vek in Vektoren transformierten
Matrizen P;,L; und K; in die Jacobi-Matrix

F(p;.1;,k;) = grad f(p;,1;,k;) =
(grad,(f1))" (grady(f1))" (gradg (f1))"

(gradp(fn(n+1)+m))T (gradl(fn(;z—l-l)—l-m))T (gradky (.fn'(n-i-l)-i-m))T
(6.39)

ein. Da P; und L; symmetrische Matrizen sind, werden bei der Umstel-
lung in Vektorform nur die oberen Dreiecksmatrizen verwendet.

Schritt 5: Lose das Gleichungssystem
f(p;,1;, k) = —F(p;, 1, k;)z’ (6.40)

und berechne die nachsten Iterierten mit

Pj+1 bj
L | =1L | +ajz. (6.41)
Kj k;

Die Schrittweite a; ergibt sich hierbei aus einer linearen Suche mittels der
Armijo-Regel. Es gilt of* = 27™ (mit m = 0,1,2,...). Die Laufvariable
m wird hierbei solange erhoht bis die Bedingung

[E@s1 L ki) | < €051, Ky) + 70 F(py. 1 Ky )z |

mit 0 < 7 < 1 erfullt ist.
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Schritt 6: j = j+ 1. Priife, ob die Bedingung Hf(pj, 1;, f{j)Hz < e erfullt wird.
Sollte dies nicht der Fall sein, so ist zu Schritt 4 zurtickzukehren.

Schritt 7: Uberfiihre die Vektoren p;, 1; und l~<j in Matrizen.

Der hier dargestellte Algorithmus kann natiirlich auch auf Grundlage des her-
kommlichen Verfahrens aus Abschnitt 6.2 entwickelt werden. Hierbei kénnen
jedoch Probleme im Konvergenzverhalten vor allem bei stiarkerer Wichtung
von R auftreten. Tabelle 6.2 stellt den Verlauf des Entwurfsverfahren basie-
rend auf der herkémmlichen und der Nullstellen-basierten Methode anhand
des SISO Beispiels 1 auf Seite 23 und einer Auswahl an Giiteforderungen ge-
gentiber. Im aufgefithrten Fall b) mit » = 10, ¢, = 1 und Q = I, zeigt das
auf der herkdbmmlichen Methode basierende Verfahren keine Konvergenz. Das
Nullstellen-basierte Verfahren konvergiert nach 48 Iterationen.

Die hierfiir in Tabelle 6.2 aufgefiihrten Beispielverlaufe der beiden Verfahren
zeigen nicht nur auf, dass der Nullstellen-basierte Algorithmus dieser Arbeit
schneller konvergiert. Vielmehr wird verdeutlicht, dass er auch dann einen
giiltigen Minimalwert des Giitefunktionals J findet, wenn beim herkémmlichen
Algorithmus keine Konvergenz auftritt.
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herkommliche Methode Nullstellen Verfahren

Tteration j J Hj—;H J Hg—;H
1 41,2145  28.5992 412145 28,5992
9 40,9576 8,1391 37,2838 6,1245
a) 3 38,0266 1,9977 37,0640  0,9570
Q = 100-T, 4 37,9820  1,9352 374281  0,0384
r=1, 5 37,9742 1,8764 374530 4,0048¢-05
o = 1 6 37,9328  1,7650 374530  4,5537c-11
500 37,4530 3,99400-06 374530 0
1 9207,7285 18,1333 207,7285 18,1333
9 188,7708 39,5695 1942323 17,7553
3 262,3869 28,9223 181,2380 17,3785
4 120,3458 14,2512 174,9866 17,2165
b) : : : : :
Q=1 10 9235022 11,5436 139,9569 16,2694
r =10, 11 0,0314 19,1668 137,2348 16,1977
Guw =1 12 “14,1406 13,3042 134,5407 16,1261
48 gestoppt - keine Konvergenz 18,5389  4,0893e-10
1 92,2429  1,8609 992429  1,8609
¢) 9 21,8181  1,5779 20,9903  0,3730
Q=1 3 21,6491  1,3628 91,3593  0,0152
r=1, 4 91,5820  1,0748 21,3985  1,6832¢-05
o = 10 5 21,4738 0,7279 21,3985  1,5258¢-11
39 91,3985  2.6479¢-07 21,3985 0

Tabelle 6.2: Berechnung von Ausgangsrickfihrungen fiir Folgeregelung. Beispielhafter Ver-
gleich von Nullstellen-basiertem und herkommlichem Verfahren fiir verschiedene Wichtungs-
matrizen. Beispiel 1: SISO System

69



KAPITEL 6. OPTIMALREGLER

70



Kapitel 7

Echtzeitanpassung des
optimalen Reglers

Das im vorigen Kapitel vorgestellte Nullstellen-basierte Verfahren zur Bestim-
mung von Ausgangsriickfiilhrungen zeigt gegeniiber dem herkémmlichen Ver-
fahren [ | besonders im Fall der Sollwertfolge und Stérkompensation eine
groflere Robustheit im Konvergenzverhalten. Beide Algorithmen haben jedoch
gemein, dass sie numerisch aufwendig sind, was sich in einer entsprechenden
Laufzeit widerspiegelt. Dies kommt vor allem dann zum Tragen, wenn Regler
nicht a priori entworfen werden, sondern wahrend des laufenden Prozesses, um
beispielsweise eine Adaption an gednderte Systemparameter zu ermoglichen.
Eine Moglichkeit, dieser Problematik zu begegnen, besteht in einer Aufteilung
der Reglerberechnung in zwei Phasen. Dabei soll im ersten Schritt moglichst
zeitnah eine gute Naherung des neuen Reglers bestimmt werden. Der zwei-
te Schritt besteht dann in der exakten Berechnung des Reglers mittels des
in Kapitel 6 hergeleiteten Verfahrens. Somit kann die Regelung bereits mit
der approximierten Losung fortgefithrt werden, wiahrend parallel die exakte
Berechnung des neuen Reglers erfolgt. Es wird folglich zwischen einem Prédik-
torschritt und einem Korrektorschritt unterschieden.

Die nachfolgend aufgefiihrte vorlaufige Naherungslosung entspricht dabei dem
Prédiktorschritt.

In Kapitel 6 wurde der Pradiktorschritt vom optimalen Zustandsregler abgelei-
tet, der zunéchst fiir die gegebenen Giiteforderungen (Q, R und Q,,) bestimmt
wurde. Hierbei handelt es sich allerdings nicht um eine allzu gute Naherung
der optimalen Ausgangsriickfithrung. Fiir das SISO System Bsp. 1 auf Sei-
te 23 wurde beispielsweise in Abschnitt 6.3 fiir die Wichtungen Q = (é ?)

und 7 = 1 eine initiale Ausgangsriickfithrung von kg = 0,5676 bestimmt. Die
fir diese Giiteforderungen optimale Ausgangsriickfiihrung liegt allerdings bei
ky = 0,7112.

Nachfolgend soll nun in diesem Kapitel die in | | vorgestellte Methode né-
her betrachtet werden, die approximierte Losungen fiir gestorte Optimalregler
zur Verfiigung stellt. Diese urspriinglich fiir Zustandsregelung ausgelegte Me-
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thode soll zunachst um einen Korrektorschritt erweitert werden, um somit die
Berechnung des exakten Optimalreglers, die in einem zweiten Schritt erfolgt, zu
ermoglichen. Im letzten Abschnitt dieses Kapitels wird diese Verfahrensweise
dann auf die im Kapitel 6 vorgestellten Regler angepasst.

7.1 Echtzeitanpassung des klassischen Riccati-
Reglers

Das in diesem Abschnitt behandelte Verfahren wurde in | | und weiter-
fihrend in | | entwickelt und vorgestellt. Es bedient sich einer Methode
der parametrischen Sensitivitatsanalyse (siche | ]), um approximierte Lo-
sungen fiir durch Stérungen verinderte Regelkreise in Echtzeit! zur Verfiigung
zu stellen. Hierbei werden Riccati-Regler (optimale Zustandsregler) betrachtet.
Den Ausfithrungen in | | folgend, soll dieses Verfahren nachfolgend vor-
gestellt werden. Die Erlauterung der Methode folgt stark der Quelle | ].
Ausgangspunkt dieses Verfahrens ist folglich wieder ein lineares, vorerst zei-
tinvariant angenommenes dynamisches System

x = Ax(t) + Bu(t), x(t = 0) = xo,
y(t) = Cx(t)

mit der Forderung nach Beobachtbarkeit an das Paar (A, C) und nach Steu-
erbarkeit an das Paar (A, B). Die optimale Losung

u(t)* = -K*x(t) = R™'B"Px(¢t)
fiir das Giitefunktional
J= % [ [0 Qx(t) + u(t) Run)] a1
erhilt man durch Losung der Matrix-Riccati-Gleichung
AP +PA -P'BR'B’P+Q =0,

wie bereits im Kapitel 2 ausfithrlich beschrieben wurde.

Die Problemstellung wird nun erweitert, indem sowohl das Modell der Regel-
strecke als auch das Giitefunktional und der Anfangswert? um lineare und nicht
lineare Storungen erweitert werden. Diese Abweichungen, respektive Storun-
gen, des urspriinglichen Optimierungsproblems werden in einem Vektor p € R?
zusammengefasst. Das neue Optimierungsproblem stellt sich nun wie folgt dar:

min J<x<t>,u<t>,p>:§ /0°° x(t)"Q(p)x(t) + u(t) R(p)u(t)| dt, (7.1)

u(t),x(t)

n | ] werden diesbeziiglich Zeitspannen im Nanosekundenbereich aufgefiihrt.

2Eine Stoérung im Anfangswert X, was gleich bedeutend mit einer Verschiebung des
selbigen ist, wird jedoch als wenig relevant erachtet, da Optimalregler gerade dafiir ausgelegt
sind, fiir beliebige Anfangswerte eine optimale Trajektorie der Regel- und Zustandsgréfien
zu garantieren.
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x = A(p)x(t) + B(p)u(t), x(t=0,p)=x0(p), (7.2)

y(t) = Cp)x(). (7.3)

u(t)” = —K(p)™x(t). (7.4)

Fiir p =0 (po) liegt unterdies wieder das ungestorte dynamische System vor.
Um nun eine Naherung des hinsichtlich der Storung p adaptierten Reglers
bestimmen zu konnen, wird zundchst das Optimierungsproblem (7.1) in das
gestorte, unbeschrankte, nichtlineare Optimierungsproblem

mln J(K,p) =

; / x(t.K. ) Q(p)x(t. K. p) + (Kx(t. K.))"R(p) (Kx(t. K. p))] at
(7.5)

mit J(K, p) = J(x(t,K, p), -Kx(t,K, p), p) transformiert. Der Vorausset-
zung folgend, dass (7.5) beziiglich der Riickfithrung K und des Vektors p
zweimal stetig differenzierbar ist, existiert eine Umgebung P(p,), sodass das
Optimierungsproblem (7.5) fir alle p € P(p,) eine eindeutige Losung besitzt.
Somit konnen mittels des Gleichungssystems

dK 5 B A
Qp Po) = —(Vikk (Ko, )~ Vi, J (Ko, po) (7.6)
die Sensitivitatsableitungen Cé—lj(po) berechnet werden (siche auch | | und

[ ]). Diese kénnen nun zur Approximation einer an die Storung adaptierten
optimalen Riickfithrung K(p) mittels einer Taylorreihe, die nach dem linearen
Glied abgebrochen wird, herangezogen werden.

dK

—(po)Ap (7.7)

K(p) =K(p, + Ap) =~ K(p) := K(p,) + o

Damit dieses Verfahren als Echtzeitapproximation anwendbar ist, miissen die
Berechnungen des Optimalreglers K(p,) und der Sensitivitatsableitungen

% (py) bereits a priori erfolgen. Des Weiteren diirfen aufgrund der auftretenden
Storungen p die Stabilitats- und Beobachtbarkeitsforderungen nicht verletzt
werden.

Fundamentaler Bestandteil des hier beschriebenen Approximationsverfahrens
sind die Sensitivitdtsdifferenziale der optimalen Riickfithrung K beztiglich der
Storung p in p,. In | | wird zur Losung der Problemstellung (7.1)-(7.3)
auf ein besonderes Sequential Quadratic Programming-Verfahren (SQP) ver-
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wiesen, das den Namen WORHP? triagt. Bei dieser Methode kénnen mittels
weniger zusatzlicher Aufwendungen die Sensitivitdten als Nebenprodukt be-
stimmt werden.

Beziiglich Optimierungsproblemen geringerer Dimension, die sich auch nicht
durch eine schwache Besetzung auszeichnen, ist die Ermittlung dieser Sensi-
tivitatsdifferenziale auch mittels des zentralen Differenzenquotienten maoglich

(siehe | ).

AK o _ Kl + 34p) — K(p, — 34p)
Ap Po) - Ap

(7.8)

Hiervon wird auch in dieser Arbeit Gebrauch gemacht, dabei werden die selben
Ergebnisse wie in | | erzielt.

Mittels des nachfolgenden Beispiels soll das hier beschriebene Verfahren veran-
schaulicht werden. Zur besseren Vergleichbarkeit wird dabei auf das ebenfalls
in | | verwendete Beispiel zuriickgegriffen.

Es sei das um den Gleichgewichtspunkt linearisierte, inverse Pendel gegeben,
im Folgenden als "Beispiel 5” bezeichnet.*

w 01 0 0\ /w 0
—0,5gm . 1

w - 00 ﬁzg 0 w + B2 U

0 0 0 0 1 0 0

. 3 . 1

6) \oo £ o/ \d) \z:

61:M+m, 62:M+0,5m
x(t) = (w b 0 6)7

Beispiel 5: SISO System 4. Ordnung mit variablen Systemparametern (inverses Pendel)

Das Pendel, bestehend aus einem beweglichen masselosen Stab der Lange [, an
dessen Ende sich die kugelformige Masse m befindet, ist an einem Wagen mit
Masse M zentral befestigt. Durch Bewegung des Wagens in x-Richtung soll die
Masse m im oberen Gleichgewichtspunkt (Stab senkrecht mit Masse m ober-
halb des Wagens) stabilisiert werden, wobei w die horizontale Verschiebung
des Wagens und v die Kraft auf den Wagen beschreibt. Fiir den aufrechten
Gleichgewichtspunkt gilt # = 0°. Aufgrund der Linearisierung werden hierbei

SWORHP: ,We Optimize Really Huge Problems“, bezeichnet einen von der ESA (Eu-
ropean Space Agency) finanzierten Sparse NLP-Solver (NonLinear-Programming-Verfahren
zur Losung schwach besetzter nichtlinearer Optimierungsprobleme), der in einer Kooperati-
on der Firmen ASTOS SOLUTION GmbH und Skysoft (Lissabon), sowie Mitarbeitern der
Universitdten Coimbra, Birmingham und Bremen entwickelt wurde. Diese Software ist in der
Lage, Probleme mit mehr als 2 500 000 Variablen und mehr als 5 000 000 Beschrankungen
zu l6sen.

4 Anders als hier aufgefiihrt, wird in | | B2 mit m angegeben. Dies ist allerdings
inkorrekt.
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nur Anfangsauslenkungen von # < 5° betrachtet. Es wird nun der Vektor p
mit p = (M m | «)” definiert. Hierbei ist a wesentlicher Bestandteil der
Wichtungsmatrix

a 0 0 0
00 00
Q= 00 00
00 00
Des Weiteren gilt » = 1 — «. Fir den ungestorten Fall wird

T
Po = (10 11 0,5) festgelegt. Lost man nun die Riccati-Gleichung

A(py)"P(py) +P(py)Apy) — P(poy) b(po)r(pe)~'b(py) P(py) + Q(py) =0

mittels des in Abschnitt 2.3 vorgestellten Verfahrens, so ergibt sich

2,7874  7,7696 57,6489 26,0392

P(p,) 7,7696 37,4354  295,3420 133,4063
0 57,6489 2953420 7,4766-10% 3,3234-10°
26,0392 133,4063 3,3234-10% 1,4774-10°

(7.9)

Fiir den Regler k folgt dann aus den Gleichungen (2.23) und (2.20)

k =1(py) 'b(py) P(py) = — (1,0000 55748 260,2582 115,2978)T.

Diese Schritte miissen nun unter Zuhilfenahme von Gleichung (7.8) fur jedes
Element von p ausgehend von p, wiederholt werden, um die Sensitivitaten der
einzelnen Elemente von k hinsichtlich der Elemente p; von p zu erhalten. Wahlt
man Ap; = 1078, so erhélt man fiir die parametrischen Sensitivititsableitungen

dk/dpy\
dk | dk/dp,
&(Po) - dk/dp3
dk/dpy
—1,0510-107% —3,1841-10"" —2,7456-10"" —2,0000
| —0,2149 —0,1958 —0,4431 —6,4611
N —21,5523 —20,5101 —24,2264 —48,4527
—9,7349 —7,0069 —68,5916 —21,8854

Es soll nun beispielhaft der Fall betrachtet werden, dass sich die kugelférmige

Masse am Ende des Pendelstabes halbiert und simultan die Anforderungen

an die Wichtungsmatrizen mittels des Parameters a modifiziert werden. Mit
T

Poou = (10 0,5 1 0,75) ergibt sich geméafl Gleichung (7.7) fiir die ange-

passte, approximierte Riickfithrung

K(pucs) = Kp0) + (o (P0) P = )

:—(1,5 7,0922 262,1163 117,2657).
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Die exakt berechnete Riickfiihrung wére in diesem Fall
K(ppe) = — (1,7321 T,5790 265,5807 118,8247) .

Die Differenz von exakter und geschétzter Riickfiihrung begriindet sich in der
Linearisierung der Problemstellung durch Verwendung der Sensitivitatsablei-
tungen und nimmt folglich mit wachsendem Ap zu. Die approximierte Riick-
fithrung stellt trotzdem einen Regler dar, der besser als die urspriingliche Riick-
fiihrung an die verdnderten Systemparameter angepasst ist. Er kann somit
zum Einen als direkt verflighbare Zwischenlosung dienen, um einer potentiellen
Destabilisierung des dynamischen Systems durch eine Anderung der System-
parameter vorzubeugen, andererseits stellt dieser Naherungswert, wie bereits
zuvor angedeutet, einen guten Pradiktorschritt bei der Echtzeitadaption eines
Reglers dar.

7.2 Erweiterte Echtzeitanpassung des klassi-
schen Riccati-Reglers

Wie bereits zuvor dargestellt, handelt es sich bei dem im Abschnitt 7.1 vorge-
stellten Verfahren um ein Approximationsverfahren, da auf einen Korrektor-
schritt im Anschluss an den Pradiktorschritt CS—I:(pO)Ap verzichtet wird. Ein
Préadiktorschritt im herkdmmlichen Sinne ist jedoch auch nicht moglich, da
sich einerseits (7.7) nicht in der Form f(x,¢) = 0 darstellt und andererseits
die Abhéngigkeiten der Rickfiihrung K vom Vektor p nicht explizit als Glei-
chungssystem zur Verfiigung stehen.

Mo6chte man nun an das Echtzeitapproximationsverfahren einen Korrektor-
schritt anhéngen, kann dies durch Einbindung eines n-dimensionalen Newton-
Verfahrens erzielt werden. Dies bedarf allerdings eines Nullstellenproblems der

Form
filz1,29,...,2,) =0 (1=1.2,...,n). (7.10)

Um dieser Forderung nachzukommen, wird nun nicht mehr die Riickfithrung
K direkter Gegenstand des Approximationsverfahrens sein, sondern die Lo-
sungsmatrix P € R™*" der zeitinvarianten Matrix-Riccati-Gleichung (2.32)

PBR'B’P -PA - ATP - Q =0,

respektive nach Uberfithrung der konstanten Matrizen in Abbildungen der Sté-
rung p (siche (7.2))

P(p)B(p)R(p)"'B(p)"P(p) — P(p)A(p) — A(p)"P(p) — Q(p) = 0. (7.11)

Wird nun die Matrix-Riccati-Gleichung (7.11) (nachfolgend mit F(p) bezeich-
net) mittels der in Abschnitt 6.3 eingefiihrten Funktion vek in den Vektor
f(p) € R™ iiberfiihrt, so liegt ein vektorwertiges Nullstellenproblem vor, auf
das der nachfolgende Algorithmus angewendet werden kann.
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Schritt 1: Bestimme die Losung P(p,) der Matrix-Riccati-Gleichung (7.11)
mittels des in Abschnitt 2.3 vorgestellten Verfahrens fiir den ungestorten
Fall p,. Uberfiihre die Losungsmatrix P(p,) in den Vektor p(p,) mittels
der Funktion vek. Da P eine symmetrische Matrix ist, ist lediglich die
obere Rechtsdreiecksmatrix in einen Vektor zu tiberfithren. Der Vektor

p hat somit die Lénge n = w

P(py) = vek(P(py))

Schritt 2: Berechne die Sensitivitatsableitungen von p € R™ hinsichtlich p €

R?in p, , ,
o1 .. Om
dp o P
P = (7.12)
P Opn .., 9pa
pP1 Pq

mittels des zentralen Differenzenquotienten

Ap P(po + 380) — P(Po — 38p)
— = . 7.13
Ao () : (713)
Schritt 3: Pradiktorschritt. Berechne den Vektor Ap € R" mit
dp
Ap = —(py)Ap (7.14)

dp

und Ap = po. — Po- Nach Riicktransformation des Vektors Ap in die
Matrixform mittels
AP = vek ™ (Ap)

erfolgt die Berechnung der approximierten Losung der Riccati-Gleichung
fir p, ., mit

P(pneu) = P(pO) + AP (715)
und der approximierten Riickfiihrung
K(pneu) = R(pneu)_1B<pneu)T15(pneu>' (7'16)

Schritt 4: Aufstellen der Jacobi-Matrix F(p(p), p) der Riccati-Gleichung be-
ziiglich des Vektors p(p)

(gradp(fl));
Fip(p).p) = rad fp(p).p) = | B2
(gradp(fﬁ))T
und Einsetzen der in Schritt 3 approximierten Losung der Riccati-Gleichung

P(Pueu)-
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Schritt 5: Korrektorschritt. Der Korrektorschritt erfolgt in Form eines ver-
einfachten n-dimensionalen Newton-Verfahrens , um den Rechenaufwand
einer Neuberechnung der Jacobimatrix in jedem Iterationsschritt zu um-
gehen. Als Iterationsvorschrift gilt

pt =p' +z. (7.18)
Um den Vektor z zu ermitteln, gilt es das Gleichungssystem
F(B(Pen))7 = —£(') (7.19)
zu losen. Des Weiteren ist zu priifen, ob die Bedingung
IE(PY)| < e (7.20)

erfilllt ist und somit das Newton-Verfahren abgebrochen werden kann.
Die Schranke € > 0 ist eine frei wahlbare Konstante. Auch ist es mog-
lich eine maximale Anzahl [, an Iterationsschritten vorzugeben, nach
Erreichen derer trotz Nichterfilllung von (7.20) das Newton-Verfahren
abgebrochen wird.

Nachfolgend sei noch ein Hinweis zur Losung des Gleichungssystems
(7.19) gegeben. Da die Jacobi-Matrix F'(p(p), p) nicht quadratisch ist
lasst sich Gleichung (7.19) nicht durch einfaches Invertieren der Jacobi-
Matrix losen. Des Weiteren liegt mit Gleichung (7.19) ein iiberbestimm-
tes Gleichungssystem vor. Hierfiir ergeben sich zwei Losungsanséitze, wo-
bei fiir beide Ansétze die Forderung gilt, dass F/(p(p), p) den Maximal-
rang n hat, d.h. die Spalten der Jacobi-Matrix linear unabhéngig sind.

Ein moglicher Losungsweg besteht in einem Orthogonalisierungsverfah-
ren. Hierbei wird die Jacobi-Matrix durch QR-Zerlegung mittels House-

holder- oder Givens-Transformation (siche auch | ]) in die Ma-~
trizen Q und R iiberfiihrt, so dass F(p(p), p) = QR gilt, mit Q’Q = E
und
1,1 T2 ot TMa
R B R - r272 . T2.,FL
=g = o]
Tn,n
0
0 € RO yund Q € R™*™ (siche auch | ]). Anschliefiend
muss nun das Gleichungssystem
Rz = —Q'f(p')

gelost werden.
Ein zweiter Losungsweg besteht in der Verwendung der Pseudoinversen®

®Die Pseudoinverse leitet sich {iber die Gauf-Transformation (siehe [ ]) her, die
beide Seiten des Gleichungssystems (7.19) mit (F(p(p))? multipliziert. Von der entstehen-
den Matrix (F(p(p))TF(p(p) kann nun die Inverse gebildet und Gleichung (7.19) nach z
umgestellt werden.
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der Jacobi-Matrix, die sich definiert durch

(F(B(p)" = (F(B(p)) F(B(p)) " (F(P(p)".

Dabei ist dann das Gleichungssystem

z=—(F'(b(p))" £(p")

zum Beispiel mittels Cholesky-Verfahren zu lésen (siche | D).
Hierbei ist darauf zu achten, dass der Losungsfehler ||(F(p(p))z + £(p?)]|
moglichst gering wird.

Schritt 6: Riicktransformation des Vektors p(p,.,) in eine symmetrische Ma-
trix P(p,e,) und Berechnung der zugehorigen optimalen Riickfithrung
K<pneu)* mit

K(ppen)” = R(Ppew) " B(Pnen) P (Ppen)- (7.21)

Zur besseren Veranschaulichung des erweiterten Algorithmus wird dieser nach-
folgend auf das im vorigen Abschnitt vorgestellte Beispiel des invertierten Pen-
dels angewendet.

Die fiir Schritt 1 benotigte Losung der Matrix-Riccati-Gleichung (7.11) fiir den
ungestorten Fall p, wurde bereits in Abschnitt 7.1 Gleichung (7.9) berechnet.
Die Matrix P(p,) wird im néchsten Schritt in die Vektorform iiberfiihrt:

P(py)
2,7874
7,7696
57,6489
2,7874  7,7696 57,6489 26,0392 26,0392
ek 7,7696 37,4354  295,3420 133,4063 B 37,4354
- Ve 57,6489 295,3420 7,4766-10% 3,3234-103 | 295,3420
26,0392 133,4063 3,3234-10% 1,4774-103 133,4063
7,4766 - 103
3,3234 - 10°
1,4774 - 103

Im zweiten Schritt werden die Sensitivitatsableitungen von p im Punkt p,
bestimmt. W&hlt man fiir den Differenzenquotient eine Schrittweite von Ap =

79



KAPITEL 7. ECHTZEITANPASSUNG DES OPTIMALEN REGLERS

1,0-107°, so erhilt man

0,1074 0,0979 0,2216 3,2305

0,5989 0,5457 1,2352 2,4704

4,8674 3,5034 34,2058 4,9409

2,177 1,5915 28,5071 4,9197

dp, . | 45115 4,2063 6,8319 —23.7717
%(’W_ 37,3230 29,2264 1882294  —214,2254
16,8538 13,2558  151,4230  —96,7728
1,2536 - 10° 1,0209 - 103 5,1349 103 —1,2160 - 10*
561,2034  403,9381  3,9542-10% —5,3851 - 10

251,2216 157,7326 25011 -10% —2,385-10°

y T

In Ubereinstimmung mit dem vorigen Abschnitt gilt p, ., = (10 0,5 1 0,75) :

Fir die Anderung der Systemparameter in Schritt 3 folgt dann
T

Ap=(0 =05 0 025) und somit

0,7587
0,3447
0,9840
0,4395
—8,0461
—68,1695
—30,8211
—3,5505 - 103
—1,5482 - 103
—675,1168

und

3,5461  8,1143 58,6329 26,4787
~ 8,1143 29,3894  227,1725 102,5852

P(pnen) = 58,6329 227,1725 2,9262-10% 1,7751-10%|" (7.22)
26,4787 102,5852 1,7751-10%  802,3225
Hieraus resultiert der approximierte Regler
f{(pneu) = R(pneu)_lB(pneu)Tf)(pneu)
(7.23)

:—(2,0000 8,5476 257.7173 116,5175)T.

Diese approximierte Losung ist im Vergleich zu der in Abschnitt 7.1 ermit-
telten Néaherungslosung schlechter und in diesem besonderen Fall auch nicht
besser als die fiir den ungestorten Fall bestimmte Riickfithrung. Dies begriin-
det sich jedoch in der Tatsache, dass die Matrixelemente der ersten Zeile von
P hinsichtlich des Parameters « (viertes Element von p) fiir den ungestérten
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Fall (a = 0,5) in der unmittelbaren Néhe eines lokalen Maximums liegen. Dies
spiegelt sich in einer gewissen Ungenauigkeit der Sensitivitdatsableitungen wi-
der.

Der anschlieBende Korrektorschritt mittels vereinfachten Newtonverfahren, wie
in Schritt 5 dargestellt, fithrt innerhalb von fiinf Iterationen zum exakten Er-
gebnis fiir die Losungsmatrix

3,2818  7,1802 51,4523 23,2372
7,1802 26,1720  201,9068 91,1866

Ppuea) = 51,4526 201,9068 3,9364 - 103 1,7649- 103 (7.24)
23,2372 91,1866 1,7649-10%  791,3499
der Riccati-Gleichung und fiir den optimalen Regler
k(pneu)* = R(pneu)_lB(pneu)TP(pneu)
(7.25)

:—(1,7321 75790 265,5807 118,8247)T.

Da dieses erweiterte Verfahren zur Echtzeitanpassung numerisch recht auf-
wendig ist und im Besonderen im Fall des optimalen Zustandsreglers (Riccati-
Regler) mit dem in Abschnitt 2.3 vorgestelltem Verfahren bereits eine weni-
ger aufwendige Methode zur Verfliigung steht, wird im nachfolgen Abschnitt
die Anwendbarkeit dieses Verfahrens fiir optimale Folgeregler mit Ausgangs-
riickfithrung (siehe Kapitel 6) betrachtet, da fir diese Regler wiederum kein
explizites Verfahren vorliegt.

7.3 Erweiterte Echtzeitanpassung fiir optima-
le Folgeregler mit Ausgangsriickfiihrung

In den Abschnitten 6.3 und 6.5 dieser Arbeit, wurden numerische Verfahren
zur Bestimmung optimaler Regler mittels Ausgangsriickfithrung hergeleitet.
Wie auch schon beim herkémmlichen Verfahren zur Bestimmung optimaler
Ausgangsriickfithrungen in Abschnitt 6.2, bedarf es wegen der Verschrankung
der zugrundeliegenden Gleichungen eines iterativen Vorgehens und eines be-
reits gegebenen Reglers K° = (Kg K?U) Dieser wurde in Kapitel 6 fiir die
gegebenen Wichtungsmatrizen Q und R vom optimalen Zustandsregler K* des
dynamischen Systems abgeleitet.

Um im Falle von Anderungen in den Systemparametern einen moglichst guten
Ausgangswert K° im Pradiktorschritt der Verfahren zu erhalten, um auf diese
Weise die Anzahl der notwendigen Iterationen im Korrektorschritt zu minimie-
ren, soll die Methode der Echtzeitanpassung aus | | fur diese Verfahren
adaptiert werden.

Hierbei wird von der Tatsache ausgegangen, dass ein entsprechender optimaler
Regler mit Ausgangsriickfiihrung geméafl Abschnitt 6.5 fiir die gegebenen Sy-
stemparameter und Giiteforderungen bestimmt wurde. In Abschnitt 7.1 wur-
de in Anlehnung an | | der Vektor p € R? als Zusammenfassung der
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Storungen oder Abweichungen des dynamischen Systems bezeichnet. Korrek-
terweise stellen die Elemente von p vielmehr die veranderlichen Parameter
des dynamischen Systems dar. Des Weiteren soll p neben diesen Parametern
auch die Elemente der Hauptdiagonalen der Wichtungsmatrizen Q, R und
Q., fithren, um somit zusétzlich eine schnelle Anderung der Giiteforderungen
umsetzen zu konnen. Fiir das initiale dynamische System, das durch p, be-
schrieben wird, liegen als Ausgangsbedingungen fiir den nachfolgenden Algo-
rithmus neben dem optimalen Regler K(p,)* auch die Losungsmatrizen P(p,)
und L(p,) der Lyapunov-Gleichungen (6.13) und(6.19) vor. Fiir eine erweiterte
Echtzeitanpassung erschlielt sich dann folgendes Vorgehen:

Schritt 1: Bestimme a priori mittels Differenzenquotient die Sensitivitats-
ableitungen der Matrizen K(p), P(p) und L(p) hinsichtlich p € R? fiir

Po
o .. om on ... o
dp o . dl s e
L N R R &
P1 14 P1 Pq
ok ok (7.26)
dl_( p1 Pq
—(po)=1| : .
dp Oky ... Ok
P1 Pq

Hierzu bedarf es wieder einer vorangehenden Transformation der Matri-
zen K(p), P(p) und L(p) in die Vektorform mittels der Funktion vek.
Da P und L symmetrische Matrizen sind, geniigt es jeweils die obere
Rechtsdreiecksmatrix in einen Vektor zu tiberfithren. Diese Vektoren ha-
ben dann die Lange n = 27" ;i = w

Schritt 2: Dieser Schritt erfolgt sobald eine Anderung Ap in den System-
parametern oder Giiteforderungen identifiziert wurde. Er stellt den Pra-
diktorschritt des Nullstellen-basierten Entwurfsverfahrens dar. Es gilt die
Néherungslosungen fiir K(p), P(p) und L(p) mittels der zuvor bestimm-
ten Ableitungen (7.26) zu bestimmen.

X

(Brew) = Klpy) + vek*(%(pomp)

w

(Boen) = Plp) + vek-1<j—§<pomp>

L(pyen) = Lipo) + vek*(%(pomp)

(7.27)

Schritt 3: Mit diesem Schritt beginnt der Korrektorschritt. Er beinhaltet die
Schritte 4 bis 7 des in Abschnitt 6.5 dargestellten Algorithmus. Als In-
itialwerte des Newton-Verfahrens werden jedoch die Naherungslosungen

K(p,en), P(p,.,) und L(p,.,) aus Schritt 2 gewdhlt.
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Der hier aufgefithrte Algorithmus ist fiir SISO wie auch fiir MIMO Systeme
beliebiger Ordnung geeignet. Aus Griinden der Darstellbarkeit vor allem im
Hinblick auf die Dimension der Ableitungsmatrizen, wird nachfolgend das SISO
System zweiter Ordnung Bsp. 1 als Anwendungsbeispiel aufgefiihrt.Um den
Vektor p mit den Systemparametern und den Giiteforderungen aufstellen zu
konnen, wird zunéchst das dynamische System - ein einfaches RC-Glied - nédher
betrachtet, das hinter dem Zustandsraummodell aus Bsp. 1 auf Seite 23 steht.
In (Abb.7.1) ist das RC-Glied dargestellt. Man kann daraus leicht ablesen,

u(t)

R,

— M

Ug,

Ry

—_|

Ug,

y(t)

S A w| —— ¢

Abbildung 7.1: Einfaches RC-Glied (SISO System)

dass die Gleichung der ersten Masche
uc, (t) — u(t) + Ra(ic, (t) + ic, (1)) = 0
und die der zweiten Masche
ucy (t) — ucy(t) + Ruic, (t) =0
lautet. Aus der Definition der Kapazitat folgt fiir die beiden Stréme: i¢, () =

& duii(t) und ic, (t) = Cy duii(t). Als Zustandsvektor wird x(t) = (328) ge-

wahlt. Durch Umstellung erhélt man nun ein Zustandsraummodell der Form

= (7 B ) x0+ () Juo (7.28)
R105 " RiR2C R2C2
y(t) = (1 0)x(p). (7.29)

Fiir dieses Beispiel werden sowohl die zwei Widerstande als auch die beiden
Kapazititen als veranderliche Systemparameter betrachtet. Unter zuséatzlicher
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Beachtung der Wichtungsmatrizen fiir die Giiteforderungen erhélt man einen
Vektor p der Form

T
pI(R1 Ry Ci Co qu g T Qw) . (7.30)

Wird fir p, Ry = 100€2, Ry = 2k, Cy = 1pF', Cy = 400nF und als Zeiteinheit
[t] = ms gesetzt, erhélt man das bereits bekannte Beispiel 1 auf Seite 23.

x= <_2150 —2160,25> x(8) + <1g5>“(t>’
y(t) = (1 0)x(p).

Des Weiteren gilt fir p,, dass gi1, go2, 7 und ¢, jeweils den Wert 1 haben.
Somit ergibt sich der optimale Regler £, = 1,9039 und k, = —0,9765. Die
Lésungen der Lyapunov-Gleichungen (6.13) und (6.19) lauten

1,1370  0,4522  —0,8002

3,0187 1,1370  —2,1558
P—
—2,1558 —0,8002 2,9853

und
0,4863 0,4363 0,5
L =(0,4863 0,4205 0,5486 | .
0,5 0,5486 12,8901

Die resultierenden Sensitivitatsableitungen geméaf (7.26) sind auf Seite 172 in
Anhang G dargestellt.
Erfolgt jetzt eine Anderung der Systemparameter zu

T
Pren = (100 4000 1-107° 100-107° 1 1 1 1)

(es erhoht sich also der Widerstand Ry auf 4kQ wihrend die Kapazitit Cy
auf 100nF abnimmt), so kénnen unter Zuhilfenahme der Sensitivitaten und
mittels Gleichung (7.27) die Naherungslésungen

2,0780  0,4934 —0,9998

3 7,5847  2,0780  —4,1477
P = :
—4,1477 —0,9998  3,7199

} 0,6440 0,5940 0,5
L=10,5940 0,5611 0,5644
0,5 0,5644 4,7785

und

K(preu) = (K, ki) = (2,6978 —1,0006)

bestimmt werden.



7.3. ERWEITERTE ECHTZEITANPASSUNG FUR OPTIMALE FOLGEREGLER
MIT AUSGANGSRUCKFUHRUNG

Diese Naherungslosungen dienen als Startwert fiir den in Abschnitt 6.5 be-
schriebenen Algorithmus. Das Nullstellen-basierte Verfahren fithrt dann inner-
halb von fiinf Iterationen zu dem fir p, ., optimalen Regler des RC-Gliedes

K(ppeu)” = (ky ki) = (24504 —0,9946) .

Da die fiir den Korrektorschritt benétigte Jacobi-Matrix bereits a priori sym-
bolisch bestimmt werden kann, somit lediglich die durch p,., modifizierten
Elemente der Matrizen des Zustandsraummodells und der Wichtungsmatrizen
in der Jacobi-Matrix ersetzt werden miissen, benotigen der Pradiktorschritt
als auch der Korrektorschritt nur wenige Millisekunden.

Wie sich im Kapitel 5 jedoch zeigt, betriagt der Zeitbedarf vor allem fiir die
Identifizierung und Quantifizierung von Anderungen in den Systemparame-
tern mitunter mehrere Sekunden. Somit ist die zuvor aufgefithrte Féahigkeit
der Echtzeitanpassung des optimalen Reglers eher von geringer Bedeutung im
Kontext dieser Arbeit.

Das hervorzuhebende Ergebnis dieses Kapitels ist die Erweiterung der Ent-
wurfsverfahren aus Kapitel 6 um einen (approximierten) Pradiktorschritt, der
es ermoglicht bei der Adaption des Reglers einen moglichst guten Initialwert
fir das Entwurfsverfahren zu bestimmen und somit eine schnelle Konvergenz
des Verfahrens zu ermoglichen.
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Kapitel 8

Die optimale
Ausgangsriickfiihrung fur
instabile Regelstrecken

Wie bereits in Abschnitt 6.2 dieser Arbeit aufgefiihrt wurde, ist die Stabili-
sierung einer instabilen Regelstrecke mittels statischer Ausgangsriickfithrung
nur begrenzt moglich. Dies trifft vor allem dann zu, wenn die Anzahl r der
Ausgangs- /Regelgrofien y € R” kleiner ist, als die Anzahl n an Zustdnden und
somit auch kleiner ist als die Anzahl n an Eigenwerten \; der Zustandsmatrix
A. Hieraus resultiert, dass es im Allgemeinen nicht moglich ist, alle Eigenwerte
gleichzeitig zielgerichtet zu verschieben und somit der geschlossene Regelkreis
nicht via statischer Ausgangsriickfithrung stabilisiert werden kann. Ausnahme
stellen hierbei folglich nur jene Regelstrecken dar, bei denen die Anzahl an
Eigenwerten mit positiven Realteil die Anzahl r der Ausgangs-/Regelgrofien
y € R" nicht tberschreitet. Aus den zuvor genannten Griinden bezogen sich
die in Kapitel 6 vorgestellten Entwurfsverfahren lediglich auf stabile Regelstre-
cken.

Bei den Entwurfsverfahren fiir optimale Ausgangsriickfithrungen in Abschnitt
6.3 und 6.5 wurden die initialen Riickfithrungen K(y] mittels der Relation

K, =KVW(CVW)T((CVW)(CVW)")~! (8.1)

von einem zuvor bestimmten optimalen Zustandsregler abgeleitet. Hierbei ist
W eine beliebige positiv definite Wichtungsmatrix und V eine aus den Ei-
genvektoren gebildete Matrix. Dieser Schritt ist notwendig, um bereits zu Be-
ginn des Entwurfsverfahrens tiber eine stabilisierende Ausgangsriickfiihrung zu
verfiigen, vorausgesetzt die Anzahl an Eigenwerten mit positiven Realteil ist
kleiner oder gleich der Anzahl r an Ausgangs-/Regelgrofien.

Die Eigenwerte des mit szo geschlossenen Kreises weisen, in Abhangigkeit
von der Wichtungsmatrix W, dabei Ahnlichkeit mit den Eigenwerten des zu-
standsriickgefiihrten Systems auf, jedoch ist das ausgangsriickgefithrte System
noch nicht optimal, da der optimale Regler erst in den nachfolgenden Schritten
der Entwurfsverfahren aus Abschnitt 6.3 und 6.5 bestimmt werden muss.
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Im Falle von instabilen Regelstrecken ist die mittels Gleichung (8.1) bestimmte,
initiale Ausgangsriickfiihrung f{jzo jedoch haufig nicht stabilisierend und fithrt
in Folge dessen auch zu einem instabilen geschlossenen Regelkreis. Dies hat al-
lerdings zur Folge, dass die zuvor erwahnten Entwurfsverfahren in ihren weite-
ren Verlauf unter Umsténden nicht konvergieren. Der Entwurf einer optimalen
Ausgangsriickfithrung fiir instabile Regelstrecken ist somit mittels der in Ab-
schnitt 6.3 und 6.5 vorgestellten Methoden unter Umstanden nicht méglich. In
anderen Féllen konvergiert das Verfahren nur schlecht, wodurch eine hohe An-
zahl an Iterationen notig ist (siche Tabelle 8.1). Das herkommliche Entwurfs-
verfahren aus Abschnitt 6.2 wiirde bei der Wahl einer nicht-stabilisierenden
initialen Riickfithrung in keinem Fall konvergieren (siehe [ D-

Ziel dieses Kapitels ist es, ein auf Homotopie basierendes Entwurfsverfahren
zu entwickeln, dass optimale Ausgangsriickfiihrungen auch fiir instabile Re-
gelstrecken zur Verfiigung stellt, unter der Voraussetzung dass die Anzahl an
Eigenwerten mit positiven Realteil die Anzahl r der Ausgangs-/Regelgrofien
nicht iiberschreitet.

Wie bereits eingangs aufgefithrt wurde, fithrt das bisherige in Kapitel 6 vor-
gestellte Vorgehen zur Bestimmung einer initialen Ausgangsriickfiihrung im
Falle von instabilen Regelstrecken in vielen Féllen nicht zu einer stabilisie-
renden Riickfiithrung szo- Dies ist allerdings eine notwendige Bedingung fiir
einen erfolgreichen Durchlauf, sowohl des herkémmlichen (Abschnitt 6.2) als
auch der Nullstellen-basierenden Verfahren (Abschnitt 6.3 und 6.5). Um dies
zu veranschaulichen, soll das nachfolgende, als Beispiel 6 aufgefiihrte instabile
SISO System naher betrachtet werden.

-8 10 0
A= <25 —26,25) b= <1,25> !

(10, a-(y 1),

r=1, quw = 10

Beispiel 6: SISO System, instabil

Die Eigenwerte \; der Zustandsmatrix A von Beispiel 6 betragen \; = 1,1306
und Ay = —35,3806. Die Regelstrecke ist folglich nicht stabil.

Bestimmt man fir Beispiel 6 einen optimalen Zustandsregler entsprechend dem
in Abschnitt 6.1 definierten Vorgehen, und unter Mafigabe der vorgegebenen
Wichtungen @), r und q,,, so erhélt man fiir die statischen Riickfiihrungen

k = (6,7775 2,4615)

und
k., = —3,1623.
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Das damit zustandsriickgefithrte System

% = (A - bk)x(t)

(48 ()
o) w0 ()

ist mit den Eigenwerten \; = —35,3998, Ay = —0,9635 + j - 0,4339 und A3 =
—0,9635 — 5 - 0,4339, wie erwartet, stabil.

Die mittels Gleichung (8.1) bestimmte initiale Ausgangsriickfithrung Rjzo, wel-
che auf der zuvor berechneten Zustandsriickfithrung beruht, betrigt

mit

kj—o = (45331 0,695).

Dieser Regler fiithrt jedoch zu einem instabilen System

_C)x(t)

mit
C:(S 2) ud k= (k, k).

dessen Eigenwerte \; = —33,7486, Ay = —0,8166 und A3 = 0,3152 betragen.
Der weitere Verlauf des Entwurfsverfahrens ist in Tabelle 8.2 dargestellt. Das
Verfahren wurde dabei nach 10 Iteration abgebrochen, da das Newtonverfahren
zu keinen plausiblen Ergebnissen mehr fiihrte.

Homotopie-Verfahren finden unter Anderem Anwendung, um bei der Losung
von Gleichungssystemen Startpunkte im Konvergenzbereich des Newton-Verfahrens
zur Verfiigung zu stellen. Hierfir wird das zu lésende Gleichungssystem hin-
sichtlich einer oder mehrerer Variablen parametrisiert und somit in eine ganze
Schar von Gleichungssystemen

f(x) = (1 = Nf(xo) (8.2)

eingebettet. Der bekannte Startwert (xo,f(xg)) 16st hierbei fir A = 0 das
System (8.2), wiahrend (8.2) fiir A = 1 mit dem zu lésenden Gleichungssystem
iibereinstimmt.

Basierend auf dieser Vorgehensweise wird nachfolgend ein robustes Entwurfs-
verfahren flir optimale Ausgangsriickfiihrungen entwickelt, welches auch bei
instabilen Regelstrecken unter der Voraussetzung, dass die Anzahl an Eigen-
werten mit positiven Realteil die Anzahl r der Ausgangs-/Regelgrofien nicht
iiberschreitet, konvergiert.
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Iteration & J 1f(p, L k)| H%H
1 15,9931 20,1237 20,1237
2 28,3961 17,6779 19,3159
3 34,0481 16,5883 18,9574
4 39,4445 15,5658 18,7459
) 42,0191 15,0827 18,4181
6 44,5341 14,6146 18,1051
7 46,9905 14,1611 17,8061
67 119,3962 2,1346 8,4549
68 119,8050 2,0683 8,3297
69 120,1995 2,0040 8,2049
70 120,50801 1,9418 8,0806
71 120,9472 11,8815 7,9569
72 121,3012  1,8230 7,8338
73 121,6426  1,7664 77112
109 129,7987  0,0032 1,4272
110 129,7741  3,0555-5 0,0123
111 129,7740 2,9102-9 1,1607-6
112 129,7740  6,0530-15  2,4147-14

Tabelle 8.1: Verlauf des Nullstellen-basierten Entwurfsverfahrens fiir optimale Folge-

regler mit Ausgangsrickfihrung beim instabilen SISO System A = (;(5) —216025)’

b = (1(;5) und ¢ = (1 0). Trotz der mnichi-stabilisierenden initialen Rickfihrung

1~<j:0 = (29,2585 0,9632) konvergiert das Verfahren und liefert die optimale Rickfihrung
k* = (0,3291 3,1428). Die Anzahl an bendtigten Iteration ist jedoch mit 112 sehr hoch.
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Iteration k J It LK) |4

1 -14,7465 47,9008 47,9008
2 0,6955 12,1790 12,7923
3 75449 44233 6,2840
4 4,1436 4,2217 5,7382
5 74947 27038 4,3057
6 95,1025 1,9265 3,5177
7 5,0031 1,8838 3,4571
8 55420 1,8835 3,4568
9 55359 1,8835 3,4568
1

0 95,5359 1,8835 3,4568

Tabelle 8.2: Verlauf des Nullstellen-basierten Entwurfsverfahrens fir optimale Folge-

regler mit Ausgangsrickfihrung beim instabilen SISO System A = <;58 —216025)’

b = (1%5) und ¢ = (1 O). Aufgrund der nicht-stabilisierenden initialen Rickfihrung

Rjzo = (4,5331 0,695) konvergiert das Verfahren nicht und muss bereits nach 10 Iteratio-
nen abgebrochen werden.

8.1 Entwurfsverfahren

Der erste und wesentlichste Schritt in dem zu entwickelnden Homotopie-basierten
Verfahren besteht in der Parametrisierung des Gleichungssystems. Dabei muss
die Parametrisierung so erfolgen, dass fiir A\ = 0, mittels der in Kapitel 6 vorge-
stellten und entworfenen Verfahren, eine Riickfithrung bestimmt werden kann,
die als Startwert (xg,f(x0)) fungiert. Dies impliziert, dass das parametrisier-
te Gleichungssystem fiir A = 0 eine stabile Regelstrecke darstellen muss, um
die Konvergenz der Entwurfsverfahren aus Kapitel 6 bei der Bestimmung des
Startwerts (xg,f(xp)) zu garantieren. Fir A = 1 gibt das Gleichungssystem
folglich die zu stabilisierende Regelstrecke wieder.

Ist der Startpunkt (xg,f(x0)) bestimmt, so kann A\ schrittweise bis A = 1
erhoht werden. Hierbei ist bei jedem Iterationsschritt der zugehorige Optimal-
regler entsprechend der in Kapitel 6 vorgestellten Verfahren zu bestimmen.
Unter der Voraussetzung, dass die Schrittweite fiir A hinreichend klein genug
gewdhlt ist, konvergiert nun das Entwurfsverfahren fiir den Optimalregler. Die
dabei bestimmten Losungsmatrizen P, L und K dienen als Initialwerte fiir den
nachsten Iterationsschritt.

Folgt man der beschriebenen Vorgehensweise, so ergibt sich fiir den Entwurf
eines optimalen Folgereglers mit Ausgangsriickfithrung basierend auf Abschnitt
6.5 nachfolgender Algorithmus:

Schritt 1: Modifikation der Regelstrecke durch geeignete Erweiterung der Sy-
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stemmatrix A mit dem Parameter \. Die Erweiterung soll dabei so er-
folgen, dass A(\) fiir A = 1 der urspriinglichen Systemmatrix der zu
stabilisierenden Regelstrecke entspricht. Fir A = 0 soll A(\) stabil sein
(Realteile aller Eigenwerte von A sind kleiner als null).

Schritt 2: £k = 0. Bestimme den optimalen Folgeregler K;_o, sowie die zu-
gehorigen Losungsmatrizen Py—g und Lj—o fir A = 0 geméafl den im
Abschnitt 6.5 beschrieben Entwurfsverfahren.

Schritt 3: Bestimme a priori mittels Differenzenquotient die Sensitivitats-
ableitungen der Matrizen K(\), P(A\) und L(A) hinsichtlich A fir A\y—g =

M =0
ap1 Ay
dp A dl A
_()\0) = s _()‘0) - s
dA Opa d\ oly
3_21 A (8.3)
dk A
—(Ao) = |
d\ Ok
A

Hierzu bedarf es wieder einer vorangehenden Transformation der Ma-
trizen K(\), P(A\) und L(}) in die Vektorform mittels der Funktion vek
(sieche Abschnitt 6.3). Da P und L symmetrische Matrizen sind, sind hier
jeweils nur die obere Rechtsdreiecksmatrix in einen Vektor zu iiberfithren.
Diese Vektoren haben dann die Lénge n = @

Schritt 4: Festlegen der Schrittweite 7 zur Erhohung des Parameters . Die
Variable 7 ist hierbei unter der Voraussetzung 7 < (1 — \) frei wéahlbar.

Schritt 5: Pradiktorschritt:

_ _ dk
K = Ky + vek ' (5=(Xo) - 7),

X
d
P =P+ vek_l(ﬁ()\o) 1), (8.4)
, dl
Li), = Ly, + vek (o) - 7)

Schritt 6: Korrektorschritt:
Im Korrektorschritt findet das Entwurfsverfahren aus Abschnitt 6.5 An-
wendung, beginnend bei Schritt 4 des Verfahrens mit A(\; 4 7) und den
Initiallosungen Kgp Pﬂl und Lﬂl . Hierbei ist darauf zu achten, dass
die benodtigte Anzahl j an Iterationen einen zuvor zu definierenden Ma-
ximalwert j,.x nicht tiberschreitet. Sollte das Entwurfsverfahren nicht
innerhalb von 7.« Iterationen konvergieren, so ist die Schrittweite 7 zu

halbieren und zu Schritt 4 zurtickzukehren, anderenfalls folgt Schritt 7.
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Schritt 7: Unter der Voraussetzung, dass der Korrektorschritt erfolgreich war,
wird der Parameter A um die Schrittweite 7, sowie die Laufvariable k£ um
eins erhoht:

Net1 = g + T,

k=Fk+1. (8:5)

Sobald der Parameter A den Wert eins erreicht hat, ist das Entwurfsver-
fahren beendet und mit K* = Kj; liegt der gesuchte, stabilisierende
Optimalregler fiir die instabile Regelstrecke mit A (A = 1) vor.

8.2 Anwendungsbeispiel

Zur besseren Veranschaulichung soll nun nachfolgend ein optimaler Folgeregler
mit Ausgangsriickfithrung fiir das als Beispiel 6 auf Seite 88 vorgestellte, insta-
bile System mittels des zuvor beschriebenen Homotopieverfahrens entwickelt
werden.

Wie in Schritt 1 beschrieben, muss zunédchst die Systemmatrix A um den Pa-
rameter \ erweitert werden. Eine mogliche Wahl der Erweiterung ware hierbei:

—(10—-2X) 10
AL = ( 25 —26,5) !

die Eigenwerte von A()\g = 0) betragen —0,348 und —35,902. Des Weiteren
gilt es den optimalen Regler K(\), sowie die Losungsmatrizen P(\) und L(\)
fir den (stabilen) Fall Ay = 0 mittels des in Abschnitt 6.5 beschriebenen Al-

gorithmus zu bestimmen. Die initialen Losungen lauten

(8.6)

ko = k(Xo) = (3,3492 —3,0420) ,

5,0751  2,0483 —7,0102
Po=P(N\) = 2,0483 0,7918 —2,5317 ],
—7,0102 —-2,5317 15,008

0,5514 0,5014 0,5
Lo =L(\) = [ 0,5014 0,4923 0,5551 | .
0,5 0,5551 1,2639

Mittels zentralen Differenzenquotient konnen die im Schritt 3 benotigten Sen-
sitivitdten 92 (Xg), &()\g) und ¥ (\y) bestimmt werden. Die Sensitivititsablei-
tungen ergeben sich zu
5,3531
1,9090
dp Ap ~ p(0,1) =p(-0,1) | -0,2725
oy o) = 13 (Go) = 0,2 = | 07204 | (8.8)
—0,0032
—3,6632
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0,1528
0,0428

dl AL 101)—1(-01) | 0

M)~ 33 (o) = 0.2 = | -0,0511 (8.9)
~0,0847
0,05

und

dk Ak k(0,1) — k(—0,1)

a()\o) ~ —— (o) = 02

= (2,96810,0993) . (8.10)

Fir die Schrittweite 7 wird der Standardwert 7 = 0,2 gewéahlt. Sollte der
spater folgende Korrektorschritt nicht konvergieren, so muss diese Schrittweite
verkleinert werden.

Der Pradiktorschritt liefert die Startwerte

_ __dk
k| = kovek 1(5(%) .7) = (3,9428 —3,0221),

ip 6,6458 24301 —7,0647
Pfi1=P0+vek—1(ﬁ(Ao)-T)= 24301 09359 25324 ),
70647 —25324 142754) (811

dl 0,5820 051 05
L§L1:L0+vek—1(a@o)-r): 0,51 0,4821 0,5382 |,
05 05382 1,2539

mit denen das Entwurfsverfahren aus Abschnitt 6.5 als Korrektorschritt initi-
iert wird. Dieses Verfahren konvergiert erfolgreich innerhalb von j = 4 Itera-
tionen und liefert fir \,—; = 0,2:

kil, = (4,0110 —3,0195),

6,7851 24778 —7,0712
P, = 24778 09539 —2,5325],
—7,0712 —2,5325 14,5089

0,5746 0,5017 0,5 )

(8.12)

LY, = 105017 0,4738 0,5375
05 05375 1,2588

Der dabei erreichte Giitewert J = Spur(P) betragt 22,2478. Mit den erhalte-
nen Losungsmatrizen ng}:l, Lgf}:l sowie der Riickfithrung R][j]:l als neuen Start-
punkt, wird nun das Verfahren beginnend bei Schritt 5 wiederholt. Die Schritt-
weite bleibt dabei vorerst unverandert beim gewéhlten Standardwert 7 = 0,2.
Diese Vorgehensweise wiederholt sich bis zum Erhalt der gesuchten Losung
bei A = 1. Der gesamte Verlauf dieses Beispielverfahrens ist in Tabelle 8.3

abgebildet. Die gesuchte, optimale Losung fiir das in Beispiel 6 aufgefiihrte

94



8.2. ANWENDUNGSBEISPIEL

ST dJ
A Tter.j J HEH
0,2 4 22,2478  3,5-09
04 7 23,9662 6,8-10
0,6 8 26,5522 2,3-09
0,8 10 29,9528 2,3-09
1,0 11 34,0676  3,06-09
Tabelle  8.3: Verlauf — des  Homotopie-basierten — Entwurfsverfahrens — zur  Be-
stimmung  optimaler  Folgeregler — mit  Ausgangsrickfihrung  fir instabile  Re-
o , . B -8 10
gelstrecken am  Beispiel des instabilen SISO Systems A = <25 —26,25)’
b = 1%5) und ¢ = (1 0). Der Homotopieparameter \ wurde hierbei bei jedem

Homotopie-Schritt wm T = 0,2 erhéht. Die Variable j gibt Auskunft tiber die bendtigte An-
zahl an Iterationen des inneren Newton-Verfahrens in jedem Homotopie-Schritt. Die durch
das Entwurfsverfahren bestimmte optimale Riickfiihrung betragt kx = (7,9835 —2,8761).

instabile System betriagt k™ = (7,9835 —2,8761) mit einem Giitewert von
J = Spur(P) = 34,0676.

Ziel dieses Kapitels war es, ein neues Homotopieverfahren zu entwickeln, das
es ermoglicht, Optimalregler mit Ausgangsriickfiihrung fiir instabile Regelstre-
cken zu bestimmen. Mit der Mafigabe, dass die Anzahl an Eigenwerten mit
positiven Realteil kleiner oder gleich der Anzahl r an Ausgangs-/Regelgrofien
ist, ist dies mit dem in Abschnitt 8.1 entwickelten Entwurfsverfahren moglich.
Dies wurde in Abschnitt 8.2 dieses Kapitel anhand von Beispiel 6 (Seite 88)
demonstriert.
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Kapitel 9

Der adaptive Optimalregler

Zielsetzung dieses Kapitels ist es, unter Zuhilfenahme der zuvor erarbeiteten
Kenntnisse einen adaptiven Optimalregler zu entwickeln.Dies bedeutet, dass
fiir eine Regelstrecke mit zeitlich variablen Systemparametern, ein Optimal-
regler, wie in Kapitel 6 beschrieben, entsprechend den vorgegebenen Giitefor-
derungen bestimmt wird. Die hierfiir benotigten, systembeschreibenden Diffe-
rentialgleichungen der Regelstrecke sind a priori bekannt.

Die Regelstrecke soll im Weiteren kontinuierlich iiberwacht werden, um even-
tuelle Anderungen in den variablen Systemparametern zu detektieren und zu
identifizieren. Hierfiir wird die in Abschnitt 5.1 vorgestellte Systemidentifika-
tionsmethode ,, PBSID“ adaptiert sowie sich der in Abschnitt 5.2 entwickelten
Methode zur Schéatzung der Systemparameter bedient.

Wird eine Anderung in den Systemparametern identifiziert und quantifiziert,
so soll eine Echtzeitanpassung des Reglers entsprechend der in Kapitel 7 er-
arbeiteten Verfahrensweisen erfolgen. Die Anpassung des Reglers soll dabei
unter Beachtung der in Kapitel 4 hergeleiteten Methoden zur Stabilisierung
geschalteter Systeme durchgefiithrt werden.

9.1 Der adaptive Folgeregler mit Ausgangs-
riickfithrung

In diesem Anwendungsbeispiel soll noch einmal die auf Seite 49 als Beispiel
3 vorgestellte Regelstrecke betrachtet werden, jedoch mit dem konstanten Sy-
stemparameter § = 0,5. Fir den verbleibenden variablen Parameter « gilt:
a € A mit A = {2,30,20}. Somit liegt ein parameterabhangiges MIMO Sys-
tem A, vor, bestehend aus drei Subsystemen A, (siche Beispiel 7 auf Seite
98). Hierbei sei jedoch lediglich das Subsystem A; a priori bekannt, und dient
somit als angenommene Ausgangssituation. Wéhrend die Systemmatrix des
Subsystems A; eine stabile Regelstrecke beschreibt, sind die Subsysteme A,
und Ajs instabil.

Die Wichtungsmatrizen Q, Q, und R sind so gewéhlt, dass die Regelung
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Regelstrecke
e(t)

u(t x(t

x(0) e(t)
w(t) ~ me(t)E; )» %(t) % ) @
i EN i ® e Bl EN J

}

Abbildung 9.1: Beispiel 7: Blockschaltbild Zustandsraummodell mit ausgangsbasierten Fol-
geregler

y(t)

s
\

7]

(1)

Beispiel 7: Geschaltetes parameterabhingiges MIMO System 2. Ordnung mit variablen Sy-
stemparameter, Folgeregelung und Ausgangsrickfihrung
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tis)

Abbildung 9.2: Beispiel 7: Sequenz der aktivierten Subsysteme A, des geschalteten Systems
A,.

energieeffizient erfolgt. Dass heifit, grofie Stellgrofien u(t) werden bestraft. Des
Weiteren liegt weiles Rauschen der Kovarianz 5 - 107* als Storsignal e(t) an.
Der Sollwert ist konstant mit w(t) = (;8)

Abbildung 9.1 zeigt das Zustandsraummodell des Beispielsystems mit einer
starren Regelung. Die Aktivierungsreihenfolge der Subsysteme A, ist in Ab-

bildung 9.2 gegeben.

9.1.1 Regelung ohne Adaption

In einem ersten Schritt soll das System aus Beispiel 7 auf Seite 98 ohne Ver-
wendung eines adaptiven Reglers simuliert werden. Hierfiir bedarf es zunéchst
der Bestimmung der Matrizen K, und K,, fiir die a priori bekannte Zustands-
matrix A; unter Berticksichtigung der in Beispiel 7 vorgegebenen Wichtungs-
matrizen:

0,05 —0,02 (=021 0,08
Ky_(—o,005 —0,12) K“"(o,oss 0,21)'

Der aus der Simulation resultierende Verlauf der Regelgrofie y () ist zusammen
mit dem Sollwert w(¢) in Abbildung 9.3 dargestellt. Hierbei ist deutlich zu er-
kennen, dass die Anderung des Systemparameters o zum Zeitpunkt ¢t = 60s
von a =2 (0 = 1) auf a = 20 (o = 3) bereits zu einem Uberschwingen der Re-
gelgrofle fithren, dies jedoch durch den Regler noch kompensiert werden kann.
Dies begriindet sich in der Tatsache, dass die Matrix Az mit den Eigenwerten
A1 = —63,62 und Ay = 2,12 an sich instabil ist, der durch den Optimalregler
geschlossene Regelkreis

(% 0)-(5) oe =) (5 9)
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Abbildung 9.3: Beispiel 7: Verlauf der Regelgrifie y(t) bei Verwendung einer starren Rege-
lung.

jedoch die Eigenwerte

A\ = —42.47
Ao = —0,38 + 1,784
A3 = —0,38 — 1,78i
At = —0,002.

aufweist.

Die nachfolgende Anderung des Systemparameters o zum Zeitpunkt ¢ = 140s
von a = 20(c = 3) auf a = 30(c = 2) resultiert jedoch in einer weiteren
Verschiebung der Eigenwerte des geschlossenen Kreises auf

A = —63,65
Xy = 0,21 +1,81i
A3 = 0,21 — 1,813
A1 = —0,001.

und somit zu einer Destabilisierung des Systems. Der zugehorige Verlauf der
StellgroBe u(t) ist in Abbildung 9.4 zu finden.

9.1.2 Regelung mit Adaption
9.1.2.1 Implementierung des Identifikationsalgorithmus

Um eine Echtzeitanpassung des Reglers zu ermdglichen, ist in erster Linie die
zeitnahe und hinreichend genaue Identifikation von Anderungen im System-
verhalten notwendig. Hierftir wurde in Kapitel 5 eine Vielzahl von Methoden
vorgestellt, die der Identifikation deterministisch-stochastischer Systeme die-
nen. Die in dieser Arbeit nachfolgend entwickelte Implementierung soll auf
dem ,, PBSID“-Algorithmus basieren (siehe Abschnitt 5.1). Hierfiir werden Ab-
tastglieder zur zeitdiskreten Messung der Stellgrofie u(t) und der Regelgroie
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o 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260
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Abbildung 9.4: Beispiel 7: Verlauf der Stellgrofie u(t) bei Verwendung einer starren Rege-
lung.

y(t) in das System eingefiihrt. In Abbildung 9.5 sind diese als Analog/Digital-
Wandler (A/D) dargestellt. Bei der Wahl der Abtastzeit muss der Zusammen-
hang wr > 2wna.x beachtet werden, welcher auch als , Nyquist-Shannonsche
Abtasttheorem“ bekannt ist. Diese Vorgabe ist zur Vermeidung von ,Alia-
sing “-Effekten notwendig. Weiterfithrende Erlauterungen diesbeziiglich sind in
Anhang A.5 zu finden. Fiir das vorliegende Beispiel wird eine Abtastzeit von
Tiast = 0,005 s gewahlt.

Die gemessenen Ein-/Ausgangsdaten werden einem Schétzer zur Verfiigung
gestellt, der mittels Systemidentifikation den aktuellen Wert der in p zusam-
mengefassten Systemparameter und somit die nachfolgende Regleradaption
ermoglicht (s. Abbildung 9.5).

Um eine Anwendung des ,, PBSID“-Algorithmus zu ermoglichen, bedarf es ei-
nes hinreichend grofien Datensatzes N an Ein-/Ausgangsdatenpaaren, um den
Rauschterm, der durch die Riickkopplung in die Stellgrofie respektive Eingangs-
grofie u(t) eingeht, weitestgehend eliminieren zu kénnen (siehe auch Anhang
C.1.3 Identifizierbarkeit). Die fiir die Identifikation zu verwendende Datensatz-
grofle wird auf N = 1600 festgelegt. Bei der Wahl der Datensatzgrofie N ist
in Verbindung mit der Abtastzeit Ti.s weiterfithrend zu beachten, dass der
erhaltene Datensatz Informationen tiber alle Modi der Regelstrecke beinhalten
muss, um eine erfolgreiche Identifikation zu ermoglichen (siehe auch Anhang
C.1.3). Die Variable p, die fir die Unterteilung des Datensatzes in vergange-
ne und zukiinftige Werte Anwendung findet, wird mit p = 70 festgesetzt. Die
Wahl beider Werte p und N stellt erfahrungsgeméfl einen guten Kompromiss
zwischen der Giite des identifizierten Systems und des notwendigen Rechen-
aufwands dar.

Da der in Abschnitt 5.1 vorgestellte , PBSID“ Algorithmus fir die Offline-
Anwendung konzipiert ist, bedarf es noch ein paar zusétzlicher Anpassungen,
um eine Echtzeitiiberwachung und -identifikation des hier betrachteten Anwen-
dungsbeispiels zu ermoglichen. Bedingt durch die Tatsache, dass das Verfah-
ren nicht rekursiv ausgelegt ist, muss kontinuierlich ein Gesamtdatensatz von
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| p(t)
’ Regleradaption ‘ Schétzer

Umess (k) T

Ymess (k)

o A/D A/D

Abbildung 9.5: Beispiel 7: Blockschaltbild Zustandsraummodell mit adaptiven ausgangsba-
sierten Folgeregler

N = 1600 Datenpaaren fiir die Identifikation bereitstehen. Hierfiir miissen die
mittels A/D Wandler erzeugten Ein/Ausgangsfolgen u(k) und y(k) in einem
Puffer zwischengespeichert und paketweise bereitgestellt werden. Dieser Puffer
stellt dann folglich mit einer Periodendauer von Tpge, = 1600 - 0,005 s = 8 s
einen Datensatz zur Identifikation zur Verfiigung. Moglich wére an dieser Stel-
le auch Datensitze mittels Puffer zu generieren, die sich zu einem Grofiteil
iiberschneiden, indem das Abtastfenster beispielsweise jeweils um den Wert
p = 70 verschoben wird. Das heif3t, bei zwei aufeinander folgenden Datensét-
zen wiirden sich 1530 Datenpaare iiberlappen hierbei wiirden die Datensatze
mit einer Periodendauer von nur Tpuger = 70 - 0,005 s = 0,35 s zur Verfu-
gung gestellt werden. Wie sich jedoch nachfolgend noch zeigen wird, ist dieses
Vorgehen nicht zu bevorzugen, da sich eine Systeménderung hierbei zwar iden-
tifizieren jedoch nicht quantifizieren lasst und der dabei bendtigte zusatzliche
Rechenaufwand somit nicht vertretbar ist.

Liegt nun ein entsprechender Satz an Ein-/Ausdgangsdaten U € und
Y € RY*" vor, so gilt es den nachfolgenden Algorithmus durchzufithren, um
in einem ersten Schritt ein aktuell giiltiges, zeitdiskretes Zustandsraummodell
der iiberwachten Regelstrecke zu bestimmen:

RNxm

1. Bilde die Hankel-Matrizen Zo, n—p, Y, n—p und U, y_, entsprechend
(5.3) und (5.6) aus den vorliegenden, gepufferten Ein-/Ausgangsdatensitzen
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Im Detail heifit dies:

Y,nop=(y(p) ylp+1) y(N -1)),
Upr:(u(p) u(p+1) u(N 1),
u(0)  u(1) u(N —p—1)
y(0)  y@) - y(N—-p-1)
u(l) u(2) - u(N —p)
Zopn—p=| Y1) ¥(2) y(N —p)
up-1) up) - u(V-2)
yp—1) y») -  y(N-2)

2. Da a priori bekannt ist, dass die Durchgangsmatrix D des zu identifizie-
renden System gleich null ist, reduziert sich das Minimierungsproblem

(5.13) auf
i — CR® ?
min || Y, v, — CK zo,p,N_pHF.
Berechne die Markov-Parameter CK®) Y, no pZ(J)f D N—p*

3. Bestimme I K® mittels (5.14) und (5.15).

4. Mittels Singularwertzerlegung von f‘(f)lﬁ(p)zoﬁ,,’ N—p, kann die Zustands-
folge X, v_, = SY2VT (siehe (5.17)) berechnet werden. (Beachte dass
X, n_p aus den ersten n Zeilen von S/2V7T zu extrahieren ist, sollte die
Matrix S nicht bereits zuvor auf die ersten n Zeilen reduziert worden
sein.)

5. Berechne die Matrix C =Y, y_, X

p,N—p*

+

6. Berechne (Ad Bd) = X1 N-p-1 (XP’N_p_1> und extrahiere Ay und
Up,N—p—l

Bg.

Sind die aktuell giiltigen, zeitdiskreten Zustandsraummatrizen bestimmt, so
kann wie in Abschnitt 5.2 beschrieben der Systemparameter mit Hilfe des
nachfolgenden Algorithmus bestimmt werden:

1. Uberfiihre die zeitdiskreten Matrizen in den zeitkontinuierlichen Bereich.!

A =log(Aq)/T
B=(Ay-1)"'AB,.

!Die Nutzung des Logarithmus bringt die Einschrinkung mit sich, dass der Eigenwert
der zeitdiskreten Systemmatrix A4 nicht exakt auf dem Einheitskreis liegen darf.
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2. Berechne die Ubertragungsmatrix
G(s) = C(sI - A)"'B.

bos,  —0,21
3. Berechne p=a = — OG1(3135 . Diese Gleichung leitet sich aus den Glei-

chungen (5.27) bis (5.30) ab. by, bezeichnet den Koeffizienten by des
Zihlerpolynoms der Ubertragungsfunktion G ;.

Der Verlauf von p = « als Ergebnis dieses zweistufigen Identifikationsprozesses
ist in Abbildung 9.6b als blaue Linie mit Kreuzen dargestellt. Der Verlauf dieser
Linie zeigt schwache aber kontinuierliche Fluktuationen sowie Einbriiche nach
dem Schalten der iiberwachten Regelstrecke bei ¢t = 60 s und t = 140 s.

Da die Signaleinbriiche zu einer inkorrekten sowie die Fluktuationen zu einer
nicht notwendigen Regleranpassung fithren wiirden, sollen beide Phanomene
mit Hilfe zweier nachgefithrter Filterstufen eliminiert werden.

Die Einfiihrung einer relativen oberen und unteren Schranke soll es ermdogli-
chen, dass Anderungen des Systemparameters nur als solche erkannt und einer
neuer Wert fiir o akzeptiert wird, wenn aufgrund dieser Anderungen die gege-
benen Schranken iiber- oder unterschritten werden. Gleichzeitig sollen Ande-
rungen auflerhalb des Wertebereichs des Systemparameters verworfen werden
(d.h. alle Werte mit o« < 0). Fiir das gegebene Beispiel wurden diese Schranken
beim 1,2 bzw. 0,8-fachen des aktuellen Wertes gewahlt. Das Ergebnis dieser
Filterstufe ist als griime Punkt-Strich-Linie in Abbildung 9.6b zu finden.

Die Einbriiche von a nach dem Schalten der Regelstrecke begriinden sich in den
zur Identifikation verwendeten, inkonsistenten Datenpaketen, welche das Zeit-
fenster des jeweiligen Schaltvorganges beinhalten. Die Tatsache, dass ein Paket
die Ein-/Ausgangsdaten zweier verschiedener Systeme beinhaltet, ermoglicht
keine eindeutige Identifikation. Beispielsweise liegt ein Dateniibernahmezeit-
punkt bei t = 64 s. Das bedeutet, dass das zu diesem Zeitpunkt bereitgestellte
Datenpaket Messdaten iiber einen Zeitraum von je 4 Sekunden vor und nach
dem Umschaltzeitpunkt bei t = 60 s beinhaltet. Aus diesem Grund wére auch
die zuvor aufgezeigte Moglichkeit der Verwendung von tiberlappenden Daten-
sétzen nicht gewinnbringend. Zur Eliminierung der Einbriiche wird das bereits
von Fluktuationen bereinigte o in einer zweiten Stufe einer weiteren Uberprii-
fung unterzogen. Diese zweite Stufe akzeptiert eine Anderung des Systempa-
rameters nur unter der Voraussetzung, dass der neue Wert von « langer als 8
Sekunden, d.h. langer als eine Identifikationsperiode, anliegt. Der Verlauf des
bereinigten, geschéatzten Systemparameters in diesem Beispiel ist als rote Linie
in Abbildung 9.6b dargestellt.

Es lasst sich schlussfolgern, dass eine Regleranpassung frithestens 16 Sekun-
den (2 Perioden) nach der letzten Anderung des Systemparameters moglich ist.
Zwar zeigt Abbildung 9.6b, dass die Einbriiche nur eine Periode andauern, die-
ser Zeitraum kann sich jedoch erheblich vergréBern, wenn weitere Anderungen
des Systemparameters wihrend dieses Zeitraums auftreten. Die Uberpriifung
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(a) Beispiel 7: Verlauf a (Tpuger = 1,6 s)
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(b) Beispiel 7: Verlauf o (Tpyger =8 s)

Abbildung 9.6: Beispiel 7: Verlauf des geschatzten Systemparameters o mit Abtastzeit Tast =
0,005 s (Truger = 8 s) (Abb. (b)) sowie Tiase = 0,001 s (Tpyger = 1,6 s)(Abb. (a)). Die
bei a zu beobachtenden Einbriche werden bereits in der ersten Stufe eliminiert, da diese ein
negatives Vorzeichen haben.

ob der ermittelte Wert von « fiir eine Zeitraum t > Tp.go, konstant ist, ist aus
diesem Grund zwingend notwendig.

Des Weiteren lasst sich aus den bisherigen Erkenntnissen schlussfolgern, dass
die erfolgreiche Identifikation von Anderungen in den Systemparametern nur
garantiert werden kann, wenn der Zeitraum zwischen diesen Anderungen min-
destens doppelt so grofl als die Periodendauer des Datenpuffers ist. Es gilt:

2-N- T‘tast < t(p2) - t(pl) (91)

Soll dieser Zeitraum verkiirzt werden, so ist dies im Normalfall nur unter einer
Verringerung der Abtastzeit moglich. Dies erhoht jedoch den kontinuierlichen
Rechenaufwand in erheblichen Mafle. Der Verlauf von a bei einer Abtastzeit
Tiast = 0,001 s (Tpugger = 1,6 ) ist in Abbildung 9.6a dargestellt.
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Abbildung 9.7: Beispiel 7: Zeitliche Anpassung von K, bei adaptiver Regelung.
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Abbildung 9.8: Beispiel 7: Zeitliche Anpassung von K., bei adaptiver Regelung.

9.1.2.2 Implementierung der Regleradaption

Nach erfolgreicher Identifikation einer Anderung in den Systemparametern p,
kénnen die Reglermatrizen K, und K,, entsprechend des in Abschnitt 7.3 be-
schriebenen Verfahrens zur Echtzeitanpassung optimaler Folgeregler mit Aus-
gangsriickfithrung re-konfiguriert werden. Hierfiir werden jedoch die a priori
berechneten Sensitivitdten der Losungsmatrizen fiir die Lyapunov-Gleichungen

(A -BK°C)"P + P(A - BK°C) + CT(K°)'RK°C+ Q=0  (9.2)

und

(A -BK°C)L + L(A —BK°C)" +1=0 (9.3)
(siche Abschnitt 6.5) hinsichtlich p bendtigt (siche (7.26)), um zunéchst eine
Néherung der angepassten Losungen zu erhalten. Diese dienen im unmittelbar
nachfolgenden Nullstellen-basierten Verfahren aus Abschnitt 6.5 als Startwert,
um die Konvergenz des Verfahrens sicherzustellen.
Die zeitliche Anderung der Reglermatrizen K, und K,, ist in Abbildung 9.7 und
9.8 zu sehen. Der zeitliche Verlauf der Regelgroe y(¢) unter Verwendung eines
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Abbildung 9.9: Beispiel 7: Verlauf der Regelgrifie y(t) bei Verwendung einer adaptiven Re-
gelung mit Abtastzeit Tiosr = 0,005 s (Tpyger =8 S).
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Abbildung 9.10: Beispiel 7: Verlauf der Stellgrofie u(t) bei Verwendung einer adaptiven
Regelung mit Abtastzeit Tiase = 0,005 s (Tpyger =8 8).
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adaptiven Reglers ist in Abbildung 9.9 dargestellt. Abweichend zum zeitlichen
Verlauf bei starrer Regelung, fithrt nun die Anderung des Systemparameters a
nicht mehr zu einer Destabilisierung des Gesamtsystems. Auffillig sind jedoch
die Spitzen in der Regelgrofie beim Umschalten der Reglermatrizen zu den
Zeitpunkten ¢t = 80 s, t = 160 s und t = 220 s. Diese Ausschliage konnten
durch eine gleitende Anpassung der Matrizen K, und K,, gegléittet werden.
Der Verlauf der Regelgrofie y(t) bei der Wahl eines solchen Vorgehens ist in
Abbildung 9.11 dargestellt.

Abschlieflend soll an dieser Stelle noch die Stabilitdt des Gesamtsystems hin-
sichtlich der variierenden Systemparameter und der daraus resultierenden Ad-
aption des Folgereglers betrachtet werden. Hierfiir wird, wie in Kapitel 4 be-
schrieben, die Transitionsmatrix ®(¢) des Systems ndher betrachtet. Von Re-
levanz ist hierbei das Gesamtsystem

%(t) = (A — BRC)x(t) (9.4)

(2 e

C o t) (9.5)
. _ . X
C= (O I) , K= (Ky Kw) und  x(t) = (Xw(t))
Die Transitionsmatrix des Systems lautet folglich
P(t) = ¢A-BRO) (9.6)

Zur Bestimmung von ®(t) in (9.6) wird sich der identifizierten Zustandsraum-
matrizen bedient. Auch gehen die entsprechend adaptierten Werte der Regler-
matrizen K, und K,, ein. Abhéngig von der gewahlten Abtastzeit Ti,s, sowie
von den Parametern p, f und N des Identifikationsalgorithmus, entsteht, wie
bereits zuvor beschrieben, jedoch eine gewisse Verzogerung bei der Identifi-
kation von Anderungen in den Systemparametern. Diese Verzogerung, welche
die doppelte Periodendauer des Datenpuffers betrigt (siehe (9.1)), verursacht
unter Umstédnden eine erhebliche Abweichung im geschéatzten Verlauf der Tran-
sitionsmatrix ®(¢) vom realen zeitlichen Verlauf von ®(t¢). Die Abbildungen
9.12 und 9.13 zeigen dies fiir den Fall ohne und mit adaptierten Regler. Die ro-
te Linie stellt dabei den Verlauf von |®(¢)| des realen Systems dar. Die blauen
Linien stellen in beiden Abbildungen den geschatzten, zeitlichen Verlauf von
|®(t)| basierend auf den Identifikationsergebnissen des Schétzers. Im Fall der
Strich-Punkt-Linie wurde ®(¢) auf Basis der aktuell verfiigharen Werte berech-
net. Die durchgezogenen, senkrechten Linien kennzeichnen die Anderung des
Systemparameters a des realen Systems, die gestrichelten, senkrechten Linien
kennzeichnen die Zeitpunkte, wann die Anderungen in den Systemparametern
identifiziert und quantifiziert sowie die Berechnung von ®(t) entsprechend ad-
aptiert wurde. In beiden Féllen (Abbildung 9.12 und 9.13) verursacht diese Ver-
zogerung zwischen Anderung des Systemparameters und der entsprechenden
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Abbildung 9.11: Beispiel 7: Verlauf der Regelgrofie y(t) bei Verwendung einer adaptiven
Regelung mit Abtastzeit Tiqsr = 0,005 s (Tpugrer = 8 s) und gleitender Regleranpassung.
Hierbei erfolgt die Adaption des Reglers stufenweise tiber einen Zeitraum von 5 Sekunden.

Identifikation dieser Anderung, eine sichtbare Abweichung zwischen geschétz-
ten und realen Verlauf von |®(¢)|. Diese Abweichung kann durch eine kleinere
Abtastzeit entsprechend minimiert werden. Auch kann diese Verzogerung in
der Berechnung von ®(t) beriicksichtigt werden. Die Berechnung ist hierbei
stets riickwirkend durchzufithren, jedoch wieder basierend auf den aktuell ver-
fiigbaren Werten. Als Zeitabstand zwischen den einzelnen Berechnungen von
®(t) wird die doppelte Periodendauer des Puffers, Tpyge; angenommen. In die-
sem Beispiel betrigt dieser Abstand 16 Sekunden (Tpuge; = 8 Sekunden). Des
Weiteren wird angenommen, dass die zum Zeitpunkt der Berechnung anliegen-
den Werte bereits zum Beginn des 16 Sekunden Intervalls giiltig waren. Dies
bedeutet, wird zum Zeitpunkt ¢ = 80 s eine Anderung in den Systemparame-
tern identifiziert, so erfolgt die Berechnung von ®(t) unter der Annahme, dass
die Anderung der Systemparameter bereits zum Zeitpunkt ¢t = 64 s und nicht
zum Zeitpunkt ¢ = 80 s eintrat. Das Ergebnis dieser modifizierten Berechnung
von ®(t) ist den Abbildungen 9.12 und 9.13 als durchgezogene Linie darge-
stellt. Die geringere Abweichung dieser modifizierten Berechnung vom realen
Verlauf von |®(t)], ist hierbei in beiden Abbildung gut ersichtlich.

Der Verlauf des Betrags der Transitionsmatrix ®(¢) in Abbildung 9.13, beim
Einsatz des adaptiven Reglers, zeigt dartiber hinaus durchgéngig einen kon-
tinuierlichen, stabilen Verlauf auch wahrend der Schaltvorgénge. Eine weitere
Beachtung von ®(t) bei der Wahl der Umschaltzeitpunkte fiir den adaptiven
Regler ist im gewéhlten Beispiel folglich nicht notwendig.

109



KAPITEL 9. DER ADAPTIVE OPTIMALREGLER

300 T
- - geschatzt
—— real
—— geschatzt (korr.)

8=1

250~

0]
g
T

- 5
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260
t[s]

Abbildung 9.12: Beispiel 7: Verlauf des Betrags der Transitionsmatriz |®(t)| bei konstanter
Regelung (Tpuger = 8 s). Die durchgezogenen, senkrechten Linien kennzeichnen die Zeit-
punkte der Anderung des Systemparameters o des realen Systems. Die gestrichelten, senk-
rechten Linien kennzeichnen hingegen die Zeitpunkte, wann diese Anderungen durch den
Regler identifiziert und quantifiziert sowie die Berechnung von |®(t)| entsprechend adap-
tiert wurde. Die durchgezogene blau Linie stellt den zeitlichen Verlauf von |®(t)| basierend
auf einer modifizierten Berechnungsmethode dar, welche die zeitliche Verzégerung zwischen
Anderung der Systemparameter und Identifikation dieser Anderung beriicksichtigt.
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Abbildung 9.13: Beispiel 7: Verlauf des Betrags der Transitionsmatriz |®(t)| bei Verwen-
dung einer adaptiven Regelung mit Abtastzeit Tiase = 0,005 s (Tpyger = 8 s) und gleitender
Regleranpassung. Hierbei erfolgt die Adaption des Reglers stufenweise tiber einen Zeitraum
von 5 Sekunden. Die durchgezogenen, senkrechten Linien kennzeichnen die Anderung des
Systemparameters o des realen Systems. Die gestrichelten, senkrechten Linien kennzeichnen
hingegen die Zeitpunkte, wann diese Anderungen durch den Regler identifiziert und quantifi-
ziert sowie die Berechnung von |®(t)| entsprechend adaptiert wurde. Die durchgezogene blau
Linie stellt den zeitlichen Verlauf von |®(t)| basierend auf einer modifizierten Berechnungs-
methode dar, welche die zeitliche Verzogerung zwischen Anderung der Systemparameter und
Identifikation dieser Anderung beriicksichtigt.
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Kapitel 10

Zusammenfassung und Ausblick

10.1 Zusammenfassung der Arbeit

Die Verwendung adaptiver Regler in der optimalen Regelung ermoglicht ein
hohes Maf§ an Flexibilitat beim Reglerentwurf, da es auf diese Weise nun mog-
lich ist, den Regler auch online hinsichtlich veranderter Giitekriterien zu op-
timieren, und somit das System beispielsweise von einem verlaufsoptimierten
in ein verbrauchsoptimiertes Verhalten zu tiberfiihren. Auch tragen adaptive
Optimalregler dafiir Sorge, dass die Optimalitat im Bezug auf die Gilitekriteri-
en selbst beim Auftreten unerwarteter Anderungen in den Systemparametern
gewdahrleistet ist.

In dieser Dissertation wurde ein Verfahren zur Echtzeitadaption von Optimal-
reglern fiir lineare Systeme entwickelt und vorgestellt, welche in den Gesamt-
kontext der Adaptiven Regelung als selbstoptimierender Regler (,,Self-Tuning
Regulator) einzuordnen ist (vgl. | ]). Das Hauptaugenmerk lag hierbei
auf optimalen Reglern mit Ausgangsriickfithrung.

Zunachst wurde hierfiir in Kapitel 6 ein alternatives Nullstellen-basiertes Ent-
wurfsverfahren vorgestellt, das im Vergleich zur herkémmlichen Methode zur
Auslegung ausgangsbasierter Optimalregler aus [ | und | | zumindest
fiir die untersuchten Beispiele, bestehend aus einem SISO und einem MIMO
System, ein besseres Konvergenzverhalten aufweist. Auch wenn solch ein An-
satz, basierend auf dem Netwon-Verfahren, bereits in | | vorgeschlagen
wurde, so ist es die Idee dieser Arbeit die Nullstellen-basierten Ansatz fiir Fol-
geregler zu erweitern. Wie diesbeztiglich mit Hilfe von Beispielen verdeutlicht
werden konnte, ist der Entwurf von ausgangsbasierten optimalen Folgereglern
unter Anwendung der bisherigen Methoden (vgl. | | und | ]) nur be-
dingt moglich und erfolgreich. Es musste weiterfithrend festgestellt werden,
dass ein Schwachpunkt, den sowohl die herkémmliche als auch die auf New-
ton basierende Methodik aufweisen, in der Einschrinkung der Anwendbarkeit
auf stabile Regelstrecken besteht. Dies begriindete sich in der Tatsache, dass
bereits zu Beginn beider Verfahren eine stabilisierende Riickfithrung als Initial-
wert gegeben sein muss, um die Konvergenz der Verfahren iiberhaupt zu ermog-
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lichen. Diese Forderung ist fiir stabile Regelstrecken trivialerweise bereits bei
einer Riickfiihrung mit dem Wert Null erfiillt. Um den Entwurf einer optimalen
Ausgangsriickfithrung auch fiir instabile Regelstrecken zu ermdoglichen, wur-
de in dieser Arbeit in Kapitel 8 ein mafigeschneidertes Homotopie-Verfahren
entwickelt, welches durch geschickte Parametrisierung der Systemmatrix die
instabile Regelstrecke zunéchst in eine stabile Regelstrecke iiberfithrt. Nach
Bestimmung des optimalen Ausgangsreglers fiir die stabile Regelstrecke, wird
diese sukzessive in ihre urspriingliche Form zuriick gewandelt, und sich somit
schrittweise der gesuchten, stabilisierenden, optimalen Ausgangsriickfithrung
genahert.

Um eine Echtzeitadaption prinzipiell moglich zu machen, bedurfte es einer
kontinuierlichen Uberwachung der Systemparameter der zu regelnden Strecke.
Um dies zu ermoglichen, wurde sich in dieser Dissertation der Methoden der
Systemidentifikation bedient. Nach einer eingehenden Analyse der verschiede-
nen Methoden dieses Sachgebiets der Regelungstechnik, wie ,, Prediction Error

Methods“ (,PEM*) (siche | 1, 1 | und | 1), »Subspace Identifica-
tion* (siehe | |) und ,, Predictor Based System Identification (,,PBSID*)
(siehe | | und | ]) in Kapitel 5 und Anhang C, wurde es als sinnvoll

erachtet, ein Verfahren zum kontinuierlichen Schétzen der Systemparameter
basierend auf dem , PBSID“-Algorithmus zu entwerfen. Ausschlaggebend fiir
diese Entscheidung war die Tatsache, dass ,,PBSID*“ anders als ,PEM* kei-
ner aufwendigen Parametrisierung bedarf und im Gegensatz zu den Methoden
der ,,Subspace Identification* auch geschlossene Regelkreise zu identifizieren
vermag. Da eine Identifikation der Zustandsraummatrizen nur modulo einer
unbekannten Ahnlichkeitstransformation méglich ist, wurde ein eigenes Ver-
fahren entwickelt, das unter Ausnutzung von a priori Systemkenntnissen und
basierend auf den Ergebnissen des Identifikationsprozesses eine kontinuierliche
Schétzung der zu iberwachenden Systemparameter ermoglicht. Hierfiir war je-
doch eine Modifikation des fiir ,, Offline“-Identifikation ausgelegten ,, PBSID"-
Algorithmus notwendig, um eine kontinuerliche Identifikation der Zustands-
raummatrizen in Echtzeit zu ermoglichen.

Ein in Kapitel 7 auf Basis von | | entwickelter neuer Algorithmus zur
erweiterten Echtzeitanpassung des Optimalreglers erméoglichte es, den Regler
innerhalb weniger Millisekunden hinsichtlich der identifizierten Anderungen
in den Systemparametern zu optimieren. Diese Echtzeitfahigkeit ist jedoch in
Anbetracht der fiir die Systemidentifikation benétigten léngeren Zeitskalen
von geringer Relevanz. Das hervorzuhebende Ergebnis bestand an dieser Stelle
in der Erweiterung des Entwurfsverfahrens fiir optimale Ausgangsregler um
einen (approximierten) Pradiktorschritt, der es ermoglicht, bei der Adaption
des Reglers einen moglichst guten Initialwert fiir das Entwurfsverfahren zu be-
stimmen und somit eine schnelle Konvergenz des Verfahrens zu unterstiitzen.
Als nicht unerheblich zeigte sich der Einfluss von Schaltvorgéngen, wie bei
der Adaption des Reglers, auf die Stabilitdt des Gesamtsystems. Um eine De-
stabilisierung zu verhindern, wurden bestehende Methoden u.a. aus | ],
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[ 1, 1 1 | und | | vorgestellt, die es ermdglichen, a priori
die Mindestverweildauer pro Subsystem zu bestimmen. Da im Falle eines ad-
aptiven Reglers jedoch weder jedes aktive Subsystem noch jeder Schaltvorgang
vorhersagbar sind (Anderung in den Systemparametern), wurde in Kapitel 4
eine Methode entwickelt, die es ermoglicht, in Echtzeit die aktuell notwendige
Verweildauer bis zum néchsten gesteuerten Schaltvorgang (Reglerwechsel) zu
bestimmen. Jedoch spielt derzeit auch diese Betrachtung in Anbetracht der fir
die Systemidentifikation benotigten langeren Zeitskalen eine eher untergeord-
nete Rolle.

In einem ausfiihrlichen Anwendungsbeispiel wurde in Kapitel 9 die Umsetzung
und vor allem die Zusammenfiihrung aller zuvor aufgefithrten Bestandteile ei-
nes Echtzeitadaptionsverfahrens fiir optimale Ausgangsregler veranschaulicht.
Hierbei wurde auch auf zusitzliche Aspekte, wie Filtern und Gléittung der
Ergebnisse der Systemparameteridentifikation oder gleitende Regleranpassung
eingegangen. Das Erfiillen der Zielsetzung dieser Dissertation, welche die Kon-
zeption eines Echtzeitadaptionsverfahrens fiir Optimalregler mit Ausgangs-
riickfihrung vorsieht, wird durch dieses Anwendungsbeispiel noch einmal un-
terstrichen.

10.2 Ausblick

Auch wenn die Zielsetzung dieser Dissertation vollstdndig erfiillt ist, so beste-
hen besonders im Hinblick auf die kontinuierliche Systemiiberwachung Mog-
lichkeiten zur Verbesserung des Gesamtverfahrens. Die derzeit bendtigten Da-
tenmengen zur eindeutigen, fehlerfreien Identifikation der Systemparameter,
verursachen selbst bei Abtastraten von 200 Hz Verzogerungen von mehreren
Sekunden und betragen somit mehr als das hundertfache der fir die reine Reg-
leranpassung bendtigten Zeitdauer. Die benotigten Datenmengen und somit
die Zeitdauer erhohen sich dabei noch bei der Zunahme von Mess- und Pro-
zessrauschen. Die Echtzeitfahigkeit bei der Anpassung des Reglers wie auch die
Stabilitatsbetrachtung bei Schaltvorgingen sind aus diesen Griinden gegenwér-
tig von untergeordneter Bedeutung. Auch sollte die Qualitiat der geschatzten
Werte ermittelt und im weiteren Anpassung des Reglers berticksichtigt werden.
Die konsequente Integration des in Kapitel 8 entwickelten Verfahrens zum Ent-
wurf optimaler Ausgangsriickfithrungen fiir instabile Regelstrecken stellt einen
weiteren Ansatzpunkt zur Verbesserung des Gesamtverfahrens dar. Davon,
dass die hierfiir benotigte Fahigkeit zur Identifikation instabiler Regelstrecken
in vielen Fallen gegeben ist, zeugt die erfolgreiche Identifikation der instabilen
Systemzustande von Beispiel 7 in Kapitel 9.

Des Weiteren wére eine Erweiterung des Adaptionsverfahrens auf optimale Zu-
standsregler denkbar. Hierbei wére jedoch neben der Regleradaption eine An-
passung des verwendeten Schitzers bei Feststellung einer Anderung in den Sy-
stemparametern zwingend notwendig. Ein solches Reglerkonzept wiirde dann
keinen selbstoptimierenden Regler mehr darstellen, sondern ein adaptives Re-
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gelsystem mit adaptivem Referenzmodell.
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Anhang A

Grundlagen der
Regelungstechnik

Ziel dieses Kapitels ist es, einen kurzen Uberblick iiber die wesentlichsten, der
fiir diese Arbeit benotigten Grundlagen und Methoden der Regelungstechnik
zu geben. Fiir eine weitergehende Einfiihrung sei auf | N Nl ]
und | | verwiesen.

A.1 Aufgabe der Regelungstechnik

Hauptintention der Regelungstechnik ist es, auf sich verandernde Prozesse von
auflen so einzugreifen, dass ein gewtinschtes Verhalten auftritt. Hierbei sind die
Prozesse oft, jedoch nicht ausschliefSlich, technischer Natur. Das gewtinschte
Prozessverhalten wird erreicht, wenn entsprechend ausgewéahlte Grofien vorge-
gebenen Sollfunktionen ausreichend gut folgen. Dies wird auch als Sollwertfolge
bezeichnet. Zusétzlich miissen eventuelle Storgrofien bestmoglich kompensiert
werden (Stérgrofienkompensation).

Die nachfolgenden Ausfithrung basieren im Wesentlichen auf | ].

A.2 Regelkreis

In (Abb. A.1) ist ein einfacher Regelkreis in seiner Grundstruktur dargestellt.
Er besteht aus dem dynamischen System, auf das man Einfluss nehmen moch-

d(t)

wi(t) y(t)

ﬁoﬂ" Regler }if)»’ Regelstrecke }——»

Abbildung A.1: Finfacher Regelkreis
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te, der sogenannten Regelstrecke, und einer Regeleinrichtung, die auch kurz als
Regler bezeichnet wird. Die Regelstrecke verfiigt iiber eine von auflen beein-
flussbare Grofe, die Stellgrofie u(t), sowie iiber eine messbare Ausgangsgrofe,
die Regelgrofle y(t). w(t) wird als FithrungsgroBe oder im konstanten Fall als
Sollwert bezeichnet. Dem Verlauf der Fiithrungsgrofie soll die Ausgangsgrofie
so gut wie moglich folgen. Hierfir wird die Regelabweichung e(t) = w(t) —y(¢)
berechnet, unter deren Nutzung der Regler die Stellgrofie bestimmt um diese
Forderung zu erfiillen. Des Weiteren existiert eine unabhéangige Storgrofie d(t),
welche die RegelgroBie y(t) beeinflusst.

Der in (Abb. A.1) gezeigte Regelkreis ist stark idealisiert dargestellt. Im realen
Anwendungsfall muss zusétzlich zwischen der Regelgrofie y(¢) und dem Mess-
wert Ymess = y(t) +7(t) unterschieden werden, der sich aus der Regelgroie und
dem bei der Messung mittels Sensor (Messglied) verursachten Messrauschen
ergibt. Auch muss im realen Prozess zwischen der vom Regler vorgegebenen
StellgroBe u(t), und der von einem Stellglied tatsachlich umgesetzten Stellgro-
Be ugten unterschieden werden. Ursache hierfiir sind spezifische Stellgliedeigen-
schaften wie zum Beispiel Ansprechempfindlichkeit. Fiir Mehrgroffensysteme
werden die in Abb. A.1 dargestellten Skalare durch Vektoren ersetzt.

A.3 Regelgesetz

Das Regelgesetz bestimmt, welche Stellgrofie u(t) der Regler in Abhéangigkeit
der Regelabweichung e(t) als EingangsgroBe der Regelstrecke setzen soll. Es
hat die allgemeine Form:

u(t) = k(y(t), w(t)) = kr(e(t)). (A1)

Regelgesetze konnen von unterschiedlichster Komplexitat sein. Zu den Aufwén-
digeren zahlen vor allem die unstetigen Regler, wie zum Beispiel Mehrpunkt-
regler, Fuzzy-Regler und adaptive Regler. Zu den eher weniger komplexen Reg-
lern zéhlen die Standardregler. Sie sind fiir lineare und linearisierte Regelstre-
cken ausgelegt. Standardregler werden durch ihre Eigenschaften beschrieben.
So gibt es P-Regler, die eine einfache proportionale Verstiarkung realisieren.
Ein reines integrierendes Verhalten weisen sogenannte I-Regler auf. PI-Regler
zeichnen durch sowohl integrierendes als auch proportionales Verhalten aus.
Des Weiteren ist es moglich sowohl den P-Regler als auch den PI-Regler um
eine differenzierende Komponente (D-Glied') zu erweitern. Der dabei entste-
hende PID-Regler stellt den wohl bekanntesten Standardregler dar, was vor
allem auf seine sehr gute Anpassungsfahigkeit an eine Regelstrecke zurtickzu-
fithren ist.

I Differenzierglieder sind Ubertragungsglieder, deren Ausgang im Wesentlichen durch Ver-
dnderungen der Eingangsgrofie bestimmt wird und bei konstanter Eingangsgroffe den Wert
null annimmt. D-Glieder sind von rein theoretischer Natur, da reale physikalische Systeme
kein verzogerungsfreies D-Verhalten aufweisen (siehe | D-

116



A.4. MODELLFORMEN DER REGELSTRECKE

d(t)

w(t) u(t) y(®)
—| Vorfilter —( )—— Regels@—»
Regler
o

Abbildung A.2: Einfache Zustandsrickfihrung

Eine Besonderheit stellen die Zustandsregler dar. Sie zeichnen sich durch Riick-
fihrung der inneren Systemgrofien (Zustandsgrofien) einer Regelstrecke aus.
Diese Zustandsgrofien rithren aus einem mathematischen Modell der Regel-
strecke im Zustandsraum, das auch als Zustandsraummodell bezeichnet wird.
Zustandsriickfithrungen haben den Vorteil, dass sie im Allgemeinen dyna-
misch schneller reagieren als Ausgangsriickfiihrungen. Allerdings weisen sie
auch einen erheblichen Nachteil auf. Denn nur selten sind alle bendtigten Zu-
standsgroflen einer Regelstrecke messbar. Des Weiteren bedarf es haufig im
Falle einer Folgeregelung aufgrund des fehlenden I-Anteils des Reglers eines
zusatzlichen Vorfilters (siche (Abb. A.2)).

Die in dieser Arbeit vorkommenden Mehrgréflenregler stellen eine Erweiterung
der hier genannten Regler dar, da sie zur Regelung von Systemen mit mehrdi-
mensionalen Stell- und/oder Regelgroen konzipiert sind.

A.4 Modellformen der Regelstrecke

In dieser Arbeit wird zwischen drei Darstellungsformen fiir ein dynamisches
System (die Regelstrecke) unterschieden. Ziel aller drei Modellformen ist es, das
Ein-/Ausgangsverhalten eines dynamischen Systems bestmoglich abzubilden.
Das heifit, bei einer gegebenen EingangsgroBe u(t) sollen Modell und reales
System die selbe Ausgangsgrofle y(t) aufweisen.

Differenzialgleichung. An erster Stelle seien hier die Differenzialgleichungen
(kurz DGL) genannt. Viele Naturgesetze bedienen sich der DGL als Darstel-
lungsform. Diese Gleichungen enthalten neben unabhangigen Verdanderlichen
und Funktionen dieser Verdanderlichen auch noch Ableitungen dieser Funktio-
nen nach den Variablen. Die hochste der in einer Gleichung vorkommenden
Ableitung bestimmt dabei die Ordnung n der Differenzialgleichung. Nachfol-
gend soll nur auf lineare Differenzialgleichungen n-ter Ordnung eingegangen
werden. Zur Bestimmung der zugehorigen Differenzialgleichungen wird ein dy-
namisches System in seine Komponenten zerlegt. Nach Erfassung der Gesetz-
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méfBigkeiten,? die das Verhalten der Komponenten beschreiben, werden die
Beziehungen beschrieben, die zwischen diesen Systemkomponenten existieren.
In einem letzten Schritt werden diese Gleichungen zu einer DGL zusammenge-

fasst (siche [ ]). (A.2) zeigt die Form einer solchen Differenzialgleichung.
Fiir technisch realisierbare Systeme gilt dabei die Bedingung ¢ < n.
d"y(t) d"y(t) d?u(t)

+. . Fay(t) +agy(t) = by

(A.2)

any, +a,_
dn L1 dta

Ubertragunsfunktion. Aus der linearen Differenzialgleichung (A.2) kann di-
rekt die Ubertragungsfunktion

Y (s) b,s? + b,_187 4+ ...+ bys + by
G _ — 4 q A3
() U(s)  aps"+ap_18" 1+ ... +a18+ag (A-3)

eines dynamischen Systems abgeleitet werden, welche die zweite hier relevante
Modellform darstellt. Hierbei gilt jedoch die Bedingung, dass alle Anfangs-
bedingungen der DGL (A.2) gleich null sind. Y (s) und U(s) sind die Lapla-
cetransformierten® der AusgangsgroBe y(t) und der Eingangsgrofe u(t). Die
Ubertragungsfunktion kann auch in die Form

_ b TTici (s — s0i)
an [Ti=1 (s — si)

iiberfiihrt werden, wobei sp; die Nullstellen des Zéahlerpolynoms und somit
die Nullstellen der Ubertragungsfunktion darstellen. s; sind die Nullstellen des
Nennerpolynoms, das auch als charakteristisches Polynom bezeichnet wird. Sie
bilden die Polstellen der Ubertragungsfunktion.

Sowohl die Pole als auch die Nullstellen der Ubertragungsfunktion stellen wich-
tige Kenngrofen eines dynamischen Systems dar. Pole geben Auskunft iiber
das Eigenbewegungsverhalten eines Systems. Verfiigen alle Pole eines Systems
iiber einen negativen Realteil, so klingt die Eigenbewegung des Systems tiber
die Zeit ab. Die Nullstellen der Ubertragungsfunktion bestimmen indessen,
welche Frequenzen der Eingangsgrofie nicht durch das System iibertragen wer-

den. Eingehendere Erlauterungen zu beiden Kenngrofien sind unter anderen in
[ | und | | zu finden.

G(s)

(A4)

2Diese GesetzmiBigkeiten kénnen verschiedenster Natur sein, da Differenzialgleichungen
in vielen naturwissenschaftlichen und technischen Sachgebieten, wie Physik, Biologie, Che-
mie und Elektrotechnik, aber auch Differenzialgeometrie und Okonomie Anwendung finden
(siehe | D-

3 Als Laplacetransformierte bezeichnet man eine Funktion, die aus dem Zeitbereich mittels
Integraltransformation in den Spektralbereich (oder auch Laplace-Bildbereich) tiberfiihrt
wurde. Die Laplace-Transformation stellt ein wichtiges Mittel zur Lésung von Differenzial-
gleichungen dar (siehe [ D.
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Abbildung A.3: Blockschaltbild des Zustandsraummodells fir MehrgréfSensysteme

u(t)

Zustandsraummodell. Bei der dritten Modellform fiir dynamische Systeme,
die in diesem Kapitel kurz vorgestellt werden soll, handelt es sich um das Zu-
standsraummodell. Grundlage dieser Modellform sind die Zustandsvariablen
x(t) = (w1(t), zo(t), ..., 2,(t))T, welche den inneren Systemzustand wieder-
geben. Das Zustandsraummodell beschreibt die lineare Differenzialgleichung
(A.2) n-ter Ordnung mittels n gekoppelter Zustandsdifferenzialgleichungen 1.
Ordnung und trégt fiir lineare System die allgemeine Form:

x = Ax(t) + Bu(t), x(t =0) = x¢ (Zustandsgleichung),

y(t) = Cx(t) + Du(t) (Ausgangsgleichung). (A.5)

Das Zustandsraummodell (A.5) ist fiir MehrgroBensysteme ausgelegt. Neben
dem Zustandsvektor x(f) € R", dem Eingangs- oder Steuervektor u(t) € R™
und dem Ausgangsvektor y(t) € R” setzt es sich aus der Systemmatrix A €
R™ " der Steuer- oder Kopplungsmatrix B € R"*"  der Beobachtungsmatrix
C € R™"™ und bei sprungfahigen System zusétzlich aus einer Durchgangsma-
trix D € R™*" zusammen.

(Abb. A.3) zeigt eine schematische Darstellung des Zustandsraummodells. Das
Verfahren zur Aufstellung von Zustands- und Ausgangsgleichung des Zustands-
raummodells verhéalt sich ahnlich dem der Differenzialgleichung. Dabei werden
ausgewahlte Systemvariablen, wie beispielsweise Spannungen und Strome aber
auch Winkel, Wege oder Geschwindigkeiten als Zustandsvariablen verwendet.
Wichtigste Voraussetzung ist jedoch, dass die Werte der Zustandsvariablen
zum Zeitpunkt ¢ = 0 bekannt sind.

Des Weiteren sei erwihnt, dass Zustandsbeschreibungen spezielle Normalfor-
men annehmen koénnen. Hierzu gehoren die Reglungsnormalform, die Beob-
achtungsnormalform und die Kanonische Normalform. Fiir eine detailliertere
Beschreibung dieser besonderen Formen sei auf | | und | | verwiesen.
Auch soll an dieser Stelle noch darauf hingewiesen werden, dass das charak-
teristische Polynom der Systemmatrix A € R™" im Regelfall dem bereits
erwahnten charakteristischen Polynom der Ubertragungsfunktion entspricht.
Folglich entsprechen unter dieser Voraussetzung die Eigenwerte der Systemma-
trix A den Polstellen des dynamischen Systems. Eine Ausnahme stellen hierbei
jene Systeme dar, bei denen vereinzelte Pole und Nullstellen zusammenfallen
und somit der Quotient (A.4) der Ubertragungsfunktion gekiirzt werden kann.
Dies fithrt zu einer kleineren Anzahl an Polen in der Ubertragungsfunktion
gegeniiber der Anzahl an Eigenwerten der Systemmatrix A (siche | D).
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Abbildung A.4: Diskretisierung eines kontinuierlichen Signals Quelle: [ ]

A.5 Zeitdiskrete Systeme

In den bisherigen Ausfithrungen dieser Arbeit wurden nur zeitkontinuierliche
Systeme behandelt. Bei der Systemidentifikation tritt jedoch eine Diskretisie-
rung des dynamischen Systems ein, da die benotigen Daten mittels Abtastglied
mit einer vorgegebenen Abtastzeit T gesammelt werden (siehe (Abb. A.4)).
Man spricht somit nicht mehr vom kontinuierlichen Signal y(t), sondern von
der Wertefolge y(k). Der Skalar k bezeichnet hierbei die Nummer des zugeho-
rigen Abtastzeitpunktes,

t=kT. (A.6)

Fir die Wahl der Abtastzeit gilt das , Nyquist-Shannonsche Abtasttheorem®,
das besagt, dass die Abtastkreisfrequenz wy = %’T mindestens doppelt so grof3
sein muss, als die maximale, im dynamischen System auftretende Kreisfrequenz

wmax .

wr > 2wmax~ (A7)

Die Erfullung des Theorems (A.7) ist notwendig um ein bandbegrenztes, kon-
tinuierliches Signal eindeutig rekonstruieren zu kénnen und ,, Aliasing “-Effekte
wie in (Abb. A.5) dargestellt zu vermeiden. Die Frequenz wp,.x kann neben
der Bandbreite der Regelstrecke selbst auch durch Fithrungs- oder Storgrofien
bestimmt sein(siehe auch | 1.

Aquivalent zu den Modellformen der zeitkontinuierlichen Regelstrecke, die in
Abschnitt A.4 vorgestellt werden, gibt es auch fir zeitdiskrete Systeme ver-
schiedene Darstellungsformen.

Differenzengleichung. Die Differenzengleichung des zeitdiskreten Systems
stellt das Pendant zur Differenzialgleichung der zeitkontinuierlichen Systeme
dar. Hierbei besteht jedoch der Unterschied, dass die Ableitungen des dynami-
schen Systems aufgrund der Diskretisierung nicht zur Verfiigung stehen. Als
Néherungslosung werden Differenzenquotienten

Ay(t) = y(t+ TT) —y(t)

verwendet. Die Wertfolge y(k), die hdufig auch als Ausgangsfolge bezeichnet
wird, kann folglich mittels einer rekursiven Gleichung beschrieben werden in
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Abbildung A.5: Als , Aliasing“-Effekt bezeichnet man die Reduktion der Frequenz eines
Signals beim Abtastvorgang aufgrund einer zu geringen Abtastkreisfrequenz wr.  Quelle:

[Lun06]

die sowohl vorangegangene Ausgangswerte (y(k—1)...y(k—n)) als auch Ein-
gangswerte (u(k —1)...u(k — ¢)) eingehen. Diese Gleichung wird auch als
Differenzengleichung bezeichnet und hat die allgemeine Form

y(k) +ay(k — 1)+ -+ ay(k —n) = bu(k) + - - - + byu(k — q) (A.8)

oder
o) = 3 btk =) = 3yt =) (A9)
(siehe [ 1,1 | oder | ]). Die Gleichungen (A.8) und (A.9) beschrei-

ben sprungfihige Systeme. Bei nicht sprungfahigen Systemen entfillt der Term
biu(k). Bei MIMO Systemen existiert fiir jede mogliche Ein-/Ausgangskombi-
nation eine spezifische Differenzengleichung. Die Wertfolge y (k) wird folglich
durch ein Gleichungssystem beschrieben.

Erweitert man die Differenzengleichung (A.8) mit dem weiflen Rauschen e(k)
zu

y(k)+ay(k—1)+- -+ ayy(k—n) = byu(k) +- -+ byu(k — q) + e(k) (A.10)

dann liegt ein sogenanntes ,ARX“-Modell* vor, worauf im weiteren Verlauf
noch einmal Bezug genommen wird.

4ARX steht in der Zeitreihenanalyse fiir Auto-Regression mit eXogener Variable. Auto-
Regression bedeutet hierbei, dass sich eine Variable rekursiv aus ihren eigenen Vergangen-
heitswerten zusammensetzt. Die Storfolge e(k) stellt die exogene, also die auflerhalb des
Modells definierte Variable dar (siehe [ D-
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Ubertragungsfunktion. Analog zu zeitkontinuierlichen Systemen (siche Ab-
schnitt A.4), kann die Differenzengleichung (A.8) in eine Ubertragungsfunktion
iiberfiihrt werden. Wahrend bei zeitkontinuierlichen Systemen hierfiir die La-
placetransformation Anwendung findet, ist es bei zeitdiskreten System die Z-
Transformation®. Die Ubertragungsfunktion im zeitdiskreten Fall wird deswe-
gen haufig auch als Z-Ubertragungsfunktion bezeichnet (siche | ]). Wen-
det man die Z-Transformation auf die Differenzengleichung (A.8) an, so ergibt
sich

Y(2) + a1z 'Y (2) + -+ a2 Y (2)
=b1z7'U(2) + - + bz U (2)
respektive
blz—l 4+t qu—q
amz Tl 4 tane

G(z) = (A.11)

Hiufig werden Nenner und Zihler der Ubertragungsfunktion durch die Terme
AR)=14+az '+ +a,z"

und

B(2) =biz7 4+ bzt
abgekiirzt, womit sich die Kurzform der Ubertragungsfunktion
B(z)
A(z)

G(z) = (A.12)

ergibt. Wie bereits bei der Differenzengleichung zuvor erwahnt, existiert fiir
jede Ein-/Ausgangskombination eine spezifische Beschreibung des Ubertra-
gungsverhaltens. Fiir jeden Ausgang werden hierbei die zugehérigen Ubertra-
gungsfunktionen der relevanten Eingangsgrofien parallel verschaltet. Fir eine
einzelne AusgangsgroBe Y;(z) gilt

Yi(Z) = G11U1(Z) -+ G12U2<Z) + -t GlmUm<Z)

und fiir das gesamte MIMO System somit

Yi(2) Ui(2)
O I A T S | (A13)
vi(z)) Gl Gm)) g

Die einzelnen Ubertragungsfunktionen werden hierbei in der Ubertragungs-
funktionsmatrix G(z) zusammengefasst.

5Die Z-Transformation stellt eine spezielle Art der Laplacetranformation fiir beliebige
Zahlenfolgen f(k) dar (siehe [ D.
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Zustandsraummodell. Zeitdiskrete System konnen ebenfalls mittels des Zu-
standsraummodells

x(k+1) = Agx(k) + Bau(k), x(0) =x

y(k) = Cx(k) + Du(k) (A.14)

dargestellt werden. Dieses kann entweder von der Differenzengleichung (A.8)
abgeleitet werden® oder bei bekannter Abtastzeit T aus dem zeitkontinuierli-
chen Zustandsraummodell iiberfiihrt werden, wobei der folgende Zusammen-
hang gilt:

Ag =2 Byg= A - 1B,

(A.15)
Ci=C, Dy=D,

mit der Voraussetzung dass det(A) # 0 ist. Des Weiteren lasst sich aus
Ay = eAT ableiten, dass fiir die Eigenwerte der zeitdiskreten und der zeit-
kontinuierlichen Systemmatrix die Beziehung

MN{Ag} = MIAIT (A.16)

gliltig ist.

Ein durch das Zustandsraummodell (A.14) beschriebenes zeitdiskretes, dyna-
misches System gilt dann als asymptotisch stabil wenn fiir die Eigenwerte der
Systemmatrix Ay die Bedingung

N <1 (i=12,...,n) (A.17)

erfillt ist. Dies lasst sich auch aus der Bewegungsgleichung fiir zeitdiskrete
Systeme

k—1
x(k) = Akx(0) + z_j A7 Bu(j) (A.18)

ableiten, denn der Anteil der freien Bewegung xgei(k) = A’jxo kann nur unter
der Bedingung (A.17) gegen Null gehen.
An dieser Stelle soll noch die Gewichtsfolge fiir zeitdiskrete Systeme

D fir k=0

Glk) = { CAY'By fir k> 1 (A.19)

vorgestellt werden, welche die Antwort auf den diskreten Einheitsimpuls

1 furk=0
u(k:) - 5d<k) - { 0 sonst

darstellt.

5Wird das zeitdiskrete Zustandsraummodell von den Differenzengleichungen abgeleitet,
so liegt die Systemmatrix Aq in Frobeniusform beziehungsweise nach Modifikation der Zu-
standsgrofien in Reglungsnormalform vor (siehe | D).
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Die Terme CAﬁ_le fir £k > 1 werden auch als Markov-Parameter des Zu-
standsraummodells (A.14) bezeichnet.

Durch Z-Transformation der Gewichtsfolge erhélt man die Ubertragungsfunk-
tionsmatrix G(z) mit
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Anhang B

Methoden zur ,,dwell
time“-Berechnung

Fiir die Berechnung der in Kapitel 4 vorgestellten ,, dwell time* existieren mitt-
lerweile verschiedenste Anséatze. Bei den meisten Verfahren handelt es sich al-
lerdings um Abwandlungen der in Abschnitt 4.2 vorgestellten Methode, auf
die zunachst Bezug genommen wird.

B.1 ,,dwell time*“ Berechnung mittels linearer
Regression

Wie in (4.9) dargestellt, wird eine Exponentialfunktion an den normierten
Wert des zeitlichen Verlaufs der Transitionsmatrix ®(t) eines Subsystems A,
angenahert(siehe Abbildung B.1). Die Berechnung der Konstanten a und /3

T
— @)l
——

~ L
0 2t 5 10 15 20 25 30
1[s]

Abbildung B.1: Anndherung des normierten zeitlichen Verlaufs der Transitionsmatriz ®(t)
des Subsystems Ay = (_(1)’2 :053) durch eine Fxponentialfunktion

)

erfolgt mittels linearer Regression (siche | ]). Hierfir wird zunéchst
die Punktfolge y; = ‘eAti benotigt. Aus
yi = Pl e Iny, = a — Bt (B.1)
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folgt mit Y = Iny; und X = t¢; die Regressionsgerade
Y =a— BX. (B.2)

Diese kann mittels des Ansatzes

5 S~ D) -5)
Y (X -3
berechnet werden, wobei z = %Z?:l X, und y = %Z?:lYi. Um die Bedin-

gung in (4.9) zu erfiillen, muss nun noch die Regressionsgerade auf die lokalen
Maxima der normierten Transitionsmatrix verschoben werden:

a=1y-pz (B.3)

a = a+ max(Y; — y;), (B.4)
5=-3 |

In (Abb. B.1) ist die fiir das Subsystem A; = (_(1]’2 __0?3) berechnete Ex-
ponentialfunktion sowie der von dieser Funktion gehiillte Verlauf der Norm
von ®(t) dargestellt. Die mittels der Gleichungen (B.3) und (B.4) berechne-
ten Konstanten haben die Werte a; = 0,8054 und S; = 0,25. Geméfl Glei-
chung (4.8) ergibt sich somit fiir A; eine Zeit 74 von 3,2216 Sekunden. Fiir
das zweite Subsystem A, = (_2’4 __(f6) des geschalteten Systems aus Ab-
schnitt 4.1 ergibt sich mit ap = 0,8077 und By = 0,5 eine Zeitkonstante 7
von 1,61546 Sekunden. Entsprechend Gleichung (4.8) gilt fiir das geschaltete
System x = Ax(t), t € RT, ¢ € {1,2} eine ,dwell time“ Tp von 3,2216
Sekunden. Der Verlauf der Zustandsgrofien fiir das hier aufgefiihrte Beispiel
eines geschalteten Systems mit einer ,dwell time* 7p von 3,2216 Sekunden ist
in (Abb. B.2) dargestellt.

B.2 Berechnung mittels Abstandsbetrachtung
der Eigenvektoren der Systemmatrizen

Der aus | | stammende und hier wiedergegebene Ansatz zur Berechnung
der , dwell time“ verbindet gleich mehrere Bedingungen fiir die Stabilitat ge-
schalteter Systeme. So wird sich auf die ebenfalls in | | und | | auf-
gezeigte Tatsache bezogen, dass ein System, das nur aus stabilen, paarweise
kommutativen Subsystemen besteht, asymptotisch stabil ist. Dies wird nun in
[ | dahingehend erweitert, dass die Systemmatrizen genau dann kommu-
tativ sind, wenn sie die gleichen Eigenvektoren besitzen. Fiir genau diesen Fall
wird eine , dwell time* von 0 Sekunden gesetzt. Die , dwell time* steigt dann
proportional zum Abstand der Eigenvektorséitze der Subsystemmatrizen. Als
Eigenvektorsatz V, versteht man hierbei die Gesamtheit der zu einem Subsys-
tem A, gehorenden Eigenvektoren. Fiir ein Subsystem 7 ist der Eigenvektorsatz
durch eine invertierbare Matrix V; = (Vl vy ... Vn) definiert. Fur die Be-
rechnung des Abstandes der Eigenvektorsitze zweier Subsysteme 7 und j, gibt
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EIGENVEKTOREN DER SYSTEMMATRIZEN

Abbildung B.2: Asymptotisch stabiler Verlauf eines geschalteten Systems mit zwei asympto-
tisch stabilen Subsystemen und Anfangszustand xg = (100) - Das geschaltete System besteht
aus den beiden asymptotisch stabilen Subsystemen A, = (7?"2 :0?3) und Ay = (72’4 :0}6).
Als zeitlicher Abstand zwischen den Schaltvorgingen wurde eine mittels (4.8) ermittelte
,dwell time* von 83,2216 Sekunden verwendet.

es nach | | nun zwei Moglichkeiten:

-1
Vi,

)

dl(Vi, VJ) =In <maX{HV;1Vj

IR

). (B.6)

Ausgehend von diesen zwei verschiedenen Ansétzen zur Berechnung des Ab-
standes der Eigenvektorsatze stehen auch zwei Moglichkeiten zur Berechnung
der , dwell time* zur Verfiigung:

D > max{max{w}} (B.7)

dy (Vs V;) = 1n<HV;1VjH |vitv,

jea | ieQ )\j
wnd dy(Vi, V)
9m — 92 (Vi Vs
S a2(Vi, Vj) B.8
e n}?é{ IEEDY } (B8)

mit \; = ming(JRe(A\r(A;))|) und m als Anzahl der vorhandenen Subsysteme.

Um die , dwell time“ mittels der zwei in diesem Abschnitt vorgestellten Vari-
anten fiir das geschaltete System

—02 -5
AL _< 1 —0,3)’

04 -1
As = < 5 —0,6)
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berechnen zu konnen, werden zunéachst die Eigenwerte der beiden Subsysteme
benotigt. Die konjugiert komplexen Eigenwerte von A; liegen bei —0,25 4 j -
2,2355, die von Ag bei —0,5 4 j - 2,2338. Hieraus resultieren die nachfolgenden
Matrizen, die spaltenweise aus den Eigenvektoren zusammengesetzt sind:

V. — 0,9129 0,9129
17 10,0091 —j-0,4081 0,0091 + j - 0,4081

und

0,9129 0,9129
GeméB Gleichung (B.5) gilt fiir den Abstand d; der beiden Eigenvektorsétze

Vl und Vz
vivilf)

=1In <max{2,2363 , 2,2380}) = 0,8056.

V. — (0,0183+ 70,4078 0,0183—j0,4078>
2 —_— .

Y

di(V1,V5) = In <maX{HV1—1V2

Dies fithrt entsprechend (B.7) zur ,dwell time* tp; = 068(2)‘26 = 3,2224 Sekun-
den. 7
Folgt man Variante 2, so ergibt sich nach (B.6) und (B.8) der Abstand dy =

1,6104 und eine , dwell time“ von 1py = 1’0224 = 2,1472 Sekunden.

Sowohl (B.7) als auch (B.8) fiihren zu Werten fir 7p, die in den meisten Fallen
kleiner sind als die mit (4.8) berechneten Zeiten. Jedoch sind Systeme mit einer
nach (B.8) berechneten , dwell time“ zwar stabil, aber nicht zwingend immer
asymptotisch stabil (siehe (Abb. B.3)).

B.3 Der ,,average dwell time*“-Ansatz

Die in | | vorgestellte ,, dwell time “~-Methode zur Stabilisierung geschalte-
ter Systeme, wurde in | | zur ,average dwell time* weiterentwickelt und
soll in enger Anlehnung zu | | hier wiedergegeben werden. Der Ansatz be-

ruht auf der Tatsache, dass es nicht zwingend notwendig ist beim Schalten die
mit (4.8) berechnete Zeitdauer 7p einzuhalten, um asymptotische Stabilitét
fiir ein beliebiges Schaltsignal o zu gewahrleisten. Stattdessen wird eine ,, dwell
time“ Tae eingefiihrt, die bei einem durchschnittlichen Einhalten der selbigen
auch asymptotische Stabilitat garantiert.

Ausgangspunkt ist wiederum ein geschaltetes System der Form (4.1). Zusatz-
lich gilt, dass eine beliebig gewéhlte, positive Konstante \q existiert, fir die
alle Matrizen (A, + AoI) stabil sind und dass fiir jedes Subsystem eine Matrix
Q existiert, welche die Bedingung

Q, (A, + D) + (A, +AD)'Q, =1, ¢€Q (B.10)
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Abbildung B.3: Grenzstabiler Verlauf eines geschalteten Systems mit zwei asymptotisch sta-
bilen Subsystemen und Anfangszustand xo = (100) - Das geschaltete System besteht aus den
beiden an sich asymptotisch stabilen Subsystemen A = (_(1)’2 :0?3) und As = (_g’4 :0%6).
Als zeitlicher Abstand zwischen den Schaltvorgingen wurde eine mittels (B.8) ermittelte

,dwell time* von 2,1472 Sekunden verwendet.

erfiillt. Ferner gilt dann:

(0 maz [Q]) — In(0min[Q])

Tave = Max , B.11
QQeQ 20 (B.11)
mit o[Q] als Singulérwert der Matrix Q (siehe [ ])-

Fiir die Festlegung von \g werden folglich die Eigenwerte der einzelnen Sub-
systeme betrachtet. Dabei wird fiir g ein Wert nahe des kleinsten Realteils
aller Eigenwerte des geschalteten Systems A, gewahlt. Fiir das geschaltete Sys-
tem (B.9) liegt der kleinste Realteil aller Eigenwerte beispielsweise bei —0,25.
Wiéhlt man A\g = 0,2, losen die Matrizen

30,01 0,1

Q= < 01 6 )
Q, - 1,0236  0,2953
27 10,2953 4,9409

die Gleichung (B.10). Mit (B.11) ergibt sich somit eine ,average dwell time*
von

und

(0 m0s — In(0min| G In(30,0104) — In(1,001
- n(o [Ql])Q)\ 1(0min[Qa)) _ n(30,010 )04 n(1,0015) _ 85001,
0 )

Dieser Ansatz wurde in verschiedensten Arbeiten weiterentwickelt unter ande-
rem in | |, wo die ,average dwell time* zur Stabilisierung geschalteter
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System genutzt werden, die sowohl aus stabilen als auch aus instabilen Sub-
systemen bestehen. Oder auch in | | und [ |, wo die ,average
dwell time“ in Verbindung mit verzogerten Systemen behandelt wird.
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Anhang C

Anhang zu Systemidentifikation

C.1 Methoden der Systemidentifikation

Bis zur Einfihrung der Zustandsraumdarstellung 1960 in | | beruhte
der auf SISO Systeme beschrinkte Reglerentwurf im Wesentlichen auf Bode-,
Nyquist- oder Pol-Nullstellen-Diagrammen. Die Identifikation der SISO Sys-
teme erfolgte hierbei im Wesentlichen mittels Ubergangsfunktion (Sprungant-
wort). Ausgehend von der Form der Ubergangsfunktion kann zumindest bei
cinfachen Systemen leicht auf die Struktur der entsprechenden Ubertragungs-
funktion riickgeschlossen werden. Zusitzlich konnen Parameter der Ubertra-
gungsfunktion wie Zeitkonstanten oder Verstarkungsfaktoren aus der Sprun-
gantwort berechnet werden (siehe (Abb. C.1)).

C.1.1 ,,Prediction Error Methods*

Zur Einfiihrung in die auf Vorhersagefehler basierenden Identifikationsverfah-
ren, soll an dieser Stelle zunéchst basierend auf | Jund | | ein weiteres
einfaches Verfahren zur Bestimmung von Systemparametern unbekannter li-
nearer SISO Systeme vorgestellt werden, das auf der Methode der kleinsten
Quadrate beruht. Betrachten wir hierfiir die Differenzengleichung (A.8), so
ergibt sich nach deren Umstellung nach y(k)

y(k) = —ary(k—1) — -+ —ayy(k —n) + bou(k — 1) + - - - + byu(k — q).
Werden nun alle Koeffizienten in
O=(ar - an by by (C.1)
und alle Ein-/Ausgangsdaten in
p(k) = (—y(k=1) -+ —y(k—n) u(k—1) -+ wk—-gq) (C2)

zusammengefasst, so folgt
y(k) = p(k)"© (C.3)
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Abbildung C.1: Bei einfachen SISO Systemen kann mittels der Ubergangsfunktion auf
die Struktur der Strecke riickgeschlossen werden. In dem hier dargestellten Fall liegt die
Ubergangsfunktion eines Differenzieres mit Verzogerung 1. Ordnung vor. Des Weiteren
konnen mittels der Ubergangsfunktion die Parameter der Ubertragungsfunktion bestimmit
werden. So gilt fir die Zeitkonstante T eines Verzégerungsgliedes 1. Ordnung, dass bei
t =T die Amplitude den 0,3679-fachen Wert der Ausgangsamplitude angenommen hat da
y(t) = ke T = ke ! gilt. Auch ware es moglich T mittels der in der Spitze angelegten
Tangente zu bestimmen. Der Verstirkungsfaktor ergibt sich dann zu k = T Ay(0).

oder als Pradiktor betrachtet
g(k) = o(k)"e. (C.4)

Der Préadiktor (C.4) stellt ein einfaches lineares Regressionsmodell dar, wo-
bei der Pradiktor g(k) linear von © abhéngt. Zur Bestimmung der in © zu-
sammengefassten Systemkoeffizienten werden iiber eine bestimmte Zeitdauer
1 <t < N die Ein- und Ausgangswerte gemessen. Die Daten werden in

Z" = [y(1),u(1),y(2),u(2), ..., y(N), u(N)] (C.5)

zusammengefasst. Der Parametervektor © wird anschliefend so bestimmt (re-
spektive geschétzt), dass der Fehler in der Vorhersage (,,prediction error)

e(k,0) = y(k) — (k. ©) (C.6)

moglichst gering wird. Hierfiir bedient man sich der Methode der Kleinsten
Quadrate (,,Least Squares“) um das Minimierungsproblem

o= arg min Vn(0,2Y) (C.7)

zu losen, wobei sich die Kostenfunktion Vy(©,Z%) iiber die Quadrate der
Fehler in der Vorhersage der gesamten Messdaten ZV definiert:

Vi(©,2%) = 3 (k) — (k. 0)° = = 3 (u(k) — (W) (C8)

k=1 k=1
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U@ —] & ~O—1(2)

o=

E(2)

Abbildung C.2: ARX-Modell (Auto-Regression mit eXogener Variable)

Um das Minimierungsproblem zu losen wird die Kostenfunktion (C.8) abgelei-
tet und gleich null gesetzt:

d

0= 35Vh(6.2") = 5 3 k) ulh) — #(h)©)

Der geschitzte Parametervektor ©y ergibt sich folglich zu

-1 N

B = (z w(k)soT(k)> ECIC) (€.9)

wobei der Schitzwert © sich dem wahren Parametervektor © fir N — oo
néhert (siehe | ] und | 1.

Die vorgestellte ,, Prediction Error“-Methode stellt allerdings nur einen Spezial-
fall dar, denn nicht nur die Kostenfunktion (C.8), fir die in diesem Fall eine
quadratische Norm gewéhlt wurde, kann beliebig gestaltet werden, sondern
auch die Methode zur Losung des Minimierungsproblems und vor allem die
zugrunde liegende Modellform. Bei dem eben betrachteten Fall lag ein idea-
les Modell vor, da keinerlei Storung beachtet wurde. In der Differenzenglei-
chung (A.10) wurde bereits ein Term weifilen Rauschens eingefiihrt, was ein
sogenanntes , ARX“-Modell ergibt. Fithrt man fir die Storwertfolge e(k) zur
Beschreibung des Ubertragungsverhaltens die Funktion H(z) ein, so kann das
dynamische System inklusive Storverhalten im Frequenzbereich durch die all-
gemeine Gleichung

Y(2) = G(2)U(2) + H(2)E(2) (C.10)

beschrieben werden. Wahrend G(z) wie in (A.12) beschrieben vorliegt, gilt fiir
H(z) im Falle des ,ARX“-Modells

1
H(z)= A1
© =45 (©11)
(siehe auch | |). Diese Modellform bietet allerdings nur einen geringen

Freiheitsgrad bei der Beschreibung der Storwertfolge e(k).
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Y(z)

i
=

-_.

=

~ —

z)

Abbildung C.3: ARMAX-Modell (Auto-Regression mit gleitenden Mittelwert -Moving
Average- und eXogener Variable)

Als mit | | die ,, Mazimum Likelihood“~-Methode zum Schétzen der gesuch-
ten Parameter aus der Zeitreihenanalyse in die Regelungstechnik eingefiihrt
wurde, bezog man sich hierbei nicht mehr auf ein ,,A RX“-Modell sondern auf
das noch allgemeinere ,ARMAX“Modell!, wo die Stérwertfolge, wie in der
Differenzengleichung

y(k) +ary(k — 1)+ -+ any(k —n) =
biu(k) + - + bgu(k — q) + cre(k) + - -+ cre(k — 1)
(C.12)

erkenntlich, als gewichteter Mittelwert eingeht. Neben der zu maximierenden
,, Likelihood “~-Funktion

1 N
L=-=Y ¢ — Nlog\+ const. (C.13)

k=1

mit der Varianz A, werden die allgemeine Kostenfunktion V(0) = 1Y, €
und das Minimierungsproblem (C.7) sowie der bendtigte Losungsalgorithmus
mit | | in die Regelungstechnik eingefithrt. Auch wurden in | | die
grundlegenden Voraussetzungen formuliert, die sowohl vom zu bestimmenden
System als auch von der Experimentieranordnung erfiillt werden miissen, da-
mit die Identifizierbarkeit eines betrachteten Systems iiberhaupt gegeben ist.
Dies wird jedoch im Abschnitt C.1.3 dieser Arbeit ndher betrachtet.

Natiirlich gibt es noch weitere Spezialfélle hinsichtlich Modellform wie bei-
spielsweise das ,ARARX*“-, das ,ARARMAX*-, das Ausgangsfehler- oder das

in | | vorgestellte Box-Jenkins-Modell
A(2)Y (2) = %U(z) + %E(z). (C.14)

Diese verschiedenen parametrischen Modellformen lassen sich jedoch alle von
der bereits vorgestellten allgemeinen Form (C.10) ableiten. Des Weiteren stel-

L MA steht fiir Moving Average und bedeutet, dass sich die Storwertfolge als gewichteter
Mittelwert in die Ausgangsfolge eingeht.
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len die verschiedenen existierenden Kostenfunktionale Spezialfille von

N

1
Vn(©,ZY) = =Y I(e(0)) (C.15)
N
dar. Diese wesentlichen Erkenntnisse wurden in | | veroffentlicht, was das
Gesamtkonzept der ,, Prediction Error Methods“ vereinheitlichte. Besonders im
Hinblick auf , Prediction Error Methods“ stellen | 1 | und | | bis

zur Gegenwart Standardwerke fiir Systemidentifikation dar.

Eine Identifikation von MIMO-Systemen mittels direkter, auf Vorhersagefehler
basierender Verfahren stellt sich jedoch gerade im Hinblick auf die notwendi-
ge Parametrisierung der Modelle als schwierig heraus, da hierfiir viel a priori
Wissen benétigt wird (beispielsweise die Systemordnung), das nicht immer ge-
geben ist. Nicht selten fiihrt die Parametrisierung auch zu Divergenzverhalten
bei der Losung der zugehorigen Optimierungsprobleme. Des Weiteren bestand,
zumindest bis | | eine Schwierigkeit in der Identifizierung von geschlosse-
nen Systemen, da aufgrund der Rickfithrung eine Korrelation der Stérung e(k)
und der Eingangsfolge u(k) auftritt.

C.1.2 ,,Subspace Identifcation*

Wiéhrend die direkte , Prediction Error“-Methode auf die Bestimmung der
Ubertragungsfunktion ausgerichtet ist, begann mit | | die parallele Ent-
wicklung einer indirekten Identifikationsmethode, die auf das zuvor in | ]
eingefithrte Zustandsraummodell zuriickgreift. Durch diese Arbeit werden die
theoretischen Grundlagen gelegt, um aus gegebenen Ein-/Ausgangsdaten eine
minimale Realisierung® des Zustandsraummodells (A.14) mit endlicher Ord-

nung zu ermitteln. Intention ist es, ausgehend von den, die Gewichtsfolge
(A.19) beschreibenden Markov-Parametern G(k)? eine Hankel-Matrix?

G, Gy Gy Gy
Gy Gs3 Gy G-
H=1G, G, G5 Gg--- (C.16)

2Minimale Realisierung bedeutet in diesem Zusammenhang, dass ein Zustandsraummo-
dell bestimmt werden soll, das die gegebenen Ein-/Ausgangsdaten reproduziert, wobei die
Anzahl der hierfiir eingefithrten Zustéinde so gering wie moglich gewédhlt wird.

3Die Notation G(k) fiir die Markov-Parameter wurde an dieser Stelle gewihlt um Kon-
sistenz zu wahren, da die Markov-Parameter nichts anderes als die Terme der Gewichtsfolge
darstellen. Sehr hiufig werden die Markov-Parameter jedoch als H(k) dargestellt.

4Als Hankel-Matrizen werden jene Matrizen bezeichnet, in deren inversen Nebendiago-
nalen (also von rechts oben nach links unten verlaufend) nur ein konstanter Wert auftritt.
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zu konstruieren, die das Produkt aus einer unendlich-dimensionalen Beobachtbarkeits-
und einer unendlich-dimensionalen Steuerbarkeitsmatrix darstellt,

C
CA4 )
H=| A2 (Ba AqBa AZB4 -, (C.17)
um so mittels des Zusammenhanges G(k) = CAY'By die Zustandsraum-

matrizen A}*", B}*™ und C™" zu bestimmen. Der Rang von H entspricht
hierbei der kleinstmoglichen Systemordnung.

Natiirlich beschreibt dieser in | | vorgestellte Ansatz aufgrund der Verwen-
dung unendlich-dimensionaler Matrizen zunachst ein rein theoretisches Vorge-
hen, er bildet jedoch die Grundlage fiir eine Methodik der Systemidentifikation,
die aufgrund der Tatsache, dass systemrelevante Matrizen (wie beispielsweise
die erweiterte Beobachtbarkeitsmatrix) als Untervektorrdume von projizierten
Ein-/Ausgangsdatenmatrizen gewonnen werden, als , Subspace Identification®
bezeichnet wird.

Nachfolgend werden verschiedene Auspragungen der ,,Subspace Identification’-
Methodik vorgestellt. Dabei werden Verfahrensweisen fiir Systeme mit rein
deterministischer, rein stochastischer und deterministisch-stochastischer Ein-
gangsfolge betrachtet.

C.1.2.1 Deterministische Systeme

LSubspace Identification® -Methoden sollen im Folgenden zunéchst fiir Systeme
mit rein deterministischen®, endlichen Eingangsfolgen betrachtet werden. Die
nachfolgenden Ausfithrungen lehnen sich dabei stark | | an.
Zunéchst wird ein einfaches zeitdiskretes Zustandsraummodell der Form

x(k+1) = Agx(k) + Bqu(k)

y(k) = Cx(k) + Du(k) (C.18)

betrachtet, das iiber einen rein deterministischen Anteil u(k) verfugt. Mit den
gegebenen Ein-/Ausgangsdatensétzen werden zwei Block-Hankel-Matrizen

) o) e
mit
y(0)  y(1) y(j—1)
y(1)  y(2) y(j)
Y,=| ¥2) yB - yU+1) (C.20)
vii—1) y(i) - y(G+i-2)

SDeterministische Eingangsfolgen oder -signale bezeichnen Eingangsgrofien, deren Verlauf
bewusst gesteuert und vor allem reproduziert werden kann.
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und
y(@)  y(+1) - yli+j5-1)
yii+1) y(@+2) -+ y(i+j)
Y= |y(@+2) y(+3) - yli+ji+1) (C.21)
y(2i 1) y(2i) - y(2i+j-2)

gebildet, wobei fiir die Matrizen U, und U} die gleiche Bildungsvorschrift gilt.
Die Variable ¢ ist hierbei frei wahlbar, sollte aber mindestens grofler als die
zu erwartende Anzahl an Zustinden des untersuchten Systems sein. Stehen
zur Identifikation s Datensétze an Ein-/Ausgangsdaten zur Verfiigung, so gilt
fiir die Anzahl 7 an Spalten j = s — 2 + 1. Mit y € R” und u € R™ folgt
Y, € R™ und U,y € R™*. Die Zustiande des dynamischen Systems
werden durch die Zustandsmatrizen

X, = (x(0) x(1) -+ x(j—1)) o)
Xp=(x(i) x(i+1) -+ x(i+j—1)) '
beschrieben. Des Weiteren ist mit
C
CA4
T, = | CAZ (C.23)
CcA}!

die erweiterte Beobachtbarkeitsmatrix und eine Block-Toeplitz-Matrix® der
Form

D 0 0 0
CB4 D 0 0
CAB; CBy D 0

Hi=1 cA2B, CAB  CB, 01 (C.24)
CA?By CA°By CAT'B; --- D

welche die Markov-Parameter enthélt, gegeben. Fiir das System (C.18) gelten
die Ein-/Ausgangsgleichungen

Y, = I;X, + H,U,, (C.25)
Y, =X, + HU;,. (C.26)
Wie in | ] bewiesen wird, ist der Zeilenraum” der Zustandsmatrix X

die Schnittmenge der Zeilenraume von H, und Hy:

ZR(X;) = ZR(H,) N ZR(H;).

6 Als Toeplitz-Matrizen werden jene Matrizen deklariert, deren Haupt- und Nebendiago-
nalen nur einen konstanten Wert aufweisen.

TAls Zeilenraum einer Matrix bezeichnet man die lineare Hiille der Zeilenvektoren. Die
Dimension dieses Raumes wird auch als Zeilenrang deklariert.
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Aus diesem Grund lasst sich, wie ebenfalls in | | nachgewiesen wird,
die Zustandsmatrix X ; mittels einer Singulédrwertzerlegung® der aus den Han-
kel-Matrizen zusammengesetzten Matrix

= (3)

X; =UlULH, (C.27)

mit Ujs aus der Singularwertzerlegung

_ r (Ui U\ (S 0\ 7
H =USV* = <U21 Usy 0 0 A\Y

bestimmen. Dabei gilt:

und U, als Ergebnis der weiterfithrenden Singuldrwertzerlegung

S, 0\ /[ VI
et o (3 1) ()
q

Dabei gﬂt Uy € R(mi+ri)><(2mi+n)’ Uy, € R(mi+7’i)><(2ri—n)’ S, € R (2mi+n)x(2mi+n)
und U, € REri-n)xn,

Eine explizite Berechnung der Zustandsmatrix X ist allerdings nicht notwen-
dig, denn bei Umstellung der Hankel-Matrizen in die Form

u0) u(l) -+ u@lG-1)
y(0)  y(1) y(j—1)
u(l)  u(2) - u(y)

y(1) y(2) - y(J)

H,=| ul@) u3) u(j+1) (C.28)

y(2)  y(3) y(j+1)
u(@i—1) u(@) -+ u(+i—2)
y(i—=1) y@) - y(i+i-2)

(selbiges gilt natiirlich fiir 7), konnen die gesuchten Zustandsraummatrizen
nach Durchfithrung der Singulérwertzerlegungen durch Losung des Gleichungs-
systems

<UqTU1T2U(m+r+1:(i+1)(m+r),:) S)

Umi ri+m—41:(m+r)(2 :S
(mirt i AL (mer) (i+1),) . (C.29)
_ <Ad Bd) (Uq U12U(1:mi+ri,:)s>

C D U(mi+ri+1:mi+ri+m,i)s

bestimmt werden?.

8siehe | ]

9Tn dem Fall, dass nur bestimmte Teile einer Matrix in eine Gleichung eingehen, wurde
an dieser als auch an nachfolgenden Stellen eine Schreibweise entsprechend den in MATLAB
geltenden Konventionen gewéhlt.

138



C.1. METHODEN DER SYSTEMIDENTIFIKATION
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Abbildung C.4: Vergleich eines mittels Schnittmengenmethode [ | identifizierten
. __ (0,7024 0,0586 [ —1,3988"-0,3352 _
Systems und des Originalsystems Ay = (0,0586 078792), B, = (_1,1462 1,4007 ), C =

(:}:éggg (1):2233) anhand der Eigenwerte X. Die Eigenwerte Ao des Originalsystems sind

als durchgdngige Linien dargestellt. Zur Durchfihrung des Algorithmus wurde ein Daten-
satz von 500 Wertepaaren im ungestorten und von 1000 Wertepaaren im gestorten Fall
verwendet. Die Eigenwerte des identifizierten Systems X, ,,(x) sind in Abhdngigkeit des
Parameters i dargestellt. Als deterministische FEingangsfolge wurde die sinusoidale Folge

u(k) = (Sii(sénégjgi'l%/jgg)) gewdhlt. Im gestorten Fall C.4b wurde weifles Rauschen mit einer

Kowvarianz von 5 - 10™* als Prozessrauschen hinzugefigt.

Dass es sich bei dem vorgestellten Algorithmus nach | | um einen fir
rein deterministische Signale ausgelegten Algorithmus handelt, ist anhand des
in (Abb. C.4) dargestellten Beispiels deutlich ersichtlich. Wahrend in (Abb.
C.4a) das Ergebnis der erfolgreichen Identifikation der Eigenwerte eines li-
nearen zeitinvarianten Systems der Form (A.14) dargestellt ist, zeigt (Abb.
C.4b) den Fall eines mit Prozessrauschen verschenen Systems (C.18). Eine
Systemidentifikation mittels der eben vorgestellten Schnittmengenmethode ist
hierbei nicht mehr moglich. Die identifizierten Eigenwerte sind in Abhéangigkeit
des Parameters i abgebildet. Fiir jeden Wert von ¢ wurde eine Monte-Carlo-
Simulation mit 100 Durchgéangen absolviert.

Grundsatzlich existieren zur Identifikation rein deterministischer Systeme zwei-
erlei Klassen von Algorithmen. Zum Einem der zuvor in | | vorge-
stellte Algorithmus, der sich der Tatsache bedient, dass sich die Zustandsfol-
ge des gesuchten Systems, als Schnittmenge der Zeilenrdumen zweier Hankel-
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Matrizen berechnen lésst, die aus den gemessenen Ein-/Ausgangsdaten kon-
struiert werden. Eine andere Klasse von Algorithmen ([ I, 1 ],
[ 1, [ | und [ |) basiert auf der in Anhang E beschriebenen
Projektion des Zeilenraumes einer mit der Ausgangsfolge konstruierten Hankel-
Matrix auf das orthogonale Komplement des Zeilenraumes einer Hankel-Matrix
der zugehorigen Eingangsfolge.

Nimmt man die Ein-/Ausgangsgleichung (C.26) und multipliziert diese mit
dem in Anhang E vorgestellten Operator fiir die orthogonale Projektion HUJ%

so hebt sich der Summand H,Uy/ UJ% auf und es bleibt
Y;/Us; =TIX;/Uy. (C.30)

Wie in | | und | | gezeigt wird, kann aus (C.30) mittels Singu-
larwertzerlegung die erweiterte Beobachtbarkeitsmatrix I';, vor allem aber die
Ordnung n des gesuchten Systems bestimmt werden. Hierzu bedient man sich
der in Anhang E aufgefiihrten Tatsache, dass sich eine Matrix mittels Projek-
tion in zwei Matrizen zerlegen lasst, deren Zeilenraume zu einander orthogonal
sind. Neben den im Anhang E aufgefiihrten Matrizengleichungen, kann man
sich auch einer LQ-Zerlegung zur Berechnung der Projektionen bedienen (siche

[ |). Faktorisiert man die Hankel-Matrix H; = (gf ) entsprechend
f

(L O Q
Hy = <L21 L22> <Q;T> (C.31)

so gilt fiir die Projektionen
Y;/Us=LaQf (C.32)

und

Die Reihenfolge von Eingangs- und Ausgangsfolge wurde in diesem Fall bei
der Erstellung der Hankel-Matrix H; vertauscht (vergleiche (C.19)). Die LQ-
Faktorisierung erfolgt durch QR-Zerlegung der Transponierten Hankel-Matrix
mittels des Zusammenhanges

A:(L O)Q@AT:QTGE)T).

Um den Rang der Projektion Y,/ U]% zu bestimmen, folgt eine Singulérwert-
zerlegung der Matrix Loy der Form

Ly = (U U,) <§ 8) @g) (C.34)

Die Anzahl der Diagonalelemente von S entspricht hierbei der Anzahl n der
Zusténde des gesuchten Systems.
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Weiterfithrend erfolgt die Berechnung der erweiterten Beobachtbarkeitsmatrix
mittels der Gleichung
I; = U, SY2 (C.35)

Zur Bestimmung der Zustandsraummatrizen A4 und C werden die Matrizen
T; und I; durch Streichung der ersten beziehungsweise letzten r Zeilen von I';
gebildet, wobei r der Anzahl der Ausgénge des gesuchten Systems entspricht.
Die Matrix C entspricht dabei den ersten r Zeilen der erweiterten Beobacht-
barkeitsmatrix. Die Systemmatrix A4 wird mit Hilfe des Zusammenhangs

Ay =I;T; (C.36)

ermittelt.
Die Bestimmung der Matrizen By und D erfolgt mittels des Gleichungssystems

YU} =T} H, (C.37)

das man durch Linksmultiplikation von (C.26) mit T';- erhalt. T';- € R(ri=n)xrs
erfiillt dabei die Bedingung I'; T; = 0 und berechnet sich mittels des Zusam-
menhanges

ri=1ul. (C.38)

Da Ay, C, I‘Z-L, Uy und Y bekannt sind, lésst sich das tiberbestimmte Glei-
chungssystem, das nur linear von B4 und D abhangt, unter anderem mittels
der Methode der kleinsten Quadrate 1osen (siehe | |). Hierfir wird Glei-
chung (C.37) mittels der Substitutionen

(My My - M) =T}Y,Uf

und
(Li Ly -+ L) =T},

mit M, € RC=xm ynd L, € RU=*" in die Form

L, L, --- L,; L;
A e L
= Ls P4 0 0 <O L‘) (B) (C.39)
M; L 0 0 0
iiberfiihrt.

Ein Anwendungsbeispiel der Projektionsmethode ist in (Abb. C.5) dargestellt.
Wie auch schon bei der Schnittmengenmethode wird deutlich, dass eine Sys-
temidentifikation bei Vorhandensein von Prozessrauschen mittels dieses fiir
rein deterministische Systeme ausgelegten Algorithmus nicht méglich ist (siehe
(Abb. C.5b)). Auch bei diesem Beispiel wurde fiir jeden Wert des Parameters
1 eine Monte-Carlo-Simulation mit 100 Durchfithrungen absolviert.
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j =500
0.9 T T T T T T
Y
0.851- oA
7}\,2
0.8 * Na|
< id2
075+ g
07F .
1 1 1 1 1 1 1
6% 5 10 15 20 25 30 35 40
I
(a) ungestorter Fall
j =500 (gestort)
1
0.95- LA
0.9 e s o
¥ oa —Xl
0.851 —A |
<
o |
id2
0.75- .
0.7F .
1 1 1 1 1 1 1
06% 5 10 15 20 25 30 35 40
I
(b) gestorter Fall
Abbildung C.5: Vergleich eines mittels Projektion [ | identifizierten Systems und des

. __ (0,7024 0,0586 _ (—1,3988 —0,3352 _ [ —1,1490 0,9644
Originalsystems Aq = (o556 08702 ) Ba = (Z11a62 14007 )» C = (1sssd 17803) anhand
der Figenwerte \. Die Eigenwerte A1/, des Originalsystems sind als durchgingige Linien

dargestellt. Zur Durchfiihrung des Algorithmus wurde ein Datensatz von 500 Wertepaaren
verwendet. Die Eigenwerte des identifizierten Systems Xid, ,(x) sind in Abhdngigkeit des
Parameters i dargestellt. Als deterministische Fingangsfolge wurde die sinusoidale Folge

u(k) = (Sii(séf‘égj]g?'l%/jgé)) gewahlt. Im gestorten Fall C.5b wurde weifles Rauschen mit einer

Kovarianz von 5-10~* als Prozessrauschen hinzugefiigt.
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C.1.2.2 Stochastische Systeme

Das auf deterministische Systeme ausgelegte Problem der minimalen Realisie-
rung wurde mit | ] und | | (auf deren Ausfithrungen der nachfolgen-
de Abschnitt beruht) auf Systeme mit rein stochastischen'® Eingansfolgen der
Form

x(k+1) = Agx(k) + w(k)

y(k) = Cx(k) + v(k) (C.40)

mit einer gegebenen Kovarianzfolge A;, A; = E(y(k: + i)y(k)T), tibertragen.
Die Vektoren w(k) und v(k) bezeichnen zwei voneinander vollig unabhéngige
Folgen von unkorrelierten, normalverteilten Zufallszahlen mit Erwartungswert
null (weies Rauschen) und der Kovarianzmatrix

vl -G e

E() bezeichnet den Erwartungswert.

Bei diesem Realisierungsproblem gilt es nun ein Zustandsraummodell (A4, C)
mit moglichst geringer Anzahl n an Zustanden x(k) € R™ und den Elementen
Q, S und R der Kovarianzmatrix zu finden, das als Kovarianz fir y(k) die
Folge A; aufweist.

Das System (C.40) wird als mittelwertstationar mit

E(x;) = 0 (C.42)

betrachtet. Die Kovarianzen der Zustandsfolge werden stationar in der Zu-
standskovarianzmatrix

Y = E(xx}) (C.43)
zusammengefasst. Da w(k) und v(k) unabhéngig von x; sind, gilt:
E(x,vl) =0,
(e kT) (C.44)
E(xxwy) = 0.
Erstellt man die Kovarianzmatrix fiir x4
5 — E(xixl,,) (C.45)

so erhdlt man unter Einbezichung von (C.40) und (C.44)
2 = E((Adxk —|— Wk)(Aka —|— Wk)T)
= AJE(x; xP)AL + AgE(xpwi) + E(wix) )AL + E(wewi)
= AGE(xpx) )AL + E(wyw))

10Stochastische Eingangsfolgen oder -signale bezeichnen EingangsgroBen, deren Verlauf
weder vorhergesagt noch gezielt reproduziert werden kann. In diesem speziellen Fall wird
die stochastische Eingangsfolge durch weiles Rauschen (unkorrelierte Zufallsvariablen mit
Erwartungswert null und konstanter Varianz) abgebildet.

143



ANHANG C. ANHANG ZU SYSTEMIDENTIFIKATION

Mit E(wpw?)=Q aus (C.41), ergibt sich die Lyapunov-Gleichung
Y =AZA+Q (C.46)

zur Bestimmung der stationdren Zustandskovarianzmatrix 3.
Zu Beginn dieses Abschnittes wurden bereits die Kovarianzmatrizen der Aus-
gangsfolge definiert mit
Ai = E(yrvi)- (C.A7)
Fir
Ao = E(yryy)

ergibt sich bei einem Vorgehen analog zu (C.46) die Lyapunov-Gleichung
Ay =CXCT +R. (C.48)
Definiert man weitergehend eine Kovarianzmatrix G gemaf

G = E(Xk+1Yf)
= A2CT +8,

so erhélt man fiir die Kovarianzmatrizen der Ausgangsfolge
A =CAT'G, i=12,.... (C.50)

Die Ausgangskovarianzen koénnen folglich als Markov-Parameter des Systems
Ay, G, C, Ag betrachtet werden. Somit kann eine Block-Toeplitz-Matrix 7; der
Ausgangskovarianzen generiert werden, die sich als Produkt einer erweiterten
Beobachtbarkeitsmatrix I'; und einer erweiterten, umgekehrten Steuerbarkeits-
matrix A; darstellt:

A,‘ Ai—l te A2 Al
Ai+1 Az te A3 A2
T = Ao Aipr - Ay Ag
Aoicy Agig -+ A Ay (C.51)
C
CA A A
~|caz| (AT'G AF%G - AG G).

Folgt man der Definition fiir Kovarianzen aus Anhang E.3, so folgt fiir A;

j=1—i

Ai = E(yirivi) = Bi( X YirntiVien)- (C.52)

n=0
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Unter Beachtung der Bildungsvorschriften (C.20) und (C.21) fir die Hankel-
Matrizen der Ausgangsdaten Y, und Y, so entspricht der Term 35— Yx+i¥r
der Multiplikation der ersten Zeile von Y mit der ersten Zeile von Y,. Mit
der Definition fiir die Kovarianz zwischen Matrizen (E.6) folgt somit

A=y, v, (C.53)

Fiihrt man diesen Schritt fiir alle Kovarianzeintrage der Toeplitz-Matrix T
sinngemafl durch, so folgt der Zusammenhang

Ti=®py, v, (C.54)

Des Weiteren wird die Toeplitz-Matrix

Ei = ®[YP7YP]
Ao Ay A o A
A Ay AL - Ay
= A Ay Ay As_; (C.55)
Air A Ay - Ay

definiert.
Bezeichnet nun die Matrix O; die orthogonale Projektion von Y ¢ auf Y, geméfl

0; = Yf/YP> (056)

so folgt unter Beachtung von Gleichung (E.8), die unter anderem die ortho-
gonale Projektion fiir den stochastischen Fall definiert, sowie von (C.51) und
(C.55)

O, = TLTY,

Hierbei entspricht der Term A;L£]Y, der aus den Kalman-Zustédnden gebilde-
ten Matrix XZ des Kalman-Filters

%(k+1) = Agk(k) + K(k)(y(k) — Cx(k)), (C.58)
K(k) = (G — A4P(k)C")(Ag — CP(k)CT) ™, (C.59)
P(k) = AqP(k)AT + K(k)(G — AP (k)Ch)T. (C.60)

Diese Form des Kalman-Filters kann aus den im Anhang D vorgestellten
Gleichungen mittels Substitution der urspriinglichen Zustandskovarianz P (k)
durch den Term ¥ — P*(k) hergeleitet werden. Zur Vereinfachung wird nach-
folgend die Kovarianz P*(k) mit P (k) weitergefiihrt.

Ein Beweis fiir den Zusammenhang

X, = ALY, (C.61)
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der aufzeigt, dass die Kalman-Zustande als Linearkombination der Ausgangs-
daten dargestellt werden konnen, ist in | | zu finden.
Setzt man nun (C.61) in (C.57) ein, so folgt:

0; = T;X;. (C.62)

Der Zeilenraum der aus den Kalman-Zustianden gebildeten Matrix X; und der
Spaltenraum der erweiterten Beobachtbarkeitsmatrix I'; lassen sich folglich oh-
ne jegliche Kenntnis der Matrizen des Systems (C.40) aus den Ausgangsdaten
in (C.56) berechnen.

Die Losung des stochastischen Identifikationsproblems wére nun unter anderem
durch Anwendung des nachfolgenden Algorithmus moglich.

1. Zunéchst wird aus den Ausgangsdaten die orthogonale Projektion (C.56)
berechnet.

2. Durch eine Singulérwertzerlegung von O; gemaf

0;= (U U,) (g’ 8) @g) (C.63)

kann wie beim deterministischen Fall die Anzahl der Zustinde n gleich
der Anzahl der von null verschiedenen Singularwerte (Diagonalelemente
der Matrix S) gewdahlt werden.

3. Die erweiterte Beobachtbarkeitsmatrix I'; wird mittels der Gleichung
I, = U;S}/? (C.64)
berechnet.

4. Die Bestimmung der Matrix A4 erfolgt analog zum deterministischen
Fall mittels
Ad = Fi+F_ia (065)

wobei man T';(T;) durch Streichung der ersten (letzten) r Zeilen von T;
erhélt.

5. Die Matrix C entspricht wiederum den ersten r Zeilen der erweiterten
Beobachtbarkeitsmatrix wahrend G den letzten r Zeilen der erweiterten
Steuerbarkeitsmatrix

Ai == I‘;_(I)[Yﬁyp] <C66>

entspricht.
6. Die Kovarianz Ay kann schliellich mit Hilfe der Gleichung
Ao = (I)[Y(i,:),Y(i,:)] (C.67)

berechnet werden.
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Mit den Matrizen A4, C, G und Ag sind somit alle Voraussetzungen gegeben
um die Ausgangskovarianzfolge A; des stochastischen Systems (C.40) gemafl
(C.50) zu rekonstruieren.

Besteht die Notwendigkeit der Kenntnis der Kovarianzmatrizen Q, S und R,
so konnen diese mittels der Gleichung

(g:} ;) _ Ej(@:) (oL o1)) (C.68)

bestimmt werden. Die Matrizen p,, und p, stellen dabei Folgen der Vekto-
ren g, € R" und g, € R" dar. Diese Vektoren sind die Residuen, die durch
Abgleich des identifizierten System A4, C mit dem Ausgangsdatensatz Y ent-

stehen: A
Pu) _ (Xit1) _ Ad)X- C.69
<Pv> <Y<i,:>> <C " (C.69)

Diese Residuen werden auch haufig als Kalman-Filter-Residuen oder Innova-
tion bezeichnet.

In (Abb. C.6) ist das Ergebnis der Identifikation eines stochastischen Systems
der Form (C.40) dargestellt, wobei die identifizierten Eigenwerte in Abhéngig-
keit des Parameters ¢ abgebildet sind. Fir jedes ¢ wurde dabei eine Monte-
Carlo-Simulation mit 100 Durchlédufen angesetzt. Dies wurde jeweils fiir 2000,
4000 und 6000 Wertepaare durchgefiihrt. Wie im Abschnitt C.1.3 noch naher
erlautert wird, ist bei Systemen mit stochastischen Anteil die Forderung nach
j — oo fiir eine erfolgreiche Identifikation essentiell. Dieser Zusammenhang
lasst sich auch in (Abb. C.6) erkennen. Der Bedarf an einer so grofien Menge
an Messdaten verdeutlicht allerdings auch, dass der vorgestellte Algorithmus
vor allem der ,offline“ Bestimmung von Systemen im Rahmen experimentel-
ler Systemidentifikation dient und fiir Echtzeitidentifikation eher ungeeignet
erscheint.

Das hier vorgestellte Verfahren zur Identifikation stochastischer Systeme der
Form (C.40) stellt nur einen von einer Vielzahl von Ansétzen dar, die seit

Einfithrung des minimalen Realisierungsproblems durch | ] und | ]
entwickelt wurde. Dieser spezielle Ansatz wird auch als ,, Unweighted Princi-
pal Component“(UPC)-Algorithmus bezeichnet (siche [ ]). Eine ahnliche

Vorgehensweise weifit der CVA-Ansatz (,, Canonical Variate Analysis“) auf, der
sich der kanonischen Korrelationsanalyse'! zur Herleitung linearer Zusammen-
hénge zwischen vergangenen und zukiinftigen Ein-/Ausgangsdaten bedient.
Waihrend die erste Ausprigung des CVA-Ansatzes in | ] und weiterfithrend
in | ] eher theoretischer Natur ist, da dieser unendlich langer Datensétze
bedarf um eine addquate Schéitzung der Kovarianzmatrizen zu gewéhrleisten,
ist eine praktische Umsetzung der in | | vorgestellten Variante des CVA-
Ansatzes, die sich, wie die eben vorgestellte Methode, geometrischer Anséitze

1Dje kanonische Korrelationsanalyse dient der Untersuchung von Abhéngigkeiten zwi-
schen zwei Gruppen von Zufallsvariablen.
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j=2000
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Abbildung C.6: Vergleich eines mittels Projektion [ | identifizierten stochastischen Sys-
tems und des Originalsystems Aq = (gfgggé Oé?é%gﬁ) und C = (j:éggg ?fggég) anhand der
Figenwerte X. Die Eigenwerte Ay /o des Originalsystems sind als durchgingige Linien dar-
gestellt. Zur Durchfihrung des Algorithmus wurden Datensdtze von 2000, 4000 und 6000
Wertepaaren verwendet. Die Eigenwerte des identifizierten Systems i, ,, (*) sind in Abhdn-
gigkeit des Parameters i dargestellt. Als stochastische Eingangsfolge wurde weifies Rauschen
mit einer Kovarianz von 5 - 1072 werwendet. Deutlich erkennbar ist die Anndiherung der
identifizierten Figenwerte an die des realen Systems bei Zunahme von j.
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wie Projektion und Winkel zwischen Vektorrdumen aus Ein-/Ausgangsdaten
bedient, leichter realisierbar.

In | | wurde ein Gesamtkonzept vorgestellt, dass die verschiedenen An-
sitze vereinheitlicht. Hierfiir wird die Singularwertzerlegung der Projektions-
matrix O;(C.63) um zwei Wichtungsmatrizen zu

S 0\ (V7
WIOW, = (U, 1) (0 0) <V;T> (C.70)

erweitert. Die frei wihlbaren Matrizen W und W, miissen hierbei die Bedin-
gung erfiillen, dass Wy iiber vollen Rang verfiigt und das Rg(Y,)= Rg(Y, W)
gilt. Die verschiedenen Ansétze zur Identifikation stochastischer Systeme las-
sen sich nun als Auspriagungen dieser Wichtungsmatrizen beschreiben (siehe

[OM96]).

C.1.2.3 Deterministisch-stochastische Systeme

Bei realen Systemen ist das Auftreten eines rein deterministischen Systems
aufgrund des Vorhandenseins von Prozess- und Messrauschen nicht moglich.
Die Anwendung der im vorigen Abschnitt vorgestellten Algorithmen wiirde im
Regelfall also zu einer fehlerbehafteten Identifikation fithren. Folglich ist es
notwendig Identifikationsverfahren zu verwenden, die sowohl den determinis-
tischen als auch einen stochastischen Anteil des Systems betrachten. Ein paar,
der in den zwei vorherigen Abschnitten vorgestellten Verfahren wie [ ]
oder [ | verfolgen bereits diesen Ansatz, auch wenn sie bislang nur aus
einer rein deterministischen oder stochastischen Sichtweise vorgestellt wurden.
In | | werden zwei, auf der Analyse von Vektorrdumen basierende Me-
thoden zur Identifikation deterministisch-stochastischer Systeme vorgestellt,
die beide auf | | und [ | zur Bestimmung des deterministischen
und auf [ | zur Identifikation des stochastischen Anteils aufbauen. Diese
Algorithmen werden auch als ,, N/SID“!2-Algorithmen bezeichnet. Betrachtet
wird das kombinierte System

x(k+1) = Agx(k) + Bqu(k) + w(k)

y(k) = Cx(k) + Du(k) + v(k) (C.71)

mit der Kovarianzmatrix

wer (W) () ) - (@ R)

Das System (C.71) setzt sich sich aus dem deterministischen System (C.18)
und dem stochastischen Zustandsraummodell (C.40) zusammen. Die Matrizen
des deterministischen Zustandsraummodells werden mittels Analyse von Un-
tervektorrdumen bestimmt, die aus den projizierten Hankel-Matrizen der Ein-

12 N4SID steht fiir ,, Numerical algorithms for Subspace State Space System Identification®.
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und Ausgangsdaten gebildet werden. Die Hankelmatrizen Y,, Y¢, U, und Uy
werden geméB (C.20) und (C.21) gebildet.
Eine zentrale Rolle in diesem Identifikationsverfahren spielt dabei die Erkennt-

nis (siche [OMO6]):
Yi/o, G?i) =n

(¥, () =R

SR(Y /s, (%) )= SR(T;)

Ubersicht C.1: Grundlagen ,,Subspace Identification® deterministisch-stochastischer Systeme

Dabei bezeichnet SR() den Spaltenraum einer Matrix und die Matrix X; =
(Xi Xi1 .- xiﬂ-_l) die Folge der Kalman-Zustiande des gesuchten Sys-
tems.

Die zusammengesetzte Hankel-Matrix

Ugji—1
Uy Uy
U | [ Uigapeia
H Y, Yot (C.72)
Y, Y
Yif12i-1

(die Indizes beschreiben hierbei das jeweils erste Element der ersten und letz-
ten Zeile einer Teilmatrix) wird zur Berechnung der Projektionen mittels LQ-
Zerlegung faktorisiert:

Ugji Ly 0 0 0 0 0\ /Qf
Uy Loy Lop 0 0 0 O QT
Uir2io1 Ly Lap Lz 0 0 0 Q;
— . C.73
Yopi-1 Ly Ly Lyz Ly 0 0 T ( )
Y Lsi Lsz Lss Lsys Lss O Q;
Yiy1p2i-1 Lei Lez Les Les Lgs Les/ \QF
Zur Berechnung der orthogonalen Projektion
Upj2i-1
Z; = Yipgi- C.74
at (3) 1)
folgt nach (C.32)
Zi = L(5:6,1:4) Q{zl (C75)
Des Weiteren erhélt man nach Umstellung von (C.73)
Ugjai_
T =Lt [P C.76
1:4 a4t \ v, ( )
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Wird die Matrix L(5:6,114)L?’1: 4.1:4) gemaB der Vorschrift

U Uy Y

L Lt df (L;" | L" | L;”
(5:6,1:4) H(1:4,1:4) — | ~~~ N~~~ ~—
rEXMmi riXmi TEXTE

faktorisiert, so erhdlt man unter Beachtung von (C.75) und (C.76) fur die
orthogonale Projektion analog zu (C.32)

. Ugji—1
Z; = (szp | L ! | szp) Ui_12i-1 | - (C.77)
Yoji1
Up
Gleichung (C.77) stellt nun die orthogonale Projektion Z; = Y/ | Uy | als Li-
Yp

nearkombination Ly " U, + L;Jf U; +L,”Y, aus vergangenen und zukiinftigen
Eingangsdaten sowie vergangenen Ausgangsdaten dar. Wird aus dieser Line-
arkombination nun der Anteil der zukiinftigen Eingangsdaten Ui—1\2i—1<Uf)

UIU
entfernt, so wird die orthogonale Projektion Z; = Y/ | Uy | in die schrége
Yy
Projektion
0 =Y,/ (UP> (C.78)
(2 Uf Yp .

tiberfiihrt. Somit kénnen zur Identifikation des gesuchten Systems (C.71) die
in Ubersicht C.1 dargestellten Gesetzmafligkeiten angewendet werden.

Da nun folglich der Spaltenraum der Matrizen pr und Ljp mit dem der er-
weiterten Beobachtbarkeitsmatrix I'; tibereinstimmt, lasst sich die erweiterte
Beobachtbarkeitsmatrix I'; und die Ordnung n mittels der Singularwertzerle-

gung
Up v\ (Uoji-1) _ S 0\ (VT
(Li | L, ) <Y0i—1> = (U1 Uz) <O 0) (Vg (C.79)

bestimmen. Die Berechnung von T'; erfolgt wie zuvor mittels Gleichung (C.35)

T, =U,S"2
Um in einem néchsten Schritt die Kalman-Zustandsfolgen
X, = (xi Xig1 .- Xi+j—1) (C.80)
und
Xii1 = (le Xito .- Xi_,_j) (C.81)

zu berechnen, muss zunachst die Matrix I'; durch Streichen der letzten r Zeilen
von I'; bestimmt werden. Des Weiteren bedarf es der zusétzlichen schragen
Projektion

_ Ut Ui
Oi+1 = Yf /U; (Yg_> = Yi+1‘2i_1/Ui+1\2i—1 <Yz:> 9 (082)
P (2
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welche analog zum zuvor beschriebenen Vorgehen fiir O;, jedoch mittels der
orthogonalen Projektion

Us
Zinn=Y;/ (Uf) = Le:6,15Q1 5 (C.83)
v

berechnet wird. Fiir die Kalman-Zustandsfolgen gilt geméf (C.62):

Xi+1 == F+Oi+1. <C85>

Die Zustandsraummatrizen Ay, Bq, C und D konnen anschliefend durch Lo-
sung des linearen Gleichungssystem

X1\ _ (Ad Ba) (X, w
Vo) =(@ ) o) () e

(beispielsweise mittels der Methode der kleinsten Quadrate) bestimmt werden,
wobei die Vektoren p,, und p, die Residuen darstellen. Die Kovarianzmatrizen
Q, S und R kénnen wie beim rein stochastischen Fall mittels Gleichung (C.68)
bestimmt werden.

Wie bereits bei den rein stochastischen oder rein deterministischen Syste-
men, stellt der ,N/SID“-Algorithmus nur einen speziellen Fall dar. Das in
[ | vorstellte Rahmenwerk vereinheitlicht auch die verschiedenen Ansétze
fiir deterministisch-stochastische Systeme durch Erweiterung der schragen Pro-
jektion O; mit zwei Wichtungsmatrizen geméafl (C.70). Verschiedene Auspra-
gungen der Wichtungsmatrizen fithren dann zu Spezialfillen wie den ,, N/SID*-
Algorithmus.

In (Abb. C.7) ist das Ergebnis einer mittels , N4SID“ durchgefiihrten Identifi-
kation eines deterministisch-stochastischen Systems dargestellt. Hierbei ist bei
einem Vergleich von (Abb. C.7a) (kein Referenzsignal) und (Abb. C.7b) (Ver-
wendung eines zusétzlichen Referenzsignals) auch deutlich erkennbar, welchen
wesentlichen Einfluss die Wahl der Eingangsfolge auf den Erfolg der Identifi-
kation hat. Wie im nachfolgenden Abschnitt C.1.3 naher erlautert, existieren
spezielle Anforderungen an die Eingangsfolge u(k) um eine genaue Systemiden-
tifikation trotz des Vorhandenseins von Storungen gewéhrleisten zu konnen.
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(b) mit Referenzsignal r

Abbildung C.7: Vergleich eines mittels ,N4SID“ [ | identifizierten, deterministisch-

stochastischen Systems und des Originalsystems Agq = (8’8%3 g’gggg), B

(:}’?Zgg 710436?6572), C = (:}’éggg ?’gggg) anhand der Figenwerte A. Die Figenwerte )\1/2 des

Originalsystems sind als durchgdngige Linien dargestellt. Zur Durchfiihrung des Algorithmus
wurden 500 Wertepaare verwendet. Die Eigenwerte des identifizierten Systems Aid, ,, sind in
Abhdngigkeit des Parameters i dargestellt. Fir jedes i wurde eine Monte-Carlo-Simulation
mit 100 Durchgangen durchgefuhrt Als deterministische Eingangsfolge wurde die sinusoidale

Folge u(k) = (sj(s(l)nog 2?1%/430 2) gewdhlt. Zusdtzlich wurde das System mit einem Prozessrau-

schen versehen, das aus einem weifflen Rauschen mit der Kovarianz 5-107* bestand. Abb.
C.7a zeigt das Ergebnis der Identifikation ohne Verwendung eines zusdtzlichen Referenzsi-
gnals. In Abb. C.7b wurde auf das deterministische Signal u das Referenzsignal r addiert,
welches einem weiflen Rauschen mit Kovarianz 0,05 entspricht.
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C.1.3 Identifizierbarkeit

Um die Identifikation eines unbekannten Systems mittels gemessener Eingangs-
und Ausgangsfolgen zu ermdoglichen, sind unabhéngig von der gewahlten Me-
thodik aus den vorherigen Abschnitten die Erfillung bestimmter Kriterien
essentiell.

1. Eine wesentliche Voraussetzung fiir die Identifizierbarkeit ist, dass die
Beobachtbarkeitsbedingung

C
CA4
Rg : =n (C.87)
CAL™!
fir das zu untersuchende System erfiillt ist (siche | ] und | ])-

Denn nur dann lésst sich aus Ein- und Ausgangsdaten die Zustandsfolge
rekonstruieren, die zur Bestimmung der Matrizen des Zustandsraummo-
dells benoétigt wird. Die Beobachtbarkeitsbedingung muss jedoch auch
dann erfiillt werden, wenn wie in Abschnitt C.1.2.1 keine explizite Be-
rechnung der Zustédnde wéahrend des Identifikationsverfahrens erfolgt, da
sonst keine eindeutige Losung der Ein-/Ausgangsgleichung (C.26) exis-
tiert.

2. Eine weitere wichtige Bedingung, die erfiillt werden muss um die Iden-
tifizierbarkeit eines System zu gewihrleisten, bezieht sich auf die an-
liegende Eingangsfolge. Um eine korrekte Identifikation des zugrunde-
liegenden Systems zu ermoglichen, bedarf es, dass die gemessenen Ein-
/Ausgangsdaten ausreichend Information tiber das gesuchte System bein-
halten (vergleiche (Abb. C.7)). Dies ist genau dann der Fall wenn alle
Modi (Eigenvorginge'®) des Systems durch die Eingangsfolge u(k) an-
geregt werden und somit ein korrekter Riickschluss auf die Figenwerte
der untersuchten Regelstrecke ermoglicht wird. Erfiillt eine Eingangs-
folge diese Bedingung, so wird sie in der Systemidentifikation auch als
spersistently exciting” bezeichnet (siehe | | und [ ]). Eine Ein-
gangsfolge wird geméaf | | und | | genau dann als , persistently
exciting® erachtet wenn gilt:

Rg(Pugyu,Ugp)) = 2. (C.88)

3. Haben die untersuchten Systeme einen stochastischen Anteil wie in den
Abschnitten C.1.2.2 und C.1.2.3, so besteht zuséitzlich die Forderung

13 Als Modi oder Eigenvorginge werden die aus Eigenwerten \; eines Systems gebildeten
Terme e*i! bezeichnet. Diese Terme gehen sowohl in den freien als auch in den erzwungenen
Anteil der Bewegungsgleichung ein (vgl. Gleichung (4.6)).
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nach j — oo (vergleiche (Abb. C.6)). Die Forderung resultiert aus der De-
finition fiir E; in E.3 und der Tatsache, dass fiir j — oo eine mit Rauschen
belegte Eingangsfolge uyess(k) bereinigt werden kann, in dem der reine
Rauschterm e(k) auf Upess(k) projiziert wird, da E;(||umess(k)/e(k)||) =0
gilt (siehe | D).

Sind all die vorangegangenen Bedingungen erfiillt, so ist es moglich ein System
anhand der gemessenen Ein-/Ausgangsdaten mittels der in den vorherigen Ab-
schnitten vorgestellten Methoden zu identifizieren. Allerdings ist dies dennoch
nur in einem beschrinkten Mafle bis hin zu einer unbekannten Ahnlichkeit-
stransformation

T cR™™: T'AT, T'B, CT (C.89)

moglich. Dies ergibt sich aus der Tatsache, dass sich das Ein-/Ausgangsverhalten
eines Systems nicht andert, wenn der zugehorige Zustandsvektor linear trans-
formiert wird. Nicht betroffen von dieser Ahnlichkeitstransformation sind al-
lerdings die Eigenwerte des Systems (siche | 1.

C.2 Rekursive Systemidentifikation mit ,,PB-
SID*

Eine bessere Anwendbarkeit von Systemidentifikationsmethoden in Echtzeit-
systemen, ist mit den unter anderen in [ | und | | vorgestell-
ten rekursiven Versionen des ,, PBSID“-Algorithmus gegeben. Diese basieren
auf einer rekursiven Umsetzung der Losung des Minimierungsproblems (5.13)
mittels der Methode der kleinsten Fehlerquadrate.

Mit jeder Iteration wird die Losungsmatrix (CI@(”) D)k mittels der Gleichung

: : ~ A\ ()
(CIC(P) D)k — (CIC(p) D)k_l + | yr — (C]C(P) D)k_l <uk> (uk> Py,
(C.90)
(p)

bestimmt, mit z;”’ entsprechend (5.4). Fir die Aktualisierung der Fehlerkova-
rianzmatrix P € RP+m)tmxpr+m)+m gi]q

(») NG AN
1 Z Z Z Z
Po=+ Pk—l_Pk—1<k>()\11+<k> Pk_1<k>> <’“> Py
1 uy ug ug uz

(C.91)
und 0 << A\ < 1. ~
Mit der Matrix (CIC(p) D)k kann unter Zuhilfenahme von (5.14) das Produkt

PYR® in (5.15) aus erweiterter Steuerbarkeits- und Beobachtbarkeitsmatrix

konstruiert werden. Setzt man im Weiteren fiir diesen rekursiven Algorithmus
voraus, dass die Anzahl n der Zustédnde bekannt ist, so kann aus Gleichung
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(5.15)

f‘(f)x,(gf) = f(f’/@’)zk (C.92)

der Zustand x; bestimmt werden. Die Einfithrung einer Permutationsmatrix

S ist dabei notwendig, um x; aus dem Produkt f‘(f)l%(p)zk zu extrahieren. Sie
unterteilt die erweiterte Beobachtbarkeitsmatrix geméf3

=(/)

r =(f)

<f§f)) = skl (C.93)
2

in den aus n unabhéangigen Zeilen bestehenden Teil fﬁf) sowie den aus fr —n

Zeilen bestehenden Teil f‘éf). Sind die ersten n Zeilen der erweiterten Beob-

achtbarkeitsmatrix T aus (C.92) bereits linear unabhéngig, so setzt sich S

trivialerweise aus einer n-dimensionalen Einheitsmatrix sowie einer Nullmatrix
geméf
S = (I”X” O"Xf"‘") (C.94)

zusammen. Ist diese Bedingung nicht erfiillt, so gilt es S geméfl dem in | ]
beschriebenen Vorgehen zu bestimmen. Der Zustandsvektor x; ergibt sich zu

Mit gegebenen x; konnen nun die Systemmatrizen sukzessive mittels rekursi-
ver Umsetzung der Methode der kleinsten Fehlerquadrate bestimmt werden.
Zunachst erfolgt die Berechnung der Matrizen Cj und Dy mit

(c D) =(C D)k_1+<yk_1 -(c p),_| CZj)) (ii:i)TM’f (C.96)

und
M, = (C.97)
1 X X T X o X 4
o) (o ) (e
2 Ug—1 Ug—1 Ug—1 Ug—1
(C.98)
sowie 0 << Ay < 1.
Nach Berechnung der Innovation
X
€r-1=Yk-1— (C D)k <UZ 1) (C.99)

erfolgt als letzter Schritt einer Iteration die Aktualisierung der Matrizen Ag, ,
By, und Kj, geméasf

XE—1 Xk—1 !
(Ad Bd)k = (Ad Bd)k_l + | X — (Ad Bd)k_l Uy up_ | N
€k—1 €k—1
(C.100)
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und
N, = (C.101)
T —1
1 Xk—1 Xk—1 Xk—1 Xk—1
W Np—1 = Np—g [w—r | [ AT+ [wmr | Npop [ wp—y up—y | Ny
€k—1 €k—1 €k—1 €k—1

(C.102)

sowie 0 << A3 < 1.

Die Parameter A o 3 dienen dem Zweck aktuelle Messwerte starker oder schwa-
cher zu gewichten als jene aus vorangegangenen Messungen um somit Ande-
rungen in den Systemparametern zu identifizieren. Idealerweise wird fiir diese
Parameter ein Wert nahe Eins gewahlt. Je grofler der gewéhlte Wert fiir Ay o3,
umso geringer ist die Varianz der Ergebnisse bei zeitlich invarianten Syste-
men. Je kleiner der Wert gewihlt wird, um so sensibler werden Anderungen
im System detektiert. Dies fithrt aber auch zu einer iiberhéhten Empfindlich-
keit gegeniiber Storungen. Dies hat vor allem Einfluss auf die Kalman-Matrix

K, die fir A\j23 < 1 keinen stationdren Wert annimmt. Diese Varianz fiihrt

zu Ungenauigkeiten in der erweiterten Beobachtbarkeitsmatrix f‘(f) und in der

Folge zu Ungenauigkeiten bei der Berechnung des Zustandsvektors xj (sie-
=(f)

he | ]). Diese bedingte Abhéngigkeit des Zustandsvektors x; von I’
kann jedoch durch Multiplikation von Y mit der Inversen der Block-Toeplitz-
Matrix
I 0 0 0
—CK I 0 0
= —~CA(K —CK I 0
HY=1 _cAk -CAK -CK 0 (C.103)
—~CA| 7K —-CA/”K —-CA|'K - 1

umgangen werden, was f‘(f) in die Matrix I'Y) {iberfiihrt. Anstelle von Glei-
chung (C.95) zur Berechnung von x; gilt dann

xp = SAO TV Ew,. (C.104)

Das Simulationsergebnis einer Systemidentifikation mittels rekursiver Imple-
mentierung ist in Abbildung C.8 dargestellt. Das zeitvariante System mit
ausgangsbasierter Folgeregelung aus Beipiel 8 auf Seite 158 wird hierbei im
Abstand von T" = 0,05s abgestastet. Als Innovation e(t) wird weiles GauB-
sches Rauschen der Kovarianz 1075 zugefiihrt. Neben dem sinusoidalen Soll-

0 (2m
wert der Form w(t) = ( 0,5sin(537)

0,5sin( g5 )+0,5

) wird ebenfalls ein Referenzsignal aus
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ANHANG C. ANHANG ZU SYSTEMIDENTIFIKATION

Abbildung C.8: Identifikation eines zeitvarianten det.-stoch. Systems mit Folgeregelung und
Referenzsignal mittels einer rekursiven Implementierung des auf einen ,VARMAX*“-Modell
basierenden ,, PBSID“-Algorithmus.

A _ (16371 01720\ ([ =5 01720
=V o170 —1,0252)° 72~ \0,1720 —2.5

g (07145 —02248\ (02938 —11201
- 0 —0,5890) " ~ = \—0,8479  2,5260
K _ (L3798 —0,6087

~ (—0,4882  0,1596

K — 4,4806  2,7858 K — —7,6308 —6,4630
Y \3,4853 —1,8048)7 7 | —6,4630 7,6308

Beispiel 8: Geschaltetes MIMO System 2. Ordnung mit Folgeregelung und Ausgangsrickfih-
rung
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weiflen GauBschen Rauschen mit einer Kovarianz von 5 - 1072 eingespeist. Fiir
p und f wurde ein Wert von 8 sowie A\; = 0998 und Ay/3 = 0995 gewahlt.
Das System stellt ein geschaltetes System dar, wobei der Schaltzeitpunkt bei
400s liegt. Dargestellt sind sowohl die realen (durchgezogene Linie) als auch
die identifizierten Eigenwerte des Systems (gestrichelte Linie). Die Simulation
wurde als Monte-Carlo-Experiment mit 100 Durchlédufen simuliert. Wie Ab-
bildung C.8 entnommen werden kann, dauert es circa 100s bis sich die iden-
tifizierten Eigenwerte den realen Eigenwerten nach Umschalten des Systems
angenahert haben. Des Weiteren ist vor allem nach dem Umschaltzeitpunkt
eine systematische Abweichung der identifizierten Eigenwerte von den realen
Eigenwerten des Systems zu erkennen. Diese Abweichung vergrofiert sich, wenn
fiir A kleinere Werte gewéhlt werden um somit die Konvergenzgeschwindigkeit
des Algorithmus zu erhéhen.
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Anhang D

Kalman-Filter

Wird ein System kontinuierlich durch einen Rauschprozess gestort, so ist ein
direktes Abgreifen des wahren Systemzustandes nicht moglich. Vielmehr muss
dieser aus den fehlerbehafteten Beobachtungen extrahiert werden. Dies ge-
schieht mittels eines Satzes an Gleichungen, der auch als Kalman-Filter be-
kannt ist. Das dabei notwendige Vorgehen weist durchaus Parallelen zum Lu-
enberger Beobachter (siehe [ ]) auf. Jedoch spricht man hier aufgrund
des kontinuierlichen Charakters der Stérung nicht von einer deterministischen?
sondern von einer stochastischen Storung, die es gerade wegen dieser Konti-
nuitét nicht ermoglicht, dass der Beobachtungsfehler (anders als im determi-
nistischen Fall des Luenberger Beobachters) asymptotisch verschwindet (siehe
[Lun06]).

Intention des Kalman-Filter ist es, Schéitzwerte X(k) aus den fehlerbehafteten
Beobachtungen zu bestimmen, die im Mittel mit dem wahren Systemzustand
x(k) ibereinstimmen. Diese Schatzwerte werden auch als Kalman-Zustédnde
bezeichnet. Zur Bestimmung von X(k) ist somit ein Modell des zugrundelie-
genden dynamischen Systems als auch der Stérungen notwendig.

Betrachtet wird hierbei ein System der Form

x(k+1) = Agx(k) + Bau(k) + w(k) (D.1)
y(k) = Cx(k) + v(k) (D.2)

mit dem Prozessrauschen w(k) und dem Messrauschen v(k). Beide Storun-
gen sind Folgen aus unkorrelierten Zufallszahlen mit Mittelwert null (weifles
Rauschen) und den Kovarianzen

E(w(k)w(k)") = Q und

. (D.3)
E(v(k)v(k)") =R,

wobei E() den Erwartungswert bezeichnet. Die Vektoren w(k) und v(k) sind

unabhéngig, dass heifit
E(w(k)v(k)T) = 0. (D.4)

L Als deterministische Stérungen werden impulsférmige Storungen bezeichnet.
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ANHANG D. KALMAN-FILTER

Betrachtet man zunéchst die Zustandsgleichung (D.1), so wird leicht ersicht-
lich, dass aufgrund der stochastischen Storung w(k) der Zustand x(k) selbst
zu einer Zufallsvariable wird, die durch den Mittelwert x(k) = E(x(k)) und
der Kovarianz E((%(k) —x(k))(X(k) —x(k))T) = P}, beschrieben werden kann.
Die Folge x(k) stellt somit eine Markov-Kette dar, dass heift x(k) ist eine
Zufallsvariable, deren aktueller Zustand jeweils linear vom Vorgéanger oder gar
mehreren Vorgéngern abhéngt. Zur Bestimmung des Mittelwerts X(k) und der
Kovarianz Py, miissen folglich alle bisherigen Messwerte mit eingehen. Hierfiir
wird eine Schatzung der beiden Grofien als Linearkombination aller vorherigen
Schétzwerte durchgefithrt, die mittels eines neuen Messwertes korrigiert wird.
Das Kalman-Filter besteht somit aus einem Pradiktor-Schritt

X(k+1) = Agx(k) + Baqu(k) (D.5)
P(k+1) = AdP(k)AL + Q

und einem Korrektorschritt

%(k+1)=x(k+1) + K(k)y (k) (D.7)
Pk+1)=P(k+1) — K(k)(CP(k)CT + R)K(k)T.

Die Innovation
y(k) = ymesS(k) - C)A((k) (Dg)

beschreibt hierbei die Abweichung zwischen dem aktuellen Messwert ypess(k)
und dem derzeit bestimmten Mittelwert Cx(k) der Ausgangsfolge. Die Matrix
K(k) bezeichnet die Kalman-Matrix

K(k) = AqP(k)CT(CP(k)CT + R)™.. (D.10)

Sind die Stérungen v(k) und w(k) nicht unabhéngig, dass heit E(w(k)v(k)T) =
S, wird die Kalman-Matrix in der Form

K(k) = (A4P(k)CT + S)(CP(k)CT + R)™! (D.11)

definiert.
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Anhang E

Geometrische Projektionen

Ziel dieses Teils des Anhangs ist es, in Anlehnung an | | einen kurzen
Uberblick zu verschiedenen geometrischen Projektionen bereitzustellen , die
auf die Zeilenraume von Matrizen anwendbar sind. Von diesen geometrischen
Werkzeugen wird bei den in Kapitel 5 vorgestellten , Subspace Identification -
Methoden Gebrauch gemacht.

Unter dem Zeilenraum einer Matrix versteht man die lineare Hiille der Zei-
lenvektoren, die durch die einzelnen Elemente der Zeile einer Matrix gebildet
werden. Die Dimension dieses Raumes wird auch als Zeilenrang deklariert.
Betrachtet man drei Matrizen A € RP*/, B € R? und C € R™J mit glei-
cher Anzahl an Spalten, so bilden die Zeilenvektoren dieser Matrizen jeweils
einen Vektorraum der Dimension p, g oder r (siehe | ]), der auch als
Zeilenraum bezeichnet wird.

Nachfolgend werden zwei Arten von Projektion betrachtet die auf die Zeilen-
raume dieser Matrizen anwendbar sind.

E.1 Orthogonale Projektion

Bei der orthogonalen Projektion wird der Zeilenraum einer Matrix auf den
Zeilenraum einer anderen Matrix, wie in (Abb. E.1) schematisch dargestellt,
projiziert. Dies soll durch den Operator IIg symbolisch dargestellt werden. Es
gilt:

Iz = BY(BB")"B. (E.1)

Fir A/B folgt somit
A/B = Allg = AB"(BB”)"B. (E.2)

(B)™ bezeichnet hierbei die Pseudoinverse BT (BB”)~! einer sonst nicht inver-
tierbaren Matrix.

Wie in (Abb. E.1) dargestellt, ldsst sich somit eine Matrix A durch zwei Sum-
manden in der Form

A = Allg + Allg. (E.3)
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A/BL

rd

A/B B

Abbildung E.1: Schematische Darstellung der orthogonalen Projektion im zwei-
dimensionalen Raum. A/B bezeichnet die Projektion des Zeilenraums der Matriz A auf
den Zeilenraum der Matriz B. Bei A/B* erfolgt die Projektion auf das orthogonale Kom-
plement des Zeilenraums von B.

darstellen. Fiir A/B+ gilt folglich

A/Bt=A(I-1lg) = AI-B"(BB")'B) (E.4)

E.2 Schrage Projektion

Als schrige Projektion A/, C wird die Abbildung des Zeilenraums einer Matrix
A entlang des Zeilenraumes einer Matrix B auf den Zeilenraum der Matrix C
bezeichnet (siche (Abb. E.2)).

/
/
>

A/C C

Abbildung E.2: Schematische Darstellung der schrigen Projektion im zwei-dimensionalen
Raum. A/, C bezeichnet die Projektion des Zeilenraums der Matriz A entlang des Zeilen-
raums der Matriz B auf den Zeilenraum der Matrixz C.

Es gilt:

cc” cBT\"
A/,C=A(CT BT KBCT BBT> ] C. (E.5)
(Spalten 1:r)

E.3 Projektionen fiir den stochastischen Fall

Betrachtet werden zwei aus Skalaren bestehende Zahlenfolgen a; und e; mit
k =0,1,...,j, wobei e, eine Folge weiflen Rauschens (unkorrelierte Zufalls-
variablen mit Erwartungswert null und konstanter Varianz) darstellt. Fiir den
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Erwartungswert gilt somit
E(ek) =0

und somit fir die Kovarianz
E(akek) =0.

Unter der Voraussetzung dass die Zahlenfolgen sehr grofl sind (j — oo) kann
die Kovarianz auch in der Form

E(arer) = lim (1 Zam)

dargestellt werden. Hierbei wird haufig der Operator

B;() = lim ~()

j—o00 i
verwendet, so dass gilt:
J
E;(> " ae;) = 0.
=0

Werden aus den Elementen der Zahlenfolgen a; und e; Vektoren gebildet, also

a:(ao a - aj),
e= (60 €1 - 6;’)7
so gilt
Ei(ae”) = 0.

Die Vektoren a und e, respektive deren Zeilenvektoren (in diesem speziellen
Fall identisch), stehen also senkrecht aufeinander. Hieraus folgt mitunter, dass
eine mit Rauschen belegte Eingangsfolge upess(k) mit Hilfe von Ausléschung
von diesem Rauschterm befreit werden kann, in dem der reine Rauschterm
e(k) auf uyes(k) orthogonal projiziert wird:

Ej(|[tmess (k) /e(k)|]) = 0

(siehe auch [ D-

Setzen sich die Folgen a;, und e, aus einzelnen Vektoren anstelle von Skala-
ren zusammen, so werden nun die zwischen Matrizen statt zwischen Vektoren
existierenden Kovarianzen betrachtet. Die Kovarianz zwischen zwei Matrizen
A € RPJ und B € R? wird nachfolgend durch ®(4 p; dargestellt und als

®(ap = Ej(AB") (E.6)

definiert. Es sei an dieser Stelle jedoch erwéhnt, dass in dieser Arbeit die
Kovarianz zweier Matrizen stets durch

1
Do p) ~ EABT (E.7)
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angendhert wird.
Wird nun fiir die zuvor vorgestellten Projektionsgleichungen der Term ABT
durch @4 ) ersetzt, ergibt sich fiir den stochastischen Fall:

A/B =5 5P B

A/B* = A — Djs 5P B (E8)

cc’ cBT\" |
A/xC = (Pac Pas) KBCT BBT) ] -
(Spalten 1:r)
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Anhang F

Weiterfiithrende Erklarungen zu
den Hamilton-Gleichungen

Die nachfolgenden Erganzungen zur Herleitung der Transversalitdatsbedingung
sowie das dargestellte Anwendungsbeispiel lehnen sich an die Ausfithrungen in
[ ] an.

F.1 Herleitung der Transversalitatsbedingung

Zur Herleitung der Transversalitidtsbedingung aus dem Gitefunktional (2.14)

le

J=hix(te), te) = w2+ | () % = H(x(1),9(t), u(t), 0)] dt,

to

betrachtet man das Giitefunktional bei einer beliebigen Variation dx(t) und
du(t) der Trajektorien. Dabei gilt, dass die Anderung der Trajektorien keine
Anderung erster Ordnung in der Kostenfunktion induzieren diirfen.

In einem ersten Schritt werden zum besseren Verstandnis die Standardska-
larprodukte der Lagrange-Multiplikatoren als Summen dargestellt. Das Gite-
funktional hat dann die Form

J = h(x(t.),t.) — Ii Jezn + /tt L; Ue(t)x — H(x(t),9(t), u(t), t)] dt. (F.1)

Des Weiteren gilt fiir die partielle Integration [/* [S-1_, 1 (t)ddt]:

N

n

liﬁk(t):'ckdt] = Lz: wk(t)xk] /tt Lz: m(t)xk] dt.  (F.2)

t=te
t=to

Fihrt man nun die zuvor angesprochene Variation 6x(¢) und du(t) der Tra-
jektorien unter der Forderung 6J = 0 ein, folgt mit (F.1) und (F.2) fiir das
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Gutefunktional:
0=0J = Z (Sl’k —|— Z ¢k 5l’k Z to (Sl’k to
ax’f t=te k=1
- ) ) —0x(t)| dt
]Z:lkz:l Ja o, zy(te) /to lZwk i (t +0xk g ( )]

. 0Oh

0= Z

day(te) + Z Up(te)day(te Z Z “ja—:ci

t=t. j=1k=1

8H te | OH

Ty

Da jede Variation beliebig ist, ergibt sich folglich

aus 0xy(t.) : Oh + Yy (te) — pt - 0z =0, (F.4)
Oy, t=t. Ok t=t,
: OH
aus 0x(t < t.): P, + . =0, (F.5)
OH
aus (SUk(t) . a—uk =0. (F6)

F.2 Anwendungsbeispiel zur Losung der Hamilton-
Gleichung mittels Laplace-Transformation

Das nachfolgende Beispiel zeigt die Losung der Hamilton-Gleichungen aus
Abschnitt 2.2 mittels Laplace-Transformation zur Bestimmung des optimalen
Reglers. Die Regelstrecke ist hierbei ein Verzogerungsglied erster Ordnung:

T +x = Ku
oder
T =—az +bu
mit
1 b—K
“= T

Fiir die Randbedingungen gilt:
to = 0, 2(0) = z beliebig und ¢. gegeben mit z(t.) = 0.
Das Gutefunktional bezieht sich lediglich auf die Steuergrofie u(t) und lautet

—1/” 2(¢) dt
~2Jo “
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F.2. ANWENDUNGSBEISPIEL ZUR LOSUNG DER HAMILTON-GLEICHUNG
MITTELS LAPLACE-TRANSFORMATION

Bevor die fiinf Schritte des in Abschnitt 2.2 beschriebenen Loésungsverfahrens
abgearbeitet werden konnen, miissen zunéchst die in Ubersicht 2.1 zusammen-
gefassten Funktionen und Gleichungen gebildet werden.

H(w(t), (1), ult),t) = —fo(w(t), u(t), t) + " (6) f(x(t), u(t), 1)

F.7

= L)+ v(t) (~ax() + bu(t) o
b= -2 (F.8)
%_IZ — _u(t) + ()b = 0 (F.9)

Schritt 1: Gleichung (F.9) nach u(t) auflosen, u(t) = ()b, und sowohl in die
Systemgleichung als auch die adjungierte Gleichung einsetzen:

&= —ax(t) + b*Y(t), (F.10)

= a(t). (F.11)
Schritt 2: Bilden der Laplace-Transformierten

sX(s) — x9 = —aX(s) + b*U(s),
sU(s) — o = a¥(s)

der Differentialgleichungen und 16sen der transformierten Gleichungen:

o Zo bz?/)o _ —at bzwo at —at
X(s)_s+a+(s+a)($—a)o_.x(t)_xoe +2—a(6 —c )’
(F.12)
W(s) = 2 o—eui(r) = et (F.13)

Schritt 3: Zur Anpassung der Losung an die Randbedingungen folgt aus t, = 0
b
. —ate ate _ —ate) __
x(te) = zoe~ ¥ + % (e e ) = 0. (F.14)

Dies lasst sich umstellen zu

20 e e

B2 eate — p—ate To. (F.15)

Yo =

Schritt 4: Einsetzen von (F.15) in (F.12) fihrt zu

ea(te —t) __ e—a(te —t)

x*(t, zo) = xg (F.16)

eate _ e—ate

und -
. 2a e T
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HAMILTON-GLEICHUNGEN

Schritt 5: Im letzten Schritt wird nun (F.16) nach xy aufgelost und in (F.17) ein-
gesetzt um den Optimalregler

u(t) = —k(t)z(t) (F.18)

mit
20 eolte=)
T p eate — eate

(F.19)

zu erhalten.

Es ist sehr wichtig zu erwahnen, dass bei dieser Variante die klassische Lo-
sungsmethode nicht mehr greift, sobald die Variablen beschréankt sind.
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Anhang G

Anhang zur Echtzeitanpassung
des optimalen Reglers

Die nachfolgend aufgefiithrten Sensitivitatsableitungen gehoéren zu dem in Ab-
schnitt 7.3 aufgefiihrten Anwendungsbeispiel zur erweiterten Echtzeitanpas-
sung fir optimale Folgeregler mit Ausgangsriickfithrung.
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ANHANG ZUR ECHTZEITANPASSUNG DES OPTIMALEN

ANHANG G.
REGLERS
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