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Zusammenfassung

Im Rahmen der vorliegenden Dissertation werden nicht-kooperative extensive n-
Personenspiele mit vektorwertigen Auszahlungen untersucht. Diese Spiele konnen mit
Hilfe eines Spielbaumes dargestellt werden. Das wesentliche Prinzip ist dabei, dass eine
Partie als Folge von Asten im Spielbaum, ausgehend von der Wurzel des Baumes bis
zu einem seiner Endpunkte, graphisch illustriert werden kann. Bei extensiven Spielen
mit vektorwertigen Auszahlungen erhilt jeder Spieler an einem Endpunkt des Baumes
einen Auszahlungsvektor.

In dieser Arbeit werden wir die Auszahlungsvektoren oder spéter allgemein die zu er-
wartenden Auszahlungen mit Hilfe eines Vektordominanzkonzeptes vergleichen. Das
fiihrt direkt auf die Bestimmung sogenannter Pareto-Gleichgewichte, ein Gleichge-
wichtskonzept, dass eine unmittelbare Verallgemeinerung des Nash-Gleichgewichtes
darstellt.

Die Bestimmung von Pareto-Gleichgewichten in n-Personen-Normalformspielen mit
vektorwertigen Auszahlungen kann auf die Ermittlung von Nash-Gleichgewichten in
skalarisierten Spielen zuriickgefiihrt werden. Damit konnen Ergebnisse und Verfahren
aus der Theorie der Normalformspiele mit reellwertigen Auszahlungen unmittelbar auf
diese Spiele angewendet werden.

Die Bestimmung von teilspielperfekten Pareto-Gleichgewichten in extensiven n-
Personenspielen mit vektorwertigen Auszahlungen gestaltet sich im Gegensatz dazu
als wesentlich schwieriger. Es stellt sich ndmlich heraus, dass das aus der Theorie der
extensiven n-Personenspiele mit reellwertigen Auszahlungen bekannte Verfahren der
Riickwartsinduktion nicht unmittelbar auf diese Klasse von Spielen iibertragbar ist,
sondern interessante Effekte auftreten, die durch die Verwendung des Vektordominanz-
konzeptes entstehen.

Die Hauptergebnisse dieser Arbeit bestehen zum einen im Aufweis der Existenz von
Pareto-Gleichgewichten in extensiven n-Personenspielen mit vektorwertigen Auszah-
lungen, zum anderen in der Entwicklung und Demonstration verschiedener Verfahren
zur Bestimmung von Pareto-Gleichgewichten, unter denen ein Verfahren die bekannte
Riickwirtsinduktion verallgemeinert.
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Kapitel 1

Einfithrung

Reale Konflikte zwischen zwei oder mehr Personen, Gruppen, Organisationen oder Staaten
sind oft dadurch gekennzeichnet, dass die Konfliktparteien zeitlich nacheinander gewisse
Entscheidungen treffen, deren Ergebnisse der jeweils anderen Seite nicht immer bekannt
sein miissen, und die zudem vom Zufall beeinfluft werden konnen. Solche Situationen
konnen mit Hilfe von nicht-kooperativen extensiven n-Personenspielen mit vollkommener
bzw. unvollkommener Information modelliert werden (siehe zum Beispiel SELTEN [Sel75]
und MYERSON [Mye91]).

Insbesondere gilt dies fiir Verhandlungen, bei denen zeitlich nacheinander abgeénderte
oder neue Vorschlige, wie zum Beispiel Zugestédndnisse eingebracht werden. Die Elemente
solcher Verhandlungen, insbesondere im zwischenstaatlichen Bereich, wurden zum Bei-
spiel von KREMENYUK [Kre02] dargestellt und lassen sich kurz durch die Begriffe Spieler
(actor), Strategie (strategy), Ergebnis (outcome), Prozess (process) und Struktur (struc-
tur) charakterisieren; von AVENHAUS [Ave(0l] wurde ausgefiihrt, dass diese in der Tat den
wesentlichen Elementen eines nicht-kooperativen extensiven n-Personenspiels entsprechen.
Bei bisherigen Analysen dieser Art wurden allerdings nur solche Spiele betrachtet, bei de-
nen jedem Verhandelnden am Ende des Spiels eine reelle Zahl zugeordnet wurde, die ein
Mass fiir die Erfiillung des Zieles ist, das eben dieser Spieler im Konflikt verfolgt.

Versucht man nun ernsthaft, vergangene oder gegenwértige internationale Verhandlun-
gen quantitativ zu analysieren, so stellt sich sehr schnell heraus, dass sich im allgemeinen
die Verhandlungsziele der beteiligten Parteien nicht mehr durch skalare Gréflen beschrei-
ben lassen, sondern vielmehr durch Vektoren dargestellt werden miissen, die sich nicht auf
natiirliche Weise zu Skalaren zusammenfassen lassen. Exemplarisch wurde dies an zwei
Beispielen von AVENHAUS UND KRIEGER [AKO03] erliutert und durchgefiihrt: Zwei inter-
nationale Konflikte werden dort als extensive n-Personenspiele mit vektorwertigen Aus-
zahlungen modelliert, und es werden sogenannte Pareto-Gleichgewichte bestimmt.

Erstaunlicherweise wurde diese Klasse von Spielen bisher nicht in der vertffentlichten
Literatur untersucht, daher ist der wesentliche Gegenstand dieser Arbeit die Schliessung
dieser Liicke. Aus Komplexitéits- und Aufwandsgriinden und damit auch im Interesse einer
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geschlossenen Darstellung der zu entwickelnden Theorie, beschréinken wir uns hier bei der
[lustration von Problemen und deren Losungen auf einfache Beispiele; hinsichtlich realer
Konfliktsituationen sei auf die oben genannte Arbeit verwiesen.

Der Vollstandigkeit halber mufi an dieser Stelle darauf hingewiesen werden, dass n-
Personenspiele in Normalform mit vektorwertigen Auszahlungen sehr wohl und schon seit
langer Zeit untersucht wurden, auch wenn die verdffentlichte Literatur vergleichsweise klein
ist. So hat schon SHAPLEY [Shab9] im Jahre 1959 fiir vektorwertige Nullsummenspiele ge-
zeigt, dass die Bestimmung sogenannter Pareto-Gleichgewichte auf die Bestimmung von
Nash-Gleichgewichten in zugehorigen skalarisierten Normalformspielen zuriickgefiihrt wer-
den kann. Auf dieser Arbeit aufbauend, haben sich insbesondere ZELENY [Zel76], NIEU-
WENHUIS [Nie83] und CORLEY [Cor85] mit verschiedensten Aspekten dieser Spiele, zum
Beispiel numerischen Fragestellungen, auseinandergesetzt.

Was kann man unter einem Pareto-Gleichgewicht verstehen? Um dies erldutern zu
kénnen, miissen zunéchst zwei Relationen eingefiihrt werden, die einen Vergleich zwei-
er Vektoren ermdglichen. In Anlehnung an SHAPLEY [Sha59] definieren wir die ,stren-
ge“ Relation, die besagt, dass ein Vektor genau dann besser ist als ein anderer Vektor,
wenn er in jeder Komponente grosser oder gleich und in mindestens einer Komponente
grosser ist als die entsprechende Komponente des zweiten Vektors. Die ,,schwache” Rela-
tion besagt, dass ein Vektor genau dann besser ist als ein anderer Vektor, wenn er in jeder
Komponente grosser als die entsprechende Komponente des zweiten Vektors ist. Abhéngig
von der gewihlten Relation ist das strenge bzw. schwache Pareto-Gleichgewicht eine Ver-
haltenssituation der Spieler, bei der ein einseitiges Abweichen eines Spielers von dieser
Verhaltenssituation seinen Auszahlungsvektor nicht beziiglich der strengen bzw. schwa-
chen Relation verbessert. Aus Sicht des Anwenders scheint uns das Konzept des strengen
Pareto-Gleichgewichts das natiirlichere zu sein. Deshalb werden wir uns in der vorliegenden
Arbeit hauptséichlich auf die strengen Pareto-Gleichgewichte, die spater nur noch Pareto-
Gleichgewichte genannt werden, konzentrieren. Auf Vergleiche beider Gleichgewichtskon-
zepte gehen wir aber im sechsten Kapitel ein.

In BorM ET. AL. [BTvdAS88] wird die Theorie der Zwei-Personen-Normalformspiele mit
vektorwertigen Auszahlungen unter Verwendung des strengen Pareto-Gleichgewichts ent-
wickelt. Fiir diese Spiele wird ein Charakterisierungssatz fiir strenge Pareto-Gleichgewichte
formuliert und bewiesen, der unter anderem zeigt, dass jedes strenge Pareto-Gleichgewicht
ein Nash-Gleichgewicht in einem zugehorigen Normalformspiel mit reellwertigen Auszah-
lungen ist.

In der Fortfithrung der Arbeit [BTvdA88] wird in BORM ET. AL. [BvMT99] die Theorie
der n-Personen-Normalformspiele mit vektorwertigen Auszahlungen unter Verwendung des
schwachen Pareto-Gleichgewichts entwickelt. Die Autoren formulieren fiir dieses Gleichge-
wichtskonzept einen Charakterisierungssatz in Analogie zu dem oben beschriebenen und
untersuchen perfekte schwache Vektor-Gleichgewichte. Ein perfektes Vektor-Gleichgewicht
ist dabei eine Verhaltenssituation aller Spieler, die in noch n&her zu definierender Wei-
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se stabil gegeniiber kleinen Stérungen ist. Der mathematische Vorteil dieser schwachen
Pareto-Gleichgewichte besteht darin, dass das entsprechende perfekte schwache Vektor-
Gleichgewicht immer auch ein schwaches Pareto-Gleichgewicht ist, d.h. somit, dass das
Konzept der Perfektheit ein Gleichgewichtsauswahlkriterium darstellt.

Es hat sich nun im Zuge der Ausarbeitung der genannten Anwendungsbeispiele heraus-
gestellt, dass die Analyse von Normalformspielen mit vektorwertigen Auszahlungen trotz
vielfiltiger Korrespondenzen eben nicht alle Probleme extensiver Spiele mit vektorwerti-
gen Auszahlungen 16st: Dies aufzuzeigen und bei Nicht-Ubereinstimmung entsprechende
Losungen anzugeben ist der Gegenstand der vorliegenden Arbeit im engeren Sinn.

Zur Vorbereitung dieser Untersuchungen, die im sechsten und siebenten Kapitel dieser
Arbeit dargestellt werden, ist eine Behandlung von n-Personenspielen in Normalform und
in extensiver Form mit jeweils reellwertigen Auszahlungen erforderlich, damit auf einige
wesentliche Details zuriickgegriffen werden kann. Dies geschieht im dritten und vierten
Kapiteln. Als Beispiel sei der Beweis des Satzes von Kuhn [Kuhb3] iiber die Existenz von
teilspielperfekten Gleichgewichten in reinen Strategien in extensiven Spielen mit vollkom-
mener Information genannt. Eine Verhaltenssituation heisst dabei teilspielperfekt, wenn die
Verhaltenssituation eingeschrinkt auf alle Teilspiele ein ,optimales“ Verhalten der Spieler
sicherstellt.

Ebenso erforderlich ist ein Darstellung der Grundlagen der Vektoroptimierung, mit de-
ren Hilfe dann das strenge Pareto-Gleichgewicht fiir Normalformspiele mit vektorwertigen
Auszahlungen formuliert und untersucht werden kann. Das fiinfte Kapitel ist diesem Thema,
gewidmet, wobei wir uns hauptséchlich an GOPFERT UND NEHSE [GN90] orientieren.

Im sechsten Kapitel entwickeln wir die Theorie der Normalformspiele mit vektorwerti-
gen Auszahlungen unter Verwendung des strengen Pareto-Gleichgewichtes. Dabei legen wir
neben theoretischen Ergebnissen und Algorithmen zur Bestimmung von strengen Pareto-
Gleichgewichten besonderen Wert auf das Herausarbeiten von Unterschieden zu Normal-
formspielen mit reellwertigen Auszahlungen.

Ein Schwerpunkt des Kapitels ist unsere Verallgemeinerung des Charakterisierungs-
satzes von zwei auf n Spieler, mit dessen Hilfe die Bestimmung von strengen Pareto-
Gleichgewichten auf die Bestimmung von Nash-Gleichgewichten in skalarisierten Spielen
zuriickgefithrt werden kann. Mit diesem Satz kann dann auch die Existenz von strengen
Pareto-Gleichgewichten gezeigt werden.

Ein anderer Schwerpunkt liegt auf unseren Ergebnissen zu den perfekten strengen
Vektor-Gleichgewichten, die eine Verallgemeinerung der perfekten Nash-Gleichgewichte auf
Normalformspiele mit vektorwertigen Auszahlungen darstellen, und in dieser Arbeit un-
seres Wissens erstmals formuliert werden. Ein wesentliches Ergebnis besteht im Aufweis,
dass das perfekte strenge Vektor-Gleichgewicht kein strenges Pareto-Gleichgewicht sein
muss. Insbesondere kann im allgemeinen hier also keine Gleichgewichtsauswahl vorgenom-
men werden. Anders ist die Situation bei den perfekten schwachen Vektor-Gleichgewichten.
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Diese sind auch immer schwache Pareto-Gleichgewichte, wie schon oben erwédhnt wurde.

Obgleich bereits im sechsten Kapitel neue Verallgemeinerungen und Untersuchungen
zu Normalformspielen mit vektorwertigen Auszahlungen dargestellt werden, enthilt nun
das siebente Kapitel die eigentlichen originalen Forschungsergebnisse aus dem Gebiet der
extensiven n-Personenspiele mit vektorwertigen Auszahlungen. Zunéchst definieren wir das
strenge Pareto-Gleichgewicht in Verhaltensstrategien und formulieren wiederum einen Cha-
rakterisierungssatz, der diesmal aber die Bestimmung von strengen Pareto-Gleichgewichten
in extensiven n-Personenspielen mit vektorwertigen Auszahlungen auf die Bestimmung
von Nash-Gleichgewichten in Verhaltensstrategien in einem zugehorigen extensiven n-
Personenspiel mit reellwertigen Auszahlungen zuriickfiihrt. Damit kann im Anschluss ge-
zeigt werden, dass jedes extensive n-Personenspiel mit vektorwertigen Auszahlungen min-
destens ein strenges Pareto-Gleichgewicht in Verhaltensstrategien sowie ein teilspielperfek-
tes strenges Pareto-Gleichgewicht besitzt. Im Gegensatz zu den perfekten Vektor-Gleichge-
wichten in Normalformspielen mit vektorwertigen Auszahlungen ist per Definition jedes
teilspielperfekte strenge Pareto-Gleichgewicht auch ein strenges Pareto-Gleichgewicht.

Fiir diese Spiele mit zuséatzlich vollkommener Information beweisen wir die Existenz
von mindestens einem teilspielperfekten Pareto-Gleichgewicht in reinen Strategien, eine
Verallgemeinerung eines Satzes von Kuhn. Darauthin formulieren wir zwei Effekte, die
dafiir verantwortlich sind, dass das Verfahren der Riickwértsinduktion, das wir bereits im
vierten Kapitel fiir extensive n-Personenspiele mit reellwertigen Auszahlungen behandeln,
nicht ohne Modifikationen iibertragen werden kann. Daraus resultiert die Verallgemeine-
rung der Riickwirtsinduktion zu einer vektorwertigen Riickwirtsinduktion. Ein Beispiel
zu diesem Verfahren zeigt die Grenzen und den Aufwand, der bei dieser Bestimmung von
teilspielperfekten Pareto-Gleichgewichten in reinen Strategien auftreten kann.

Ob das letztgenannte Verfahren oder der Ubergang zur Normalform einen einfacheren
Weg zur Bestimmung von Pareto-Gleichgewichten darstellt, kann im allgemeinen nicht
entschieden werden, wie die bereits mehrfach genannten Anwendungen belegen.



Kapitel 2

Formale Darstellung
nicht-kooperativer Spiele

Ein Spiel im Sinne der Spieltheorie ist eine zwischen mehreren Handlungstrigern, die als
Spieler bezeichnet werden, bestehende Konfliktsituation. Jeder Spieler hat dabei gewisse
Handlungsmoglichkeiten, die Strategien genannt werden. Abhéngig von ihrer Wahl, sowie
derjenigen der anderen Spieler, ergibt sich ein bestimmter Spielausgang, der sich fiir jeden
Spieler im Sinne der Nutzentheorie quantitativ bewerten ldsst. Dabei wird vorausgesetzt,
dass sich die beteiligten Spieler rational verhalten, d.h., sie werden ihre Auszahlungen im
Rahmen ihrer Strategienwahl zu maximieren versuchen. In dieser Arbeit betrachten wir
sogenannte nicht-kooperative Spiele, die dadurch gekennzeichnet sind, dass die Spieler ihre
Entscheidungen unabhdingig voneinander treffen.

In Abhéngigkeit davon, ob das Spiel einen Spielverlauf besitzt, der explizit dargestellt
werden soll, oder aber nicht, unterscheidet man Normalformspiele bzw. extensive Spiele. In
diesem Kapitel fithren wir beide Klassen ein, wobei wir uns eng an die angegebene Literatur,
die fiir viele weitere Moglichkeiten steht, halten. Auf die Frage, was wir unter der ,, Losung“
eines Spieles verstehen, werden wir erst in den beiden nachfolgenden Kapiteln eingehen.

2.1 Normalformspiele

In Anlehnung an MYERSON [Mye91] und BERNINGHAUS ET. AL. [BEG02] definieren wir
ein Normalformspiel wie folgt.

Definition 2.1.
Ein nicht-kooperatives n-Personen-Normalformspiel N ist ein Tupel (I (3;)ier; (hi)icr),
mat

1. einer nichtleeren Menge I (|I| =n) an Spielern,

2. einer nichtleeren Menge ¥; fir jeden Spieler i (i € I), und

3. einer Funktion h; : X;er 3 — R% (d; € N ist eine gegebene natiirliche Zahl) fiir jeden
Spieler i (1 € 1). O
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Da wir uns in dieser Arbeit nur mit nicht-kooperativen Spielen befassen, lassen wir
kiinftig die Bezeichnung , nicht-kooperativ® weg. Fiir die Anzahl n der Spieler setzen wir
n > 1 voraus. Im allgemeinen wird I = {1,...,n} sein.

Die Elemente der Mengen 3; werden reine Strategien genannt. Ein Element aus der
Menge
Y= Xier X

heisst reine Strategienkombination. Wird eine Strategienkombination o € X gespielt, so
erhélt Spieler i (i € I) die Auszahlung h;(o). Die natiirlichen Zahlen d; geben dabei an, ob
es sich um einen Auszahlungsvektor oder um eine reelle Zahl handelt. Dementsprechend
treffen wir folgende verbale Unterscheidung: Ist die Dimension des Auszahlungsvektors
d; = 1 fiir alle Spieler i (i € I), so nennen wir N ein ,n-Personen-Normalformspiel mit
reellwertigen Auszahlungen®. Ist die Dimension des Auszahlungsvektors d; > 2 fiir min-
destens einen Spieler i (i € I), so nennen wir N ein ,n-Personen-Normalformspiel mit
vektorwertigen Auszahlungen®. Sprechen wir nur von ,,n-Personen-Normalformspielen®, so
ist eine Unterscheidung in reell- oder vektorwertig nicht notig, da zum Beispiel an diesen
Stellen die Auszahlungsstruktur des Spieles nicht von Bedeutung ist.

Ein n-Personen-Normalformspiel heisst endlich, wenn alle Strategiemengen ¥; (i € I)
endliche Mengen sind. Wir verwenden in diesem Fall statt X; die Bezeichnung ®;.

In der gesamten Arbeit setzen wir voraus, dass jeder Spieler ¢ (i € I) alle Grossen
des betrachteten n-Personen-Normalformspiels N kennt. Diese Voraussetzung wird in der
Literatur als Gemeinsames Wissen (common knowlege) (siehe GUETH [Giit99]) bezeichnet.

Ein Zwei-Personen-Normalformspiel mit vektorwertigen Auszahlungen ist in Abbildung
2.1 dargestellt. Fiir dieses Spiel erhalten wir als die Menge der reinen Strategien ®; = &, =

{1,2}.

Abbildung 2.1: Ein Bimatrixspiel mit vektorwertigen Auszahlungen.

Die Darstellung eines Zwei-Personen-Normalformspiels AV wie in Abbildung 2.1 wird
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Bimatrixform oder Bimatrixdarstellung von N genannt. Die Eintragung links unten in
einem Feld entspricht dabei der Auszahlung an Spieler 1, wenn die reine Strategienkombi-
nation gespielt wird, die zu diesem Feld fiihrt; die Eintragung rechts oben in einem Feld
entspricht dann der Auszahlung an Spieler 2.

Wie wir in den nachfolgenden Kapiteln sehen werden, existieren in einem endlichen
n-Personen-Normalformspiel N im allgemeinen keine Gleichgewichte in reinen Strategien.
Deshalb fiihren wir gemischte Strategien und die gemischten Erweiterung von N ein.

Definition 2.2.

Es sei N := (I (®;)icr; (hi)icr) ein endliches n-Personen-Normalformspiel. Eine gemisch-
te Strategie ¢; des Spielersi (i € I) ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf der Menge
reinen Strategien ®; des Spielers i. Wihlt Spieler ¢ die gemischte Strategie q;, so wird die
reine Strategie ¢; mit Wahrscheinlichkeit q;(¢;) gespielt. Die Menge aller gemischten Stra-
tegien von Spieler i wird mit Q; bezeichnet. Die Menge Q) := X;cr Q; ist die Menge aller
gemischten Strategienkombinationen. O

Verfiigt Spieler ¢ (i € I) iiber k reine Strategien, etwa in der Form ®; = {¢§”, . ¢>§’“’},
so ist eine gemischte Strategie ¢; als Element des R* darstellbar, niimlich als
k

(@@, q(@)T mit Y g(e) =1.

j=1
Die Zahl der reinen Strategien k héngt in der Regel vom Spieler ¢ ab. Die reine Strategie
ngZ(-] ) (j =1,...,k) entspricht damit genau dem j-ten Einheitsvektor

(0,...,0,1,0,...,0)".

Somit gilt die Mengeninklusion ®; C (); und damit auch ® C ). Fiir das Spiel in Abbildung
2.1 erhalten wir fiir jeden Spieler i (i € I): die reine Strategie 1 entspricht der gemischten
Strategie ((1]) und die reine Strategie 2 der gemischten Strategie ([1))

Fiir jeden Spieler i (i € I) und jede gemischte Strategie ¢; € Q); sei
C(q:) = {¢: € P : qi(¢:) > 0}

der Trager von ¢;. Damit heisst eine gemischte Strategie ¢; € ); wvollstindig gemischit,
wenn C(g;) = ®; gilt. Eine Strategienkombination ¢ = (q1,...,¢,) € Q heisst vollstindig
gemischt, wenn jedes ¢; vollstindig gemischt ist.

Da jeder Spieler i (i € I) in einem Normalformspiel seine Strategie ¢; € (); unabhéingig
von allen anderen Spielern wihlt, ist die Wahrscheinlichkeit, dass ¢ = (é1,...,¢,) € @
eintritt, wenn ¢ := (q1, ..., ¢,) € @ gespielt wird, gegeben durch

q(9) := H ai(¢:) -

Wird eine gemischte Strategienkombination ¢ € () gespielt, so ist die Auszahlung oder
der Auszahlungsvektor an jeden Spieler ¢ der Erwartungswert von h; unter g¢:
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Definition 2.3.
Es sei N := (I;(®;)icr; (hi)ier) ein endliches n-Personen-Normalformspiel. Fir jedes q €
Q definieren wir die zu erwartenden Auszahlungen an Spieler i (i € I) durch

Hi(q) == q(9) - hi(6). (2.1)
pcd
Das n-Personen-Normalformspiel
N = (I; (Qi)ier; (Hy)ier)
heisst die gemischte Erweiterung von N . O

Da fiir jeden Spieler i (i € I) und fiir jede Strategienkombination ¢ € ® nach (2.1) stets
H;(¢) = hi(¢) gilt, konnen die Funktionen H; als eine Erweiterung von h; auf die Menge
() aufgefasst werden.

Es sei eine Strategienkombination ¢ = (qq,...,¢,) € @ gegeben. Ersetzen wir fiir einen
Spieler i (i € {2,...,n — 1}) die gemischte Strategie ¢; € @; durch ¢; € Q;, so schreiben
wir mit

qi=(q, 1,041, qn)
diesen Sachverhalt in der Form

((jia q—z) = (qla - i1, (jia Git+1y - - - 7qn) . (22)

Im Falle7 =1 bzw. ¢ = n ist

((71,Q—1) = ((11:(&:---7%) bzw. ((jnaqfn) = (Q17(127---7(jn) . (23)
Die Menge aller gemischten Strategienkombinationen ausser fiir Spieler ¢ wird mit ) _;
bezeichnet. Es ist damit QQ_; = X Q;.

Fiir alle Strategienkombinationen ¢ € @ und alle Spieler i (i € I) lauten mit (2.1) und
(2.2) bzw. (2.3) die zu erwartenden Auszahlungen

H;(q) = Z qi(pi) Hi((¢4, 4-i)) (2.4)
¢i€®;

so dass die Komponenten von H;(q) lineare Funktionen in ¢; € @; sind.

2.2 Extensive n-Personenspiele

In diesem Abschnitt fiihren wir extensive n-Personenspiele, die dazugehoérigen Strategien-
konzepte und die Realisierungswahrscheinlichkeiten ein. Ausserdem behandeln wir einen
Spezialfall eines Satzes von KUHN, dessen Beweis im siebenten Kapitel von grofier Bedeu-
tung sein wird.

Wie schon erwihnt liegen unseren Ausfiihrungen kanonische Darstellungen zugrunde,
wie sie zum Beispiel in SELTEN [Sel82], AVENHAUS [Ave99] oder RAUHUT ET. AL. [RSZ79]
zu finden sind.
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2.2.1 Definition eines extensiven n-Personenspiels

Die Grundlage eines extensiven Spieles ist der Spielbaum. Dieser wird mit Hilfe eines
geordneten Baumes beschrieben.

Ein (endlicher) gerichteter Graph besteht aus einer endlichen Menge K von Knoten
und einer Menge K C K x K von Kanten (u,v) vom Knoten v zum Knoten v. Ein Pfad
von u nach v ist ein Abfolge wg, u1,...,u; von Knoten (¢t > 0), so dass mit uy := u und
u; := v das Paar (u,,u,.1) (v € {0,...,t —1}) eine Kante des Graphen ist.

Ein Baum ist ein gerichteter Graph mit einem ausgezeichneten Knoten, Wurzel genannt,
so dass gilt (siche KNUTH [Knu68]):

(i) Zu der Wurzel geht keine, zu jedem anderen Knoten genau ein Kante, und
(ii) von der Wurzel gibt es zu jedem Knoten einen Pfad.

Der Pfad aus (ii) ist eindeutig bestimmt, da jeder Vorgénger eines jeden Knotens nach (i)
eindeutig ist. Die Spielbdume werden in dieser Arbeit so gezeichnet, dass die Wurzel oben
ist, und Kanten von oben nach unten verlaufen.

Fiir eine Kante (u,v) des Baumes heisst v Vater von v und v Sohn von u. Fiir einen
Pfad von u nach v heisst v Nachfahr von u (auch fiir u = v). Ein Knoten ohne Séhne heisst
Blatt oder Endknoten, sonst innerer Knoten. Der Baum heisst geordnet, wenn unter den
Briidern, d.h. den Sthnen jedes inneren Knotens, stets eine Reihenfolge festgelegt ist, zum
Beispiel von links nach rechts bei der graphischen Darstellung. Dabei heisst a(z) Anzahl
der Séhne von = und S(x,[) I-ter Sohn von = (I € {1,...,a(z)}).

Gibt es in einem Spiel mehrere aufeinanderfolgende Ziige der Spieler (einen solchen
Verlauf gibt es bei Normalformspielen nicht), so wird dieses Spiel in extensiver Form be-
schrieben:

Definition 2.4.
FEin nicht-kooperatives extensives n-Personenspiel T ist ein Tupel (I; K; (h;)ier; P;w;U)
mat

1. I ist die Menge der Spieler (|I|=n, 0 ¢ I).

2. K ist ein endlicher geordneter Baum, v € K steht fiir ”x ist ein Knoten des Baumes”.
Die inneren Knoten nennt man Entscheidungspunkte. Ein Blatt oder Endknoten
einen Spielausgang. F sei die Menge der Bldtter bzw. Endknoten des Baumes.

3. hi: E— R% (d; € N ist eine gegebene natiirliche Zahl) ist fiir jeden Spieleri (i € I)
eine Funktion. h;(x) ist die Auszahlung an Spieler i, wenn das Spiel im Blatt x € E
endet.

4. P ordnet jedem Entscheidungspunkt x, d.h. jedem inneren Knoten von K, einen
Wert aus {0} U I zu. P(z) ist der Spieler, der in x am Zug ist. Spieler 0 heisst
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Zufall. w bestimmt in jeden Knoten x € K mit P(x) = 0 eine vollstindig gemischte
Wahrscheinlichkeitsverteilung auf seinen Sohnen.

5. U st eine Partition der Menge der Entscheidungspunkte, wobes fiir jeden Informa-
tionsbezirk A € U gilt

(i) In A ist nur ein Spieler, bezeichnet mit P(A), am Zug, d.h. P(x) =i fir alle
x € A, falls P(A) =i.

(i1) Alle Knoten in A haben gleich viele, etwa k Sohne. Die Zahl k der Auswahlen
heisst a(A).

(1ii) Furle {1l,...,a(A)} sei
Ni(A) :={y € K : es ezistiert ein v € A mit y ist Nachfahr von S(z,1)}

die Menge der [-ten Sohne und deren Nachfahren von Entscheidungsknoten aus
dem Informationsbezirk A. Dann gilt:

B e U mit P(B) = P(A) = BN N/(A) e {0, B}. (2.5)

(iv) Fiir alle Spieler i (i € I) gilt U; := {A € U : P(A) =i} # 0. Die Informations-
bezirke des Spielers 0 werden als einelementig vorausgesetzt. 0]

Die Bezeichnung ,,nicht-kooperatives® Spiel werden wir kiinftig auch hier wieder weg-
lassen. Fiir die Anzahl der Spieler setzen wir wieder n > 1 voraus. Im allgemeinen wird
I ={1,...,n} sein. Ein Informationsbezirk wird manchmal auch Informationsmenge ge-
nannt.

Die natiirlichen Zahlen d; geben wieder an, ob Spieler ¢ in jedem Endknoten eine re-
elle Zahl oder einen Auszahlungsvektor erhilt. Ist die Dimension des Auszahlungsvektors
d; = 1 fiir alle Spieler i (i € I), so nennen wir [" ein ,extensives n-Personenspiel mit reell-
wertigen Auszahlungen®. Ist die Dimension des Auszahlungsvektors d; > 2 fiir mindestens
einen Spieler i (i € I), so nennen wir I ein ,,extensives n-Personenspiel mit vektorwertigen
Auszahlungen“. Sprechen wir nur von , extensiven n-Personenspielen®, so ist eine Unter-
scheidung in reell- oder vektorwertig nicht notig. Anstatt der Bezeichnung 1,..., a(A) fiir
die Auswahlen im Informationsbezirk A werden wir oft Buchstaben verwenden.

Wir setzen weiterhin voraus, dass das alle Grossen des Spiels ' Gemeinsames Wissen
(common knowlege) sind (siche GUETH [Giit99]).

Der formalen Beschreibung eines extensiven n-Personenspiels liegt folgende Vorstellung
zugrunde: Das Spiel beginnt an der Wurzel des Baumes. Die gegenwértige Spielsituation
wird jeweils durch einen Knoten x des Baumes dargestellt, auf die jeweils nur ein Sohn von
x als néchste Situation folgen kann. In einem Blatt z € F endet das Spiel und jeder Spieler
i (i € I) erhilt die Auszahlung h;(z) € R%. Die z nachfolgende Situation wird jeweils von
dem Spieler mit der Nummer P(z) bestimmt.
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Ist in einem Knoten z der Zufall am Zug, d.h., P(z) = 0, so wird, gem&f w unter den
Sohnen von x einer zuféllig ausgewihlt, wobei

a(x)
> w(S(x,1) =1

=1

gilt. Ist in x der Spieler i = P(x) (i # 0) am Zug, so ist die Situation komplizierter,
denn jetzt weifl der Spieler nicht unbedingt, in welchem Knoten x er am Zug ist. Vielmehr
wird ihm nur mitgeteilt, dass er sich in einem bestimmten Informationsbezirk A befindet.
Nach (7i) hat jeder Knoten in A gleich viele, ndmlich a(A) Sohne. Spieler i trifft nun eine
Auswahl, indem er eine Zahl [ zwischen 1 und a(A) nennt. Dies bedeutet, dass der I-te
Sohn y := S(z,l) von x die niichste Spielsituation beschreibt, ohne dass Spieler i diese
dann zu kennen braucht. Wie man mit Bedingung (7ii) zeigen kann, ist kein Knoten in
einem Informationsbezirk Nachfahr eines anderen Knotens desselben Informationsbezirks.
Der Knoten y liegt dann nach (i) in einem anderen Informationsbezirk B, und Spieler
P(y) wird dariiber informiert, dass er sich in B befindet. Spieler i erfihrt erst wieder
etwas iiber den Spielverlauf, wenn er selbst am Zuge ist, oder bei Spielende ausgezahlt
wird. Der genaue, durch den Pfad von der Wurzel zum Spielausgang gegebene Spielverlauf
(auch Partie oder Pfad genannt) mag den Spielern zu keiner Zeit bekannt sein, ausser am
Spielende, wo keiner mehr am Zug ist und ohnehin nur noch die Auszahlungen interessieren.
Die Bedingung (iv) stellt sicher, dass jeder Spieler in I" strategische Alternativen besitzt.

Die Bedingung (iii) soll garantieren, dass ein Informationsbezirk des Spielers i genau
die Kenntnis dieses Spielers iiber den Spielverlauf beschreibt, d.h. der Spieler kann nicht
bestimmte Knoten aus A ausschliessen, in dem er sich seine bisherigen Zige merkt. (iii) wird
daher auch als Forderung nach vollkommener Erinnerung (perfect recall) bezeichnet.

Ly R,

2 DN
R,

e
e
| \ / :

Abbildung 2.2: Ein extensives Zwei-Personenspiel ohne perfekte Erinnerung.

Wir betrachten das Spiel in Abbildung 2.2 (siche BERNINGHAUS ET. AL. [BEG02]),
wobei wir absichtlich auf eine Angabe von Auszahlungen an den Endknoten des Spieles
verzichtet haben, da diese keinen Einfluss auf unsere Erkldrung haben.
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Angenommen Spieler 1 wird dariiber informiert, dass er in seinem Informationsbezirk
15 iiber seinen néchsten Zug zu entscheiden hat. Besitzt Spieler 1 vollkommene Erinnerung,
dann wiifite er, wenn er sich in seinem ersten Knoten z.B. sich fiir L; entschieden hat, dass
er sich jetzt im linken Knoten von 15 befinden muss. Der Informationsbezirk 1, besagt
aber gerade, dass er nicht zwischen den beiden Knoten in 15 unterscheiden kann. Die
Bedingung (7ii) aus Definition 2.4 ist hier verletzt: Es gilt mit A := 1; und B := 15 sicher
P(A) = P(B), aber mit Zugwahl ” R;” (zweiter Sohn) folgt B N No(A) & {0, B}. O

Zum Informationsstand der Spieler wihrend des Spiels kann festgehalten werden: Kein
Spieler wird iiber Ziige anderer Spieler oder iiber Ergebnisse des Zufallszuges informiert.
Ist ein Spieler am Zug, so kennt er nur den Informationsbezirk, indem er sich befindet. Der
Spielbaum gibt ihm iiber seine Zugmoglichkeiten, insbesondere deren Anzahl, Auskunft.

Sind alle Informationsbezirke eines Spieles einelementig, d.h. es gilt |A| = 1 fiir jedes
A € U, so heisst I extensives n-Personenspiel mit vollkommener (perfect) Informati-
on, andernfalls extensives n-Personenspiel mit unvollkommener Information. Weitere
Unterscheidungen zum Beispiel in extensive n-Personen-Spiele mit unvollstéindiger Infor-
mation werden in RIECK [Rie93] behandelt.

2.2.2 Strategische Konzepte und Realisierungs-
wahrscheinlichkeiten

In diesem Abschnitt fiihren wir die strategischen Grundkonzepte fiir (allgemeine) extensive
n-Personenspiele ein und definieren die Ubergangs- und Realisierungswahrscheinlichkeiten
eines Blattes unter einer Strategienkombination.

Definition 2.5.

Es sei T := (I; K; (hi)ier; P;w; U) ein extensives n-Personenspiel. Eine reine Strategie
¢; des Spielersi (i € 1) ist eine Funktion, die jedem Informationsbezirk A € U des Spielers
i (d.h. P(A) = i) genau einen Zug ¢;(A), d.h. eine Wahl zwischen 1 und a(A), zuordnet.
Die Menge der reinen Strategien des Spielers i wird mit ®; und die Menge der reinen
Strategienkombinationen von I' mit ® := X;cr ®; bezeichnet. U

Da der Spielbaum K eine endliche Lénge besitzt, ist auch die Menge der reinen Stra-
tegienkombinationen ® eine endliche Menge, d.h. |®| < oo. Fiir das Spiel in Abbildung 2.2
erhalten wir (1)1 = {(Ll, l), (Ll, T), (LQ, l), (LQ, T)} und (I)Q = {LQ, RQ}

Anschaulich kann eine reine Strategie als ein wvollstindiger Verhaltensplan verstanden
werden, der jedem Spieler 7 vorschreibt, was er in jeder iiberhaupt moglichen Situation
zu tun hat. Dem Begriff der reinen Strategie liegt somit eine sehr strenge Vollstindig-
keitsforderung zugrunde. Dies kann mit Hilfe des Spiels aus Abbildung 2.2 so begriindet
werden: Entscheidet sich Spieler 1 fiir den Zug L; und Spieler 2 fiir den Zug L, so endet
das Spiel im Knoten z;. Angenommen es wiirde ausreichen, die Kombination [Lq, Ly] fiir
strategische Untersuchungen an diesem Spiel zu betrachten. Dann ist nicht definiert, wie
sich Spieler 1 zu verhalten hat, wenn Spieler 2 von seiner Wahl L, auf die Auswahl R,
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abweicht. Gerade aber solche Abweichungsbetrachtungen eines Spielers interessieren uns
bei Gleichgewichtsuntersuchungen.

Analog zu Normalformspielen betrachten wir auch in extensiven Spielen gemischte Stra-
tegien:

Definition 2.6.

FEs sei I := (I; K; (hi)ier; P;w; U) ein extensives n-Personenspiel. Eine gemischte Stra-
tegie ¢; des Spielers i (i € I) ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf der Menge der
reinen Strategien ®; des Spielers i. Spielt Spieler © die gemischte Strategie q;, so wird die
reine Strategie ¢; mit Wahrscheinlichkeit ¢;(¢;) ausgewdhlt. Die Menge Q; ist die Menge
aller gemischten Strategien von Spieler i und @) = X;c;Q; die Menge aller gemischten
Strategienkombinationen von I. O

Eine gemischte Strategie konnen wir als einen Zufallsmechanismus auffassen, der globale,
d.h., sich auf den gesamten Spielbaum beziehende Aktionspldne umfasst. Im Gegensatz
dazu gibt es fiir extensive Spiele ein weiteres Strategienkonzept, das einem Spieler lokal
an jeder seiner Informationmengen eine Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber die ihm zur
Verfiigung stehenden Ziigen zuordnet. Ein solcher Plan wird Verhaltensstrategie genannt.

Definition 2.7.

FEs sei I := (I; K; (h;)ier; P;w; U) ein extensives n-Personenspiel. Eine Verhaltensstra-
tegie b; von Spieler i (i € I) ordnet jedem Informationsbezirk A mit P(A) = i eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung auf der Menge {1,...,a(A)} der Auswahlen zu. Bei Einsatz
von b; wahlt Spieler i die Alternative | mit der Wahrscheinlichkeit b;(A,l). Die Menge aller
Verhaltensstrategien fiir Spieler © wird mit B; bezeichnet. Die Menge B := X;c; B; st die
Menge aller Kombinationen von Verhaltensstrategien. b_; wird in Analogie zu (2.2) und zu
(2.3) definiert. Es ist B_; == X e j+i B;. O

Eine reine Strategie ¢; € ®; fiir Spieler ¢ kann als eine Verhaltensstrategie aufgefasst
werden. Dazu muss sich Spieler ¢ in jedem seiner Informationsbezirke "mit Sicherheit”
fiir eine Alternative entscheiden, also iiber ein Ein-Punkt-Verteilung auf der Menge der
Alternativen.

Allgemein entspricht eine Verhaltensstrategie b; fiir Spieler ¢ den Zufallsziigen des exten-
siven Spiels I'. In gewisser Weise stellt w eine ” Verhaltensstrategie” fiir Spieler 0, den Zufall
dar, denn auch mittels w wird an einem Informationsbezirk fiir 0, der per Konvention nur
einen Knoten enthélt, eine Auswahl mittels der durch w gegebenen Wahrscheinlichkeiten
getroffen.

Eine Verhaltensstrategie b; fiir Spieler ¢ entspricht einer speziellen gemischten Strategie,
denn mit b; wird jede Kombination ¢; von Auswahlen - je eine fiir jeden Informationsbezirk
des Spielers ¢ - also jede reine Strategie ¢;, mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit gew&hlt;
diese ist das Produkt der Einzelwahrscheinlichkeiten: Fiir jede reine Strategie ¢; € ®; ist

qi(¢i) == H bi(A, ¢i(A)) (2.6)

AeU;
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eine gemischte Strategie. Sicher ist ¢;(¢;) > 0, da b;(A,l) > 0 fiir jedes A € U; und
[ € {1,...,a(A)} gilt. Schreiben wir U; := {A4;,..., Ay} (Spieler i hat also k := |Uj|
Informationsbezirke) und (ji, ..., ji) fiir die reine Strategie, die den Zug j, am Informati-
onsbezirk A;, (v € {1,...,k}) auswéhlt, so folgt

> ald) = > Yoo > wlG k)

P €P; jle{lr“va(Ail)} j2€{17"'7a(‘4i2)} ]ke{lv 7a(Alk)}
> S Y I
jle{lr“va(Ail)} j2€{17"'7a(‘4i2)} ]ke{lv 70'( lk:)} v=1
k—1
= Z Z (H bi(Ail/;]V Z b zka]k
j1e{1,....,a(Ai1)} Jr—1€{1,..,a(Ak_1)} v=1 ]kE( ik)

s

~”

=1

j1€{1,...,a(Ai1)}
Somit ist ¢; eine gemischte Strategie. Zusammenfassend erhalten wir ®; C B; C Q);.

Zur Beschreibung einer Verhaltensstrategie sind in der Regel wesentlich weniger Anga-
ben notig als fiir ein gemischte Strategie. Angenommen, Spieler i hat k& := |U;| Informa-
tionsbezirke, und an jedem Informationsbezirk A die Anzahl a(A) an Auswahlen von der
GroBenordnung b, wobei b ein Hochst-, Mindest- oder irgendwie gewéhlter Mittelwert fiir
die Zahlen a(A), A € U; sei. Dann glbt es [[4ep, a(A), von der Gréfenordnung bF reine
Strategien. Eine gemischte Strategie muss jeder dieser reinen Strategien eine Wahrschein-
lichkeit zuordnen, und nur eine dieser Wahrscheinlichkeiten ergibt sich als Differenz der
Summe der anderen zu 1. Eine gemischte Strategie erfordert also zu ihrer Beschreibung
etwa b¥, genauer [1acy, a(A) — 1 nicht-negative reelle Zahlen mit Summe kleiner oder
gleich 1. Fiir eine Verhaltensstrategie sind dagegen nur a(A) — 1 solche Angaben in einem
Informationsbezirk A erforderlich, zusammen also ) ,.;; (a(A) — 1), eine Zahl, die stets
geringer ist als die der gemischten Strategie, aber auch von ihrer Groflenordnung, némlich
k-b, wesentlich geringer als b*, vor allem fiir grofies k. Vom Beschreibungsaufwand her sind
Verhaltensstrategien also sehr wiinschenswert.

Fiir extensive Spiele I" mit der vorausgesetzen vollkommenen Erinnerung sind gemischte
Strategien und Verhaltensstrategien in dem Sinne gleichwertig, dass sie die gleichen zu
erwartenden Auszahlungen generieren. Bevor wir jedoch dieses Resultat, ein Spezialfall
eines Satzes von KUHN, prézisieren und formulieren kénnen, definieren wir die Begriffe
der Ubergangs- und Realisierungswahrscheinlichkeit. Wir orientieren uns dabei an dem
Vorgehen in RAUHAUT ET. AL. [RSZ79].

Es sei I' := (I; K; (hi)ier; P;w; U) ein extensives n-Personenspiel und (zg,z1, ..., z;)
(t>1) ein Pfad von der Wurzel ¢ des Spielbaumes zum Knoten x;. Wir wollen uns den
Wert der Ubergangswahrscheinlichkeit von z,, nach ., fiir fest gewéhltes v € {0,...,t—1}
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tiberlegen. Dazu nehmen wir an, dass in Knoten z, der Spieler i := P(x,) am Zug ist.
Es gibt genau einen Informationsbezirk von Spieler i mit x, € A(x,) € U;. Da z, der
Vorgingerknoten von x, ist, gibt es genau eine Alternative ¢(x,41) € {1,...,a(A(z,))},

so dass das Spiel von x, nach z,.; {ibergeht. Fiir einen Knoten y € K gilt also [ = ¢(y)
genau dann, wenn y [-ter Sohn seines Vaters ist.

Setzt Spieler ¢ die Verhaltenstrategie b; € B; ein, so geht die Partie des Spiels mit
Wahrscheinlichkeit

bz(A(xu)a C(xl/+1))

von z, nach x,,, iiber. Setzt dieser Spieler eine gemischte Strategie ¢; € (); ein, so ist die
Situation komplizierter. Wir betrachten die Menge aller reinen Strategien des Spielers 1,
die in den Knoten z, (¢ < v) in denen der Spieler i am Zug ist, so entscheidet, dass die
Partie nach x4, iibergeht:

Ri(zy11) == {¢; € &, : fiir alle j € {0,...,v} mit P(x;) =i gilt ¢;(A(z;)) = c(z;41)}.
Gilt fiir alle Knoten x,, mit n < v stets P(z,) # i, so geht die Partie mit Wahrscheinlichkeit
Z qi(#:)

$i€ER;(Ty+1)
von x, nach z,.; iiber. Andernfalls mit der (bedingten) Wahrscheinlichkeit

> ale)

i €R; (Tyy1)

Z qi(9i)

$i€Ri (Tpt1)

falls In<v:P(z,) =i,p=max{n <v:P(z,) =i}

und Z qi(#:) > 0.

i €R;i(Tpt1)

Ist dagegen »_, Ri(zps1) ¢i(¢;) = 0, so kann diese Ubergangswahrscheinlichkeit beliebig

angesetzt werden. Ist in z, der Zufall am Zug, so ist die Ubergangswahrscheinlichkeit
durch w(zx,, z,,1) gegeben, wobei w(x,, z,,1) die Wahrscheinlichkeit angibt, das der Zufall
in z, genau den Zug auswéhlt, der zum Sohn z,,, von z, fiihrt.

Diese Bemerkungen motivieren folgende

Definition 2.8.

Es sei U := (I; K; (h;)ier; P;w; U) ein extensives n-Personenspiel, (xg, 1, ..., x;) der Pfad
von der Wurzel o des Spielbaumes zum Knoten xy und s := (s1,...,8,) € X', (Q; U B;)
eine Strategienkombination. Dann heisst fir jedes v € {0,...,t — 1}

e im Fall P(x,) =i und s; = b; € B;

ws(xu+1 |xu) = bz(A(xV)7 C(ZUV+1))
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e im Fall P(x,) =i und s; = ¢; € Q;

( Z ¢i(9i) falls Y np<wv:P(z,) #1i,
$i€ER;i(Tv41)
> ailen)
$i€R;(Tu41) falls An<uv: P(:Un) =i,
> il
ws(zyp1 | zy) = % Gi€Ri(Tps1)
p=max{n <v:P(x,) =i}
und > alé) >0,
i €R;i(Tp+1)
beliebig falls Z q(p;) =0,
. GiERi (Tpur1)

e im Fall P(x,) =0
ws(xu—i—l |1'1/) = ’UJ(IL'V, xu-i—l)

s-ﬂ'bergangswahrscheinlichkeit von x, nach x,,, und

r(s,xy) == 1:[ ws(xy41 | 2y) (2.7)

die Realisierungswahrscheinlichkeit von z, unter s. OJ

Die Realisierungswahrscheinlichkeit des Knotens x; unter der Strategienkombination s
gibt also die Wahrscheinlichkeit an, mit der die Partie beim Einsatz der Strategienkombi-
nation s in den Knoten z; gelangt. Diese Wahrscheinlichkeit ist gerade das Produkt der
entsprechenden bedingten Wahrscheinlichkeiten ws(x, 41 |z,) (v € {0,...,t —1}).

Es kann gezeigt werden (siche RAUHUT ET. AL. [RSZ79)]), dass die Namen Ubergangs-
wahrscheinlichkeit bzw. Realisierungswahrscheinlichkeit fiir wg(z,41|2,) bzw. r(s,z;) ge-
rechtfertig sind. Es gilt ndmlich fiir jedes s = (s1,...,5,) € X2, (Q; U By)

a(A(zy))
Z ws(S(xy,l)|z,) =1 und Z r(s,x)=1.
=1 TEX

Mit Definition 2.8 kénnen wir die zu erwartenden Auszahlungen in extensiven Spielen
definieren:
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Definition 2.9.
Es sei T := (I; K; (hi)ier; P;w; U) ein extensives n-Personenspiel und s = (sq1,...,8,) €
X, (Q; U B;) eine Strategienkombination. Dann heisst fir jeden Spieleri (i € I)

Hi(s) =Y _ r(s,z) - hi(z) (2.8)

zeE

die zu erwartende Auszahlung an Spieler i. H;(s) wird im Falle d; > 2 auch Auszahlungs-
vektor fir Spieler i genannt. O

Bei der Definition (2.8) von H;(s) werden also die Auszahlungen bzw. Auszahlungsvek-
toren an den Endknoten des Baumes noch mit den zugehoérigen Realisierungswahrschein-
lichkeiten gewichtet und addiert. Nach Definition 2.9 ist nun insbesondere H;(¢) fiir jedes
¢ € @, Hi(q) fiir jedes g € @ und H;(b) fiir jedes b € B definiert.

Das zu einem extensiven Spiel gehdrende Normalformspiel wird wie folgt eingefiihrt:

Definition 2.10.
FEs sei T := (I; K; (hi)ier; P;w; U) ein extensives n-Personenspiel mit den reinen Strate-
gienmengen ®; (i € I). Fir jede reine Strategienkombination ¢ € ® definieren wir mit
(2.8) )

hi(¢) :== Hi(¢)

und fir jede gemischte Strategienkombination q¢ € )
Hi(q) := Hi(q).

Das (endliche) Normalformspiel N'(T) := (I; (®;)icr; (hi)icr) heisst die Normalformdar-
stellung von I". Die gemischte Erweiterung davon wird mit [N () [* := (I; (Q;)icr; (H;)icr)
bezeichnet. O

In Definition 2.10 wird die gemischte Erweiterung von A(T') und insbesondere die Aus-
zahlungen H; mit Hilfe von (2.8) definiert. Ein anderer Weg bestiinde darin, die gemischte
Erweiterung (I; (Q:)ier; (H;)ier) von N(T') zu betrachten. Dann erhielte man gemiiss Defi-

nition 2.3 _
Hi(q) = a(¢) hi(9).
pcd
In RAUHUT ET. AL. [RSZ79] wird gezeigt, dass fiir alle Spieler 7 (i € I) und alle Strate-
gienkombinationen ¢ € Q gilt: H;(¢) = H;(q). Damit kann H; als eine Fortsetzung von Q
auf X7, (Q; U B;) interpretiert werden.

2.2.3 Ein Spezialfall des Satzes von Kuhn

Wie wir bereits erwidhnt haben, sind in extensiven Spielen mit der vorausgesetzen vollkom-
menen Erinnerung gemischte Strategien und Verhaltensstrategien in dem Sinne gleichwer-
tig, dass sie die gleichen zu erwartenden Auszahlungen generieren. Diese spezielle Aussage
eines Satzes von KUHN stellen wir jetzt vor.
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Zunéchst fithren wir die Begriffe der Realisierungs- und Auszahlungsiquivalenz ein:

Definition 2.11.

Es sei T := (I; K; (hy)ier; P;w; U) ein extensives n-Personenspiel. Zwei Strategien s;, s, €
Q; U B; fiir Spieler i (i € I) heissen realisationsiquivalent, wenn fiir alle Strategien-
kombinationen s_; € X3_, ;,; (Q; U Bj) und fiir alle Knoten x € K gilt

P((S1y vy Sio1y SiySitty -y 8n) @) =T((S1,- -y 8i 1,85 Sit1y---s5n),T) - (2.9)

s; und s, heissen auszahlungsiquivalent, wenn fir alle Strategienkombinationen s_; €
x7_) j2i (Q; U Bj) und fiir alle Spieler j € I gilt

H;((si,5-4)) = Hj((s},5-4)) - O

Aus (2.8) folgt mit (2.9), dass realisationsiiquivalente Strategien stets auch auszah-
lungséquivalent sind.

Der in dieser Arbeit interessierende Spezialfall des Satzes von KUHN [Kuh53] lautet:

Satz 2.12.
FEs sei I := (I; K; (hi)ier; P;w; U) ein extensives n-Personenspiel. Dann gilt fir alle Stra-
tegienkombinationen s := (sq,...,8,) € X", (Q; U B;) und alle Spieler i (i € I):

1. Ist s; = q; € Q;, so existiert eine Verhaltensstrategie b; € B; mit

7((S1y -5 8i-1,0i, Sitts s 8n), ) =7((S1,- -+, Sic1, G Sit1y- -+, 5n),2) Vo € E.
2. Ist s; = b; € B;, so exmistiert eine gemischte Strategie q; € QQ; mit

T((S1y vy Sio1y iy Sitty---sSn)s @) =1((S1,. .+, Si 1,04, Sig1y- -y 8n),2) Vo € E.

Der Beweis dieses Satzes wird in RAUHUT ET. AL. [RSZ79] gefiihrt. O

Wegen der Bedeutung von Satz 2.12 betonen wir nochmals dessen Aussage: zu jeder
gemischten Strategie ¢; € Q; existiert unabhingig davon, was die Spieler j (j # ¢) wéhlen,
eine realisationsdquivalente Verhaltensstrategie b; € B; und umgekehrt.

Auf folgende Uberlegungen werden wir oft zuriickgreifen:

Es sei eine Strategienkombination s := (s1,...,s,) € X", (Q; U B;) und ein Spieler i
(1 € T) fest gewéhlt. Im Falle s; = ¢; € Q; existiert nach der ersten Aussage von Satz 2.12
eine Verhaltensstrategie b; = b;(¢;) € B; mit

r((S1y .-y 8io1,0i(Q), Sivts vy Sn)s @) =1((S1,+ vy Si1yGis Sit1y -+ Sn), T)

fiir alle Endknoten = € E. Zu dieser Verhaltensstrategie b;(g;) existiert nach der zweiten
Aussage von Satz 2.12 eine gemischte Strategie ¢; = ¢;(b;(¢;)) € @Q; mit

7”((81, ceey 8i—1,§i(bi((h)), Sitlyeees Sn),x) = 7“((31, ceey 8i—1,bi(fh), Sid1y ey Sn)aﬂﬁ)
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fiir alle Endknoten x € E. Beide Gleichungen ergeben fiir alle Strategienkombinationen
S_i € Xjerj+i (Q; U Bj) ausser fiir Spieler ¢ und fiir alle Endknoten z € E

r((S1y. -y 8io1, G (0i(Gi), Sixc1y -y Sn), @) =1((S1,y -y Si1yQis Sit1y -+ 5n), L),

d.h. die Realisierungswahrscheinlichkeit eines jeden Endknotens ist unter der Strategien-
kombination (g;,s ;) diesselbe wie unter der Strategienkombination (§;(b;(¢;)),s_;), wobei
i (bi(¢;)) aus der Transformation ¢; — b;(¢;) — ;(bi(¢;)) hervorgegangen ist.

Es sei wiederum eine Strategienkombination s := (s1,...,,) € X, (Q; U B;) und ein
Spieler i (i € I) fest gewihlt. Im Falle s; = b; € @); existiert nach der zweiten Aussage von
Satz 2.12 eine gemischte Strategie ¢; = ¢;(b;) € Q; mit

7"((81, ) Si—laqi(bi)a Sitly e Sn),l') = T((Sla ceey Si—labia Sitly e Sn),fL')

fiir alle Endknoten x € E. Dieses ¢;(b;) kann auch konstruktiv mittels Formel (2.6) ange-
geben werden. Zu dieser gemischten Strategie ¢;(b;) existiert nach der ersten Aussage von
Satz 2.12 eine Verhaltensstrategie b; = b;(¢;(b;)) € B; mit

r((S1y. -y 8io1,0i(qi(0:)), Siv1s -y Sn)y @) =7((S1, .y Si1,Gi(bi)y Siz1y -+ Sn), T)

fiir alle Endknoten x € E. Beide Gleichungen ergeben fiir alle Strategienkombinationen
S_i € Xjerj=i (Q; U Bj) ausser fiir Spieler ¢ und fiir alle Endknoten = € E

7”((81, <oy Si1, bi(Qi(bi))a Sitly -0y Sn),l") = 7“((517 ey Sic1, by i, - - Sn),l") )

d.h. die Realisierungswahrscheinlichkeit eines jeden Endknotens ist unter der Strategien-

kombination (b;, s ;) diesselbe wie unter der Strategienkombination (b;(¢;(b;)), s i), wobei
bi(gi(b;)) aus der Transformation b; — ¢;(b;) — b;(g;(b;)) hervorgegangen ist.

Beispiel

An einem Beipspiel zeigen wir, das die Forderung nach vollkommener Erinnerung in
unseren extensiven Spielen fiir die Aussagen des Satzes 2.12 nicht weggelassen werden
kann. Dazu betrachten wir das extensive Spiel in Abbildung 2.2. Wir zeigen, dass es fiir
die gemischte Strategie ¢; des Spielers 1 mit

¢ ((L1,1)) =1 @ ((L1,7)) =0, q((Ry,1)):=0 und ¢ ((Ry,r)) ;:%

2 Y
sowie die Verhaltensstrategie (oder gemischte Strategie) by des Spielers 2 mit
b2(2, LQ) =1- p und b2(2, Rg) =p, pEc (0, ].)

keine realisationsdquivalente Verhaltensstrategie b; mit

bl(ll,Ll) = bL1 y bl(]-laRl) =1 bL1 s bl(]_g,l) = bl llIld bl(]_g,?“) =1 bl
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und br,,b; € [0,1] des Spielers 1 geben kann. Dazu betrachten wir die von (g, b2) und
(by,by) iiber den Endknoten zi,...,zs erzeugte Verteilung. Dieses sind in Abbildung 2.3
abgetragen, wobei in Zeile 2 die Verteilung zu (gi,b2) und in Zeile 3 die Verteilung zu
(b1, by) steht.

Angenommen, es wiirde eine zu ¢; realisationsidquivalente Verhaltensstrategie b, existie-
ren. Dann miisste fiir jedes 2y, . .., 25 durch eine spezielle Wahl von by, und b; die zweite und
dritte Zeile der Tabelle identisch sein. Aus Spalte 1 folgt wegen p € (0, 1), dass by, = 1/2
sein muss. Spalte 2 impliziert nun b; = 1. Damit stimmen aber die Zeilen 2 und 3 weder in
Spalte z4 noch in der Spalte z5 iiberein. Also existiert fiir alle by (p € (0, 1) vorausgesetzt)
keine zu ¢, realisationsiquivalente Verhaltensstrategie b;. Fiir Spieler 1 ist in diesem Spiel

die Bedingung der perfekten Erinnerung verletzt. O
21 22 23 24 25 26
1 1 1 1
3 (1-p) 7P 0 0 7 (1—p) 3P
bLl (l—p) bLlpbl bLlp(l_bl) (1_bL1)(1_p)bl (l_bLl)(l_p) (l_bl) (l_bLl)p

Abbildung 2.3: Verteilung iiber den Endknoten des Spiels aus Abbildung 2.2.

Aus Satz 2.12 folgt nun

Satz 2.13.
FEs sei I := (I; K; (hi)ier; P;w; U) ein extensives n-Personenspiel. Dann gilt fir alle Stra-
tegienkombinationen s := (sq,...,8,) € X", (Q; U B;) und alle Spieler i (i € I):

1. Ist s; = q; € Q;, so existiert eine Verhaltensstrategie b; € B; mit
Hj((51,. .., 8i—1,bis Sig1, -+, 80)) = Hi((81,. -, Si—1,Gis Sig15- - - Sn))
fiir alle Spieler j € I.

2. Ist s; = b; € B;, so exmistiert eine gemischte Strategie q; € QQ; mit

Hj((sla < Si—1, iy Sit1s - - -;Sn)) = Hj((sla .- '78i—17bi78i+17 .- '7Sn))
fiir alle Spieler j € I. O

Der Beweis folgt aus Satz 2.12, da realisationsiquivalente Strategien auch auszah-
lungsiquivalent sind. Der von KUHN in [Kuh53| bewiesene Satz zeigt, dass die Bedingung
(i1i) aus Definition 2.4 fiir die Existenz realisierungsiquivalenter Strategien sowohl hinrei-
chend als auch notwendig ist (abgesehen von einigen Trivialfillen). Wir verwenden in dieser
Arbeit nur die "hinreichende” Schlussrichtung aus Satz 2.12 bzw. Satz 2.13.



Kapitel 3

Normalformspiele mit reellwertigen
Auszahlungen

In diesem Kapitel werden die wichtigsten Ergebnisse aus der Theorie der Normalform-
spiele mit reellwertigen Auszahlungen zusammengefasst, insbesondere wird mit dem Nash-
Gleichgewicht das zentrale Losungskonzept fiir nicht-kooperative Spiele eingefiihrt. Ein
Schwerpunkt liegt dabei auf den Aussagen, die wir in den folgenden Kapiteln bei Beweisen
verwenden werden. Ein anderer Schwerpunkt bezieht sich auf die Ergebnisse, fiir die es in
Spielen mit vektorwertigen Auszahlungen keine analogen Resultate gibt.

Die Darstellung in diesem Kapitel orientiert sich an AVENHAUS [Ave99], VAN DAMME
[vD87], MYERSON [Mye91] und BERNINHAUS ET. AL. [BEG02].

3.1 Das Nash-Gleichgewicht

Was verstehen wir unter der ,Losung® eines Normalformspieles? Dazu fithren wir zuerst das
Gleichgewichts-Konzept von Nash [Nas51] ein: Ein Nash-Gleichgewicht ist eine Strategien-
kombination, bei der kein Spieler durch einseitiges Abweichen seine Auszahlung verbessern
kann. Das fiihrt zur

Definition 3.1.

Es sei N* := (I;(Qy)ier; (Hy)ier) die gemischte Erweiterung des endlichen n-Personen-
Normalformspiels mit reellwertigen Auszahlungen N := (I; (®;)icr; (hi)icr)-

1. FEine Strategienkombination q* := (¢}, ...,q:) € Q ist genau dann ein Nash-Gleichge-
wicht von N*, wenn fiir alle Spieler i (i € I) und alle gemischten Strategien q; € Q; gilt

Hi((q7,---,q,)) > Hi((g:,q7;)) - (3.1)

2. Fine Strategienkombination ¢* := (47, ..., ¢L) € ® ist genau dann ein Nash-Gleichge-
wicht von N, wenn fiir alle Spieler i (i € I) und alle reinen Strategien ¢; € ®; gilt

21
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Fiir jeden Spieler i (i € I) und jede Strategienkombination ¢_; € @Q_; fiir die anderen
Spieler definiert man

BRi(q-i) :=={¢ € Qi : Hi((¢:,q-:)) > Hi((¢i,q-4)) fiir alle ¢; € Q;} (3.2)

als die Menge der besten Antworten von Spieler ¢ auf ¢_;. Dann gilt mit Definition 3.1:
Eine Strategienkombination ¢* = (¢, ..., ;) € @ ist genau dann ein Nash-Gleichgewicht
von N*, wenn alle Strategien ¢ aus ¢* wechselseitig beste Antworten sind, d.h. wenn fiir
alle Spieler 4 (i € I) gilt: ¢f € BR;(¢*;).

Kehren wir nun zur eingangs gestellten Frage zuriick und fordern im Einklang mit der
Theorie, dass die Losung eines Spieles immer ein Nash-Gleichgewicht sein muss. Warum
ist dies aber so? Myerson [Mye91] argumentiert wie folgt:

St is] not directly arqued that intelligent rational players must use
equilibrium strategies in a game. When asked why players in a game
should behave as in some Nash equilibrium, my favorite response is
to ask ,Why not?“ and to let the challenger specify what he thinks
the players should do. If this specification is not an equilibrium,
then we can show that it would destroy its own validity if the players
believed it to be an accurate description of each other’s behavior.

Eine axiomatische Rechtfertigung von Nash-Gleichgewichten wird zum Beispiel in BER-
NINGHAUS ET. AL. [BEG02]| behandelt.

Fiir ein Nash-Gleichgewicht ¢* € ® in reinen Strategien muss nach Definition 3.1 unter-
schieden werden, ob ¢* als Nash-Gleichgewicht von N'* oder ¢* als Nash-Gleichgewicht von
N aufgefasst werden soll. Diese Trennung haben wir hier eingefiihrt, um spiter Unterschie-
de zu Pareto-Gleichgewichten aufzeigen zu konnen. Fiir die in diesem Kapitel betrachteten
Normalformspiele sind jedoch beide Definition dquivalent. Um das zu sehen formulieren
wir zunéchst

Lemma 3.2.

Es sei N* := (I;(Q)ier; (H;)icr) die gemischte Erweiterung des endlichen n-Personen-
Normalformspiels mit reellwertigen Auszahlungen N := (I; (®;)icr; (hi)ier). Die Strate-
gienkombination ¢* = (¢f,...,q:) € Q ist genau dann ein Nash-Gleichgewicht von N*,
wenn fir alle Spieler i (i € I) und alle reinen Strategien ¢; € ®; gilt

Beweis.

7=": Ist die Strategienkombination ¢* ein Nash-Gleichgewicht von N*, so ist die Un-
gleichung (3.1) fiir alle ¢; € @;, also insbesondere auch fiir alle reinen Strategien ¢; € ®;
erfiillt. Damit gilt (3.3) fiir alle ¢; € ®; und alle Spieler ¢ (i € I).

?«<=": Fiir jeden Spieler i (i € I) und alle Strategien ¢; € Q; folgt aus (3.3) fiir alle ¢; € ®;

qi(o:) Hi((q3, - - a3)) > qi(di) Hi((di,07;))
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und folglich mit (2.4)

Hi(gh, - a0) = D @) Hil(g) - a) > > ailds) Hil(di,4%5)) = Hil(430"3)

i €P; $i€P;
Somit ist die Strategienkombination ¢* ein Nash-Gleichgewicht von AN*. O

Da fiir alle Spieler i (i € I) und alle reinen Strategienkombinationen ¢ € @ stets
H;(¢) = hi(¢) gilt, folgt mit Lemma 3.2, dass die Strategienkombination ¢* € ® genau
dann ein Nash-Gleichgewicht von N* ist, wenn die Strategienkombination ¢* ein Nash-
Gleichgewicht von N ist. Wie wir im sechsten Kapitel sehen werden, ist eine analoge
Aussage fiir Normalformspiele mit vektorwertigen Auszahlungen im allgemeinen nicht mehr
richtig.

Lemma 3.2 kann insbesondere zum Nachweis, ob eine Strategienkombination ¢* € @)
ein Nash-Gleichgewicht ist, herangezogen werden. Ein Hilfsmittel zur Bestimmung von
Nash-Gleichgewichten liefert folgendes

Lemma 3.3.

Es sei N* := (I;(Q:)ier; (H;)icr) die gemischte Erweiterung des endlichen n-Personen-

Normalformspiels mit reellwertigen Auszahlungen N = (I; (®;)icr; (hi)ier). Dann gilt fiir

jeden Spieler i (i € I) und jede Strategienkombination q_; € Q_; fiir die anderen Spieler
H}[q-;] = max H;((¢i; ¢-i)) = max H;((¢i,q-i)) -

¢ €Q; $i€P;
Fiir alle q_; € Q_; sind die folgenden Aussagen dquivalent:
o Hi((gi,q-¢)) = H[q-:],
e fir alle ¢; € ®; mit q;(p;) > 0 gilt: H;((¢i,q-4)) = Hf[q i].
Der Beweis von Lemma 3.3 wird in AVENHAUS [Ave99] gefiihrt. O

Die Bedeutung von Lemma 3.3 fiir die Bestimmung von Nash-Gleichgewichten zeigt
das folgende Beispiel. Wir betrachten das Drei-Personen-Normalformspiel in Abbildung 3.1.
Dabei ist die Spielermenge I = {1, 2,3} und die Menge der reinen Strategien ®; = {1, 2} fiir
jedes i (i € {1,2,3}). In der linken Matrix von Abbildung 3.1 sind alle Auszahlungen fiir die
reinen Strategienkombinationen mit ¢3 = 1 und in der rechten Matrix alle Auszahlungen fiir
die reinen Strategienkombinationen mit ¢35 = 2 abgetragen. In einem Feld gehort dabei der
Eintrag links unten zu Spieler 1, der Eintrag in der Mitte zu Spieler 2 und der Eintrag rechts
oben zu Spieler 3. Als Aufgabe wollen wir ein vollstdndig gemischtes Nash-Gleichgewicht
des Spiels bestimmen, d.h. eine Strategienkombination ¢* = (¢}, ¢5, ¢5) € Q mit C(q}) = @,
fir alle @ (7 € {1,2,3}).

Da |®;| = 2 fiir jeden Spieler ¢ (i € {1,2,3}) gilt, konnen mit den reellen Zahlen
x,y,z € [0,1] die jeweiligen gemischten Strategien geschrieben werden als

¢ =@1-2)" @=l-y" uwd ¢g=(21-2".
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2 2
1 1 2 1 1 2
0 0 2 0
1 0 2 1 0 0
0 0 0 1
0 1 0 0
2 0 0 2 1 0
2 0 0 0

Abbildung 3.1: Ein Drei-Personen-Normalformspiel.

Damit erhalten wir fiir eine Strategienkombination ¢ = (¢1, ¢2, ¢3) € @ die zu erwartenden
Auszahlungen

Hi(g)=2(1-z)yz+a(l-y)(l-2)

Hy(q) =2z(1-y)z+(1—-2)y(l-2)

Hiy(q) =2zy(1-2)+(1—-=)(1—-y)=z.
Angenommen es existiert ein vollstéindiges gemischtes Nash-Gleichgewicht (g7, ¢3, ¢5). Dann
folgt mit der zweiten Aussage von Lemma 3.3, dass fiir jeden Spieler i (i € {1,2,3}) die

Gleichung H;((1,q*;)) = Hi((2,q*;)) erfiillt sein muss, d.h. (¢}, ¢, ¢3) 16st das nichtlineare
Gleichungssystem

2y 2 =(1—-y")(1—2"), 22"2"=(1—-2")(1-2"), 22"y"=(1—-2")(1—y").

Als Losungen erhilt man o3 = yf = 2f = /2 — 1 und o} = y3 = 25 = —v/2 — 1, wobei hier
nur die erste Losung in Betracht kommt. Die Gleichgewichtsauszahlung betrigt fiir jeden
Spieler H;(q*) = 6 — 4/2.

An diesem Spiel ist das Phinomen zu beobachten, dass wegen

41 — 4y — 43 — 2_\/§

beide Komponenten der Nash-Gleichgewichtsstrategie irrationale Zahlen sind, obwohl fiir
alle Spieler i (i € {1,2,3}) und alle Strategienkombinationen ¢ € ® gilt: H;(¢) € Q.
Dieses Phenomen kann bei Bimatrixspielen mit Auszahlungen aus Q nicht auftreten, da
nach Lemma 3.3 zur Bestimmung von Nash-Gleichgewichten in solchen Spielen nur lineare
Gleichungssysteme gelost werden miissen.

Es soll noch erwihnt werden, dass das obige Spiel die Strategienkombinationen (1,2, 1),
(2,1,1), (1,1,2), (2,2,1), (1,2,2) und (2,1, 2) als Nash-Gleichgewichte in reinen Strategien
besitzt. O

Die Existenz eines Nash-Gleichgewichtes in N'* liefert der Satz von NASH [Nas51]:
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Satz 3.4.

Es sei N* := (I;(Qy)ier; (Hy)ier) die gemischte Erweiterung des endlichen n-Personen-
Normalformspiels mit reellwertigen Auszahlungen N := (I; (®;)ier; (hi)ier). Dann ezistiert
mindestens ein Nash-Gleichgewicht in N'*. O

Der Beweis dieses Satzes wird mit Hilfe des Browerschen Fixpunktsatzes gefiihrt (siehe
[Nas51]). Dort wird auch gezeigt, dass die Menge der Nash-Gleichgewichte eine abgeschlos-
senen Menge in () ist.

In Bimatrixspielen kann nach CANTY [Can99] und AVENHAUS UND CANTY [AC95] die
Ermittlung aller Nash-Gleichgewichte auf das Losen eines linearen Komplementaritétspro-
blems zuriickgefiihrt werden. Fiir die Bestimmung eines Gleichgewichtes kann der Algo-
rithmus von LEMKE UND HOwsoON [LH64] verwendet werden.

Fiir n-Personen-Normalformspiele (n > 3) ist die Situation komplizierter. Wir ha-
ben bereits im Drei-Personen-Normalformspiel aus Abbildung 3.1 gesehen, dass zur Er-
mittlung eines vollstindig gemischten Nash-Gleichgewichtes ein nichtlineares Gleichungs-
system gelost werden musste. Fiir beliebige n-Personen-Normalformspiele (n > 3) kann
der Algorithmus von SCARF UND HANSEN [Sca67], [Han74] zur Bestimmung von Nash-
Gleichgewichten verwendet werden. Ein Ansatz von BUBELIS [Bub79] zeigt, dass jedes n-
Personen-Normalformspiel (n > 4) auf ein Drei-Personen-Normalformspiel zuriickgefiihrt
und damit im Prinzip gel6st werden kann.

Wir befassen uns in dieser Arbeit nicht mit numerischen Aspekten der Gleichgewichts-
bestimmung, da insbesondere die Spiele im siebenten Kapitel Gleichgewichte in reinen
Strategien besitzen werden. Diese kdnnen relativ leicht bestimmt werden.

Fiir einen spéteren Vergleich formulieren wir ohne Beweis eine Aussage iiber die Anzahl
der Nash-Gleichgewichte in einem Bimatrixspiel. C'(g;) bezeichnet dabei wieder den Triger
der gemischten Strategie ¢; € ;. Nach STENGEL [vS02] definieren wir

Definition 3.5.

Es sei N* := ({1,2}, (Q1,Q2), (H1, Hy)) die gemischten Erweiterung des Bimatrizspiels
N = ({1,2}, (P41, ®2), (h1, he)). Das Spiel N* heisst genau dann nichtdegeneriert, wenn
es fir jede gemischte Strategie q; € Q1 hdchstens |C(q1)| reine beste Antworten von Spie-
ler 2 auf q1 gibt, und fir jede gemischte Strategie g3 € Q2 hichstens |C(q2)| reine beste
Antworten von Spieler 1 auf qo gibt. U

Damit erhalten wir

Satz 3.6.

Es sei N* := ({1,2}, (@1, Q2), (Hy, Hy)) die gemischten Erweiterung des Bimatrizspiels
N = ({1,2}, (®1, Ds), (hy, h2)). Dann gilt: Jedes nichtdegenerierte Bimatrizspiel N* besitzt
eine ungerade Anzahl an Nash-Gleichgewichten.

Der Beweis hierfiir wird in ROSENMULLER [Ros81] erbracht. O
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3.2 Perfekte Gleichgewichte

Besitzt ein endliches n-Personen-Normalformspiel mit reellwertigen Auszahlungen mehr als
ein Nash-Gleichgewicht, so kann nicht von "der” Losung des Spieles gesprochen werden. Da
die Eindeutigkeit eines Nash-Gleichgewichtes jedoch eine wiinschenswerte Eigenschaft von
Spielen ist, wurden Auswahlkonzepte entwickelt, die die Anzahl von Nash-Gleichgewichten
vermindern sollen. Fiir Bimatrixspiele mit je zwei reinen Strategien fiir jeden Spieler wird
das Konzept der Auszahlungsdominanzund der Risikodominanzin AVENHAUS [Ave99] und
GUTH [Giit99] diskutiert.

In diesem Abschnitt stellen wir das von SELTEN [Sel75] entwickelte Auswahlkonzept
des perfekten Gleichgewichtes vor und beginnen mit einer intuitiven Erlduterung.

Beispiel
Wir betrachten das Bimatrixspiel in Abbildung 3.2.

2
1 1 2
1 100 100
0 0
~10 40
2
~10 40

Abbildung 3.2: Ein Bimatrixspiel.

Mit Hilfe von Lemma 3.2 und den eingezeichneten Abweichungspfeilen kann gezeigt
werden, dass die Paare (1,1) und (2,2) die Nash-Gleichgewichte in reinen Strategien und
(([1]), (lgy)) mit y* € [4/5,1) die Nash-Gleichgewichte des Spieles in gemischten Strategien
sind.

Gehen wir zunéchst von dem Nash-Gleichgewicht (1,1) aus und nehmen an, Spieler 1
spielt mit kleiner, aber positiver Wahrscheinlichkeit € (¢ > 0) seine reine Strategie 2, d.h.
Spieler 1 zittert beim Spielen von (j). Mit ¢} := (1 — €, €)” erhalten wir fiir alle € € (0,1]

Hy((¢),1)) = 100 — 110 € < Hs((¢},2)) = 100 — 60 .

Spieler 2 wird also von seiner reinen Strategie 1 abweichen, wenn Spieler 1 mit noch so
kleiner Wahrscheinlichkeit seine reine Strategie 2 spielt. Dieses Nash-Gleichgewicht ist nicht
stabil gegeniiber einem Zittern von Spieler 1.
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Betrachten wir das Nash-Gleichgewicht (2,2). Wir zeigen, dass dieses Gleichgewicht
robust gegeniiber kleinen Stérungen beider Spieler ist. Nehmen wir an Spieler 2 wihlt mit
Wabhrscheinlichkeit ¢ (6 € (0, 1]) seine reine Strategie 1, d.h. Spieler 1 wird mit der Strategie
¢, := (6,1 — &)™ konfrontiert. Dann erhalten wir fiir alle § € (0,4/5)

Hi((1,¢)) =0 < Hy((2,g))) = 40 — 50

Andererseits wird Spieler 2 mit der Strategie ¢} := (¢, 1 — ¢)T des Spielers 1 konfrontiert.
Wir erhalten fiir alle € € (0,1)

Hy((q1,1)) = =10+ 110 € < H»((g1,2)) =40+ 60¢.

Beide Ungleichungen zeigen, dass fiir beliebig kleine Storungen beider Spieler folgendes
gilt: die reine Strategie 2 des Spielers 1 ist beste Antwort auf alle ¢4 und die reine Strategie
2 des Spielers 2 ist beste Antwort auf alle ¢]. O

Dieses Beispiel fiihrt uns zu einer (zu mehreren anderen dquivalenten) Definition eines
perfekten Gleichgewichtes:

Definition 3.7.

Es sei N* := (I;(Q:)ier; (H;)icr) die gemischte Erweiterung des endlichen n-Personen-
Normalformspiels mit reellwertigen Auszahlungen N := (I; (®;)icr; (hi)ier). Eine Strate-
gienkombination ¢* = (¢, ...,q%) € Q ist genau dann ein perfektes Gleichgewicht von

N*, wenn eine Folge (q%k), e q,(zk)) € Q existiert, so dass fir alle Spieleri (i € I) gilt:

1. (™) = @, fir alle k €N,
2. ql(k) — qF fir k — oo, d.h., fir alle ¢; € ®; gilt qfk)(d)l) — qi(¢;) fiir k — oo, und

3. q; 1ist beste Antwort auf q(_ki) fir alle k € N, d.h., es gilt fir alle k € N
Hi((q},q%)) > Hi((2:,4"))) Vo € Qs O

Die Schwierigkeit beim Nachweis der Perfektheit einer Strategienkombination ¢* € @)
besteht im ”Hinzuzaubern geeigneter Folgen” (Zitat aus [Can99]) von vollstéindig gemisch-
ten Strategien.

Als erste Anwendung von Definition 3.7 zeigen wir, dass jedes vollstéindig gemischte
Nash-Gleichgewicht ¢* € @ ein perfektes Gleichgewicht ist. Man setze dazu fiir jeden
Spieler i (i € I), jede reine Strategie ¢; € ®; und jedes k € N

ot (1) == g} (¢4) -

Dann sind nach Voraussetzung die Punkte 7. und 2. von Definition 3.7 erfiillt. Uberdies
folgt aus der Bemerkung nach (3.2), dass die Strategie ¢ beste Antwort auf die Strate-
gienkombination ¢*; und damit auch Punkt &. aus Definition 3.7 zutrifft. O
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Als zweite Anwendung betrachten wir nochmals das Bimatrixspiel in Abbildung 3.2.
Diesmal wollen wir beweisen, dass das Nash-Gleichgewicht (2, 2) das einzige perfekte Gleich-
gewicht des Spiels ist.

Dazu definieren wir fiir jedes £ € N

T
q(k) = q(k) = L 1-— L .
! 2 k+27 k+2

Damit gilt fiir alle £ € N und jeden Spieler i (i € {1,2}) sowohl C’(qgk)) = @;, als auch

0
RN N
i &1 Ko P2 1)’

d.h., Punkt 7. und 2. aus Definition 3.7 treffen fiir die Folge ¢*) := ( §’“), qék)) zu. Weiterhin
erhalten wir fiir jedes k£ € N

k k 50
Hi((1,¢) =0 < Hy((2,¢")) = 40 — s
und
Ho((a® 110 ) 60
2(((]1 ,1)):_10+k——|—2 <H2((q1 ,2)):40+—k+2,

0 (k)

d.h. aber, dass die reine Strategie () des Spielers 1 beste Antwort auf jedes ¢y’ und

1
dass die reine Strategie ([1)) des Spielers 2 beste Antwort auf jedes qgk) ist. Es ist damit
auch 3. aus Definition 3.7 erfiillt und die reine Strategienkombination (2,2) ein perfektes

Gleichgewicht.

Um die Eindeutigkeit des perfekten Gleichgewichtes (2,2) zu beweisen, argumentieren
wir wie folgt. Angenommen es gébe ein weiteres perfektes Gleichgewicht ¢* = (¢f, ¢3). Dann
existiert nach Definition 3.7 eine Folge (¢\*), ¢{")4cn so, dass fiir jeden Spieler i (i € {1,2})
die Bedingungen 1. und 2. aus Definition 3.7 erfiillt sind. Mit qgk) = (lf;k(),c)) (z® € (0,1))

und qé’“) = (lfj()k)) (y*) € (0,1)) erhalten wir
Hy((¢,1)) = 1002® — 10 (1 — 2®) < Hy((¢,2)) = 1002 + 40 (1 — 2} |

so dass Spieler 2 immer seine reine Strategie 2 wihlen wird. Daraus folgt aber y®) — 0 fiir
k — oo und damit

Hy((1,¢5)) = 0 < Hy((2,¢8"”)) = 40 — 50y

fiir hinreichend grofles k. Spieler 1 wird somit stets seine reine Strategie 2 wéhlen. Damit
erhalten wir (2,2) als einziges perfektes Gleichgewicht des Spiels. O

Dass jedes n-Personen-Normalformspiel mit reellwertigen Auszahlungen ein perfektes
Nash-Gleichgewicht besitzt, liefert
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Satz 3.8.

Es sei N* := (I;(Qy)ier; (Hy)ier) die gemischte Erweiterung des endlichen n-Personen-
Normalformspiels mit reellwertigen Auszahlungen N := (I; (®;)icr; (hi)icr). Dann gibt es
mindestens ein perfektes Gleichgewicht in N*.

Der Beweis dieses Satzes wird in PETERS UND VRIEZE [PV92] gefiihrt. O

Am Beispiel des Bimatrixspiels in Abbildung 3.2 hatten wir gesehen, dass das perfekte
Gleichgewicht (2, 2) auch ein Nash-Gleichgewicht ist. Eine solche Beziehung gilt allgemein:

Satz 3.9.

Es sei N* := (I;(Qy)ier; (Hy)ier) die gemischte Erweiterung des endlichen n-Personen-
Normalformspiels mit reellwertigen Auszahlungen N := (I; (®;)ier; (hi)icr). Dann ist jedes
perfekte Gleichgewicht ein Nash-Gleichgewicht.

Beweis.
Angenommen die Strategienkombination ¢* sei ein perfektes Gleichgewicht aber kein Nash-
Gleichgewicht. Dann existiert ein Spieler 7 (i € I) und eine Strategie ¢; € @; mit

Hi((Gi, ¢%5)) > Hi((q754%3)) - (3.4)

Da ¢* ein perfektes Gleichgewicht ist, existiert eine Folge ¢*) = (qgk), e ,qq(zk)) € @ mit
den Eigenschaften aus Definition 3.7. Insbesondere gilt nach Punkt 3. fiir alle £ € N und
fiir alle Strategien ¢; € Q;

Hi((q}.q") = Hil(a:,d7).

Es folgt also insbesondere mit ¢; := ¢; fiir alle k € N
Hi((q7,0%)) > Hi((G@nq"))) . (3.5)

Da fiir jedes ¢; € ®; (j € I) die Beziehung qj (¢]) — ¢} (¢;) fiir k — oo gilt, erhalten wir
mit Ungleichung (3.5)

Hi((q7,9%) = Hi((@,9%,)) ,
was ein Widerspruch zu Ungleichung (3.4) ist. O

Nach Satz 3.9 ist jedes perfekte Gleichgewicht auch ein Nash-Gleichgewicht. Das Bei-
spiel in Abbildung 3.2 zeigt aber, dass nicht jedes Nash-Gleichgewicht auch ein perfektes
Gleichgewicht sein muss. Daher liefert die Perfektheit von Gleichgewichten im Prinzip ein
Auswahlkonzept. Leider gibt es bereits einfache Spiele, bei denen alle Nash-Gleichgewichte
perfekte Gleichgewichte sind (sieche CANTY [Can99]). In diesem Fall kénnen weitere Verfei-
nerungskonzepte betrachtet werden, die ausfiihrlich in der Monographie von VAN DAMME
[vD87] diskutiert werden.

Ein allgemein akzeptiertes Kriterium, dass in jedem Falle zur Auswahl eines einzigen
Nash-Gleichgewichtes fiihrt, wurde bisher nicht gefunden. Vielleicht kann es gar nicht ge-
funden werden, weil es den durch ein Normalformspiel abgesteckten Rahmen iiberschreiten
wiirde. Mit anderen Worten: mehrfache Nash-Gleichgewichte liegen unter Umsténden in
der Natur des zu behandelnden Problems.






Kapitel 4

Extensive Spiele mit reellwertigen
Auszahlungen

In Fortfiihrung der Darstellung der Normalformspiele fassen wir in diesem Kapitel die wich-
tigsten Ergebnisse aus der Theorie der extensiven Spiele mit reellwertigen Auszahlungen
zusammen. Ein Schwerpunkt liegt wie im vorigen Kapitel auf den Aussagen, die wir in den
folgenden Kapiteln bei Beweisen verwenden werden. Ein anderer Schwerpunkt bezieht sich
auf die Ergebnisse, fiir die es in extensiven Spielen mit vektorwertigen Auszahlungen keine
analogen Resultate gibt.

Die Darstellung in diesem Kapitel orientiert sich an AVENHAUS [Ave99], VAN DAMME
[vD87] und RAUHUT ET. AL. [RSZ79).

4.1 Das Nash-Gleichgewicht

Die Idee des Nash-Gleichgewichtes aus Definition 3.1 kann direkt auf extensive Spiele mit
reellwertigen Auszahlungen iibertragen werden:

Definition 4.1.

FEs sei T := (I; K; (hy)ier; P;w; U) ein extensives n-Personenspiel mit reellwertigen Aus-
zahlungen.

1. FEine Strategienkombination b* := (b},...,b%) € B ist genau dann ein Nash-Gleichge-
wicht in Verhaltensstrategien von I', wenn fiir alle Spieler i (i € I) und jedes b; € B;
qgilt

(5, 5)) > Hil(bi, b)) (4.1)

2. Eine Strategienkombination ¢* := (¢f,...,q.) € Q ist genau dann ein Nash-Gleichge-
wicht in gemischten Strategien von [N (T') |* (vgl. Definition 2.10), wenn fiir alle Spie-
leri (i € I) und jedes q; € Q; gilt

Hi((q5,---,q;) > Hi((¢3,q7;)) - O (4.2)

31
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Fiir jeden Spieler i (i € I) und jede Strategienkombination b_; € B_; fiir die anderen
Spieler definiert man

als die Menge der besten Antworten von Spieler ¢ auf b_;. Dann gilt mit Definition 4.1: Die
Strategienkombination b* ist genau dann ein Nash-Gleichgewicht in Verhaltensstrategien
von ', wenn alle Verhaltenstrategien b; aus b* wechselseitig beste Antworten sind, d.h.
wenn fiir alle Spieler i (i € I) gilt: b} € BR;(b*,).

Um zu priifen, ob eine gegebene Kombination von Verhaltensstrategien b* ein Nash-
Gleichgewicht ist, kann in Analogie zu den reellwertigen Normalformspielen formuliert
werden:

Lemma 4.2.

Es sei T := (I; K; (hy)ier; P;w; U) ein extensives n-Personenspiel mit reellwertigen Aus-
zahlungen. Dann ist die Strategienkombination b* := (bi,...,b%) € B genau dann ein
Nash-Gleichgewicht in Verhaltensstrategien von I, wenn fiir alle Spieler i (i € I) und alle
reinen Strategien ¢; € ®,(C B;) gilt

Hy((B, . b5) > Hil(9, 7)) (4.3)

Beweis.

”"—":Ist die Strategienkombination b* ein Nash-Gleichgewicht in Verhaltensstrategien von
[, so ist die Ungleichung (4.1) fiir alle b; € B;, also insbesondere auch fiir alle ¢; € ®; C B;
erfiillt. Damit gilt die Ungleichung (4.3) fiir alle Spieler ¢ (i € I) und alle reinen Strategien
o; € D,.

7<«<=": Angenommen fiir eine Strategienkombination b* gelte die Ungleichung (4.3) fiir alle
Spieler ¢ (i € I) und alle reinen Strategien ¢; € ®;. Nach der zweiten Aussage von Satz
2.13 existiert zur Strategienkombination b* eine Kombination von gemischten Strategien
¢ =(qf,...,q) € Q mit ¢ = qf(b}), so dass fiir alle Spieler i (i € I) sowohl

Hi((b1, ..., 0,)) = Hi((q1, - - -5 q3))
als auch fiir alle Spieler i (i € I) und jede reine Strategie ¢; € ®; gilt
Hi((¢i,0%3)) = Hi((i,¢%,)) -

Mit Hilfe von Ungleichung (4.3) erhalten wir nun fiir jeden Spieler ¢ (i € I) und jede reine
Strategie ¢; € ®;

Hi((q1,- -2 4,)) = Hi((b1,- ., b)) = Hi(¢4,0%3)) = Hi((93,475)) -

Unter Verwendung von Lemma 3.2 folgt

Hi((q5,---,q) > Hi((¢:,9";))
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fiir jeden Spieler i (i € I) und jede Strategie ¢; € @Q;, also fiir jedes b; € B;
H;((bi,b%;)) = Hi((qi(bs), b)) = Hi((ai(bi), ¢%3)) < Hi(a1, - - -, 4n)) = Hi((b1, ..., b7)) -
Somit ist die Strategienkombination b* ein Nash-Gleichgewicht in Verhaltensstrategien. [

Nun beweisen wir die Existenz eines Nash-Gleichgewichtes in Verhaltensstrategien:

Satz 4.3.
FEs sei T := (I; K; (hy)ier; P;w; U) ein extensives n-Personenspiel mit reellwertigen Aus-
zahlungen. Dann besitzt I' mindestens ein Nash-Gleichgewicht in Verhaltensstrategien.

Beweis.

Nach Satz 3.4 existiert ein Nash-Gleichgewicht ¢* := (¢f,...,q%) € Q von [N(T)]*. Die
erste Aussage von Satz 2.12 sichert nun fiir jeden Spieler i (i € I) die Existenz einer zu ¢}
realisationséquivalenten Verhaltensstrategie bf := b (¢}) € B;. Damit und den Betrachtun-
gen auf Seite 18-19 erhalten wir fiir jeden Spieler i (i € I) und jedes b; € B;

H;((bi, 0;)) = Hi((q:(bi),07,)) = Hi((qi(bi),q%;)) < Hi(qg") = H;(b").

Somit ist die Strategienkombination b* ein Nash-Gleichgewicht in Verhaltensstrategien von
r. O

Fiir das Spiel in Abbildung 4.1 erhalten wir die Nash-Gleichgewichte in reinen Strategien
((R1,11), Rs), ((Ry,71), Re) und ((L1,l1),Ls). Diese Paare sind in der zu I' gehtrenden
Normalformdarstellung mit * gekennzeichnet.

Zur Ermittlung der Nash-Gleichgewichte in gemischten Strategien bemerken wir, dass
Spieler 1 niemals seine reine Strategie (L;,r;) wéhlen wird, da diese von allen ande-
ren reinen Strategien dominiert wird. Weiterhin fassen wir die reinen Strategien (R, ()
und (Ry,71) zu einer Strategie R zusammen, da H;((Ry,l1), Ly) = H;((Ry,71), L2) und
H;((Ry,l1), Ry) = H;((Ry,71), Ry) fiir jedes i (i € {1,2}) gilt. Spieler 1 hat damit nur noch
die reinen Strategien aus ®; = {(L, 1), (L1,71), R} als strategische Alternativen.

Mit Hilfe von Lemma 3.2 kann bestéitigt werden, dass (¢, ¢5) mit

0
Gg=10 und q;:< Y ) mit y € (0,1/3]
1 1=y

Nash-Gleichgewichte von [N(T') ]* sind. Da Spieler 2 nur einen Informationsbezirk besitzt
und Spieler 1 eine reine Strategie in diesen gemischten Gleichgewichten spielt, sind ¢ und
g, bereits die gesuchten Verhaltensstrategien.
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Abbildung 4.1: Ein extensives Zwei-Personenspiel mit reellwertigen Auszahlungen und die
dazu gehorende Normalformdarstellung.

4.2 Teilspielperfekte Gleichgewichte

RAUHUT ET. AL. [RSZ79] fassen die Idee des teilspielperfekten Gleichgewichtes wie folgt
zusammen:

,Wenn einer der Spieler im Verlauf einer Partie Fehler macht
in dem Sinne, dass er von einer Gleichgewichtsstrategie abweicht,
dann kénnen die anderen Spieler durch Verwendung einer auch in
Teilspielen die Gleichgewichtseigenschaft aufweisende Strategie si-
cherstellen, dass sie auf solche Fehler ”optimal” reagieren. “

Diese teilspielperfekten Gleichgewichte wurden erstmals von SELTEN [Sel75] untersucht
und sind in diesem Abschnitt der Gegenstand unserer Betrachtungen.

Beispiel

Gegeben sei das extensive Zwei-Personenspiel mit reellwertigen Auszahlungen und seine
zugehorige Normalformdarstellung in Abbildung 4.2. Da Spieler 2 bei seiner Wahl L, stets
eine negative Auszahlung erhilt, wird er die Strategie R, wihlen, womit die Auswahl von
Spieler 1 jedoch beliebig sein kann. Die Gleichgewichtspunkte dieses Spiels sind also von
der Gestalt (g1, R2) mit einer beliebigen reinen oder gemischten Strategie ¢; des Spieler
1. Insbesondere konnte dann Spieler 1 auch R; spielen, obwohl der dann eine niedrigere
Auszahlung als bei Wahl von L; erhielte, wenn er iiberhaupt zum Zuge kidme, was im
Gleichgewicht aber gerade nicht der Fall ist. Intuitiv sollte also Spieler 1 L; spielen, denn
er verliert damit nichts, sondern kann nur gewinnen, wenn Spieler 2 einen Fehler macht
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und L, spielt. Als Handlungsempfehlung kann hier also nur (L, Ry) gegeben werden. Die
Begriindung lautet dafiir: In der zumindest denkbaren Situation, dass Spieler 1 zum Zuge
kommt, ist L; seine optimale Strategie. Diese Gleichgewichtsauswahl legt also den Spie-
lern ein Verhalten zugrunde, das bei allen, auch mit Wahrscheinlichkeit null erreichten
Entscheidungspunkten ”rational” ist. Dieses Konzept wird Teilspielperfektheit genannt. ¢

—
1 2 LQ RQ
-2 0
Ly
N
-1 0
Ry
-2 0
—

Abbildung 4.2: Spiel in extensiver Form mit reellwertigen Auszahlungen und zugehoriger
Normalformdarstellung.

Um Gleichgewichte, die auch in Teilbdumen des Spielbaumes Gleichgewichte sind, be-
sonders kennzeichnen zu konnen, definieren wir:

Definition 4.4.
Es sei T := (I; K; (h;)ier; P;w; U) ein extensives n-Personenspiel. Ein extensives Spiel
"= (I'; K'; (hl)ier; P'; w'; U') heisst Teilspiel von T', wenn

(i) I' C I ist die (nichtleere) Menge der Spieler von I,

(i1) K' ist ein Teilbaum von K, d.h. K" hat als Knotenmenge die Menge aller Nachfahren
eines Knotens xjy € K (und damit z{, als Wurzel) sowie die entsprechenden Kanten
und die gleiche Reihenfolge der Nachfahren,

(1ii) h}, P" und w' sind die Einschrinkungen von h;, P und w auf K',
(iv) U ist genau die Menge der in K' enthaltenen Informationsbezirke aus U. 0]

In der Spielermenge I' von I sind alle die Spieler aus I', fiir die U; N K’ # () ist.
Oft werden wir in einem Teilspiel die Spieler wieder mit 1,...,n bezeichnen, obwohl zum
Beispiel Spieler 1 aus ' keine strategischen Alternativen in I zu besitzen braucht. Es
muss bemerkt werden, dass im Gegensatz zu Definition 2.4 zwar nur die Spieler aus I’ in
[ spielen, aber fiir alle Spieler aus I' die Auszahlungen bzw. Auszahlungsvektoren in I
definiert sind. Nach Definition 4.4 ist I' ein Teilspiel von sich selbst.
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Betrachten wir das Spiel I" in Abbildung 4.3 (die Auszahlungen an jeden Spieler haben
wir dabei nicht angegeben), so sehen wir, dass es als einziges Teilspiel, I selbst hat. Bei
keinem der Entscheidungsknoten des Spielers 2 kann namlich ein Teilspiel beginnen, da
der Informationsbezirk des Spielers 3 stets in K’ ”hineinragen” wiirde. Das ist jedoch nach
Punkt (iv) der obigen Definition nicht erlaubt.

L Y?, L R
22 Z3 24 25

Abbildung 4.3: Ein extensives Drei-Personenspiel.

Teilspielperfektheit wird nun wie folgt definiert:

Definition 4.5.

FEs sei T := (I; K; (hy)ier; P;w; U) ein extensives n-Personenspiel mit reellwertigen Aus-
zahlungen. Ein Nash-Gleichgewicht b* := (b%,...,b%) € B in Verhaltensstrategien von T ist
genau dann teilspielperfekt, wenn fir jedes Teilspiel ' := (I'; K'; (h})ier; Py w'; U') von
I’ die Einschrinkung von b* auf U' ein Nash-Gleichgewicht in Verhaltensstrategien von I
18t. U

In dieser Definition werden nur Nash-Gleichgewichte in Verhaltensstrategien betrachtet
und nicht allgemein gemischte Strategien. Verhaltensstrategien lassen sich ndmlich wie reine
Strategien problemlos auf Teilspiele einschrénken, da sie ebenfalls einzelnen Informations-
bezirken Auswahlen zuordnen, wenn auch randomisierte und nicht eindeutige Auswahlen.
Eine Einschrinkung einer gemischten Strategie auf ein Teilspiel ist dagegen nicht so ein-
fach moglich, da verschiedene reine Strategien in einem Teilspiel zusammenfallen kénnen,
wenn sie in dem betreffenden Zweig des Spielbaumes die gleichen Auswahlen definieren,
und ihre Wahrscheinlichkeiten miissten dann addiert werden. Diese unnétige Komplexitét
wird durch Verhaltensstrategien vermieden, die in unseren extensiven Spielen auch ohne
Einschrinkung fiir Gleichgewichtspunkte (siehe Satz 4.3) betrachtet werden kénnen. Da
iiberdies stets ®; C B; C @); ist, besteht fiir den Rest der vorliegenden Arbeit kein Grund,
bei extensiven Spielen diese groflere Klasse der gemischten Strategien zu betrachten. Wir
werden daher im folgenden nur noch Aussagen fiir Nash-Gleichgewichte in Verhaltensstra-
tegien formulieren und beweisen.
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Die Existenz mindestens eines teilspielperfektes Nash-Gleichgewicht in Verhaltensstra-
tegien sichert ein Satz von KUHN [Kuhb3]:

Satz 4.6.

FEs sei T := (I; K; (hy)ier; P;w; U) ein extensives n-Personenspiel mit reellwertigen Aus-
zahlungen. Dann besitzt I' mindestens ein teilspielperfektes Nash-Gleichgewicht in Verhal-
tensstrategien.

Der Beweis von Satz 4.6 wird in VAN DAMME [vD87] gefiihrt. Das Hauptargument
ist eine Riickwértsinduktion, die wir im n#chsten Abschnitt fiir eine spezielle Klasse von
Spielen behandeln werden. O

Die Ermittlung von teilspielperfekten Nash-Gleichgewichten in Verhaltensstrategien
kann mit folgenden Algorithmus durchgefiihrt werden (siche EICHBERGER [Eic93)):

Algorithmus 4.7.
FEs sei T := (I; K; (hy)ier; P;w; U) ein extensives n-Personenspiel mit reellwertigen Aus-
zahlungen.

1. Bestimme alle "minimalen” Teilspiele I von T", d.h. alle Teilspiele, die keine anderen
Teilspiele enthalten.

2. Fiir jedes solche Teilspiel berechne man ein Nash-Gleichgewicht in Verhaltensstrate-
gien und die zugehérige Gleichgewichtsauszahlungen.

3. Sollte es ausser I' selbst kein anderes Teilspiel geben, so ist das im vorigen Schritt
bestimmte Nash-Gleichgewicht bereits ein teilspielperfektes Gleichgewicht.

4. Im anderen Fall betrachte man eine neues Teilspiel, wobei die Knoten, an denen die
Teilspiele aus Schritt 1 begannen, nun als Endknoten mit den Gleichgewichtsauszah-
lungen aus dem betreffenden Teilspiel gewdhit werden. Gehe dann zu Schritt 2. [

Wenden wir dieses Verfahren auf das Spiel in Abbildung 4.1 an, so erhalten wir fiir das
in xj, beginnende Teilspiel die Normalformdarstellung auf der linken Seite von Abbildung
4.4 und damit das einzige Nash-Gleichgewicht

(ll, Lg) .

Im néchsten Schritt wird nun der Knoten zj ein Endknoten und an diesen wird die Gleich-
gewichtsauszahlungen des eben untersuchten Spiels vermerkt. Damit erhalten wir das Ein-
Personenspiel auf der rechten Seite von Abbildung 4.4 und in diesem die Gleichgewichts-
strategie (L;). Zusammen ergibt sich das eindeutige teilspielperfekte Gleichgewicht

(L1, 1), La) -
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Abbildung 4.4: Links: Normalformdarstellung des in Knoten xj, beginnenden Spiels aus
Abbildung 4.1. Rechts: Das nach dem ersten Reduktionschritt iiberbleibende Spiel.

4.3 Extensive Spiele mit vollkommener Information

Im Falle von extensiven Spielen mit vollkommener Information kann Satz 4.6 dahinge-
hend verallgemeinert werden, dass es stets ein teilspielperfektes Gleichgewicht in reinen
Strategien gibt. Dieses Ergebnis ist als SATZ vON KUHN bekannt und wird in diesem
Abschnitt bewiesen. Obwohl dieser Satz, wie einfache Beispiele zeigen, unmittelbar ein-
leuchtet, wird sein Beweis in allen Details wiedergegeben, damit wir im siebenten Kapitel
aufzeigen kénnen, warum und an welchen Stellen das im Beweis vorgestellte Vorgehen der
Riickwértsinduktion bei extensiven Spielen mit vektorwertigen Auszahlungen nicht ange-
wendet werden kann. Unsere Ausfiihrungen orientieren sich eng an dem entsprechenden
Beweis in RAUHUT ET. AL. [RSZ79].

Satz 4.8.

Jedes extensive n-Personenspiel T := (I; K; (h;)ier; P;w; U) mit reellwertigen Auszahlun-
gen und vollkommener Information, d.h. |A| = 1 fir alle A € U, besitzt ein teilspiel-
perfektes Nash-Gleichgewicht in reinen Strategien.

Beweis.

Der Beweis wird mit vollstindiger Induktion iiber die Linge des Spieles I' gefiihrt. Dabei
entspricht die Lange M (T') des Spieles I' der Léange des lingsten Pfades von der Wurzel zu
einem Endknoten. Fiir den Nachweis, dass ¢* € ® ein Nash-Gleichgewicht ist, muss nach
Lemma 4.2 nur mit den reinen Strategien eines jeden Spielers verglichen werden.

Induktionsanfang.

Es sei I' ein extensives n-Personenspiel mit reellwertigen Auszahlungen und M(T') = 1.
Dann sind alle Knoten ausser der Wurzel 2y Endknoten von I'. Ist P(z,) = 0, d.h. in z,
ist der Zufall am Zug, dann ist I' kein Spiel in unserem Sinn, da es keinen Spieler 7 # 0
gibt, der in T" eine strategische Alternative besitzt. Ist dagegen P(xy) > 0, so ist I ein
Ein-Personenspiel. Wihlt Spieler P(xy) eine Alternative [* aus {1,...,a(xq)} mit

ip(ay) (1) = ze{ln.[.l.%z)((xo)} hran) (1)
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dann ist gb};(m) := [ ein Nash-Gleichgewicht von T'.

Induktionsvoraussetzung.

Die Behauptung des Satzes 4.8 gelte fiir alle extensiven n-Personenspiele mit reellwertigen
Auszahlungen und vollkommener Information und sowie M(T") < k.

[':= ([; K; (h)ier; P;w; U) sei ein Spiel mit M(T') = £ + 1 und der Wurzel zy. Nach dem
Zug von Spieler P(xy) geht das Spiel in einen der Sthne von x, iiber. Diese Sohne werden
mit x1,...,%m,, wobei m = a(xy) ist, bezeichnet. Fiir jedes z; (j = 1,...,m) betrachten
wir den Teilbaum K; von K, der an der Wurzel z; beginnt. Damit ist K; N K} = () fiir alle
j#kund UL, K = K\ {z0}.

Es sei J die Menge aller j € {1,...,m} fiir die mindestens ein € K existiert, mit
P(x) # 0, d.h. in dem zum Baum K gehtrenden Teilspiel I'; kann wirklich gespielt werden
in dem Sinne, dass es dort Spieler gibt, die strategische Alternativen besitzen:

J:={jed{l,...,m}:3z e K; mit P(z) #0}.
Das Komplement von J wird mit J := {1,...,m} \ J bezeichnet. Es kann J = () gelten.

Sind von den am urspriinglichen Spiel I' beteiligten Spielern 1,...,n im Spiel T'; (j € J)
noch die Spieler iy,...,i,, € {1,...,n} mit i1 < ... < i,; beteiligt, so erhalten diese
Spieler in T'; die (neuen) Nummern 1,...,n;, d.h., Spieler i, (k = 1,...,n;) im Spiel I'
erhélt in Spiel I'; die Nummer N7 (i, j) := k. Der Zufallszug behilt die Bezeichnung 0.
Jedes Teilspiel I'; (j € J) von I' ist somit ein extensives n;-Personenspiel (n; < n) mit
reellwertigen Auszahlungen und vollkommener Information sowie M (I';) < k.

Es sei Ej fiir jedes j (j € {1,...,m}) die Menge der Endpunkte von Kj. Fiir jedes
(4)

i

Teilspiel I'; (j € J) bezeichnen wir mit
des Spieler i (i € {1,...,n;}) in [';.

(¢ =1,...,n;) die Menge der reinen Strategien

Nach Induktionsvoraussetzung existiert fiir jedes Teilspiel I'; (j € J) ein teispiel-
perfektes Nash-Gleichgewicht ¢*0) := (¢’{(]),...,¢Z§])), d.h., fiir alle i (1 = 1,...,n;)
und fiir alle ¢ € @7 gilt mit den Auszahlungsvektoren A% der Spiele T';:

dor(@ D) h @) 2 Y e e D)0 h @) (44

JL'EE]‘ .Z'EE]‘
Wir unterscheiden nun im Induktionsschritt die beiden Félle P(x) = 0 und P(z() > 0.
Fall 1: Es sei P(xy) = 0. Wir definieren

Vie{l,....n} Vie{l,...m} VoeUink;: ¢/ (x)=0ey (). (4.5)

)

Diese Konstruktion besagt, dass Spieler 7 in jedem Teilspiel, wo er am Zug ist, genau
dieselben Alternativen wihlt wie die Gleichgewichtsstrategie qf;v(g()”)(x) Damit ist ¢; fiir
jeden Spieler i (i € I) eine reine Strategie fiir das gesamte Spiel T
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Wir zeigen nun, dass (¢7, .. ., ¢%) ein Nash-Gleichgewicht von I ist. Dazu sei ¢; € ®; (i €
I) eine beliebige reine Strategien des Spielers ¢ im Spiel I" und d)%(i i) die Einschrinkung von
¢; auf das Teilspiel I';, sofern dieser Spieler auch in I'; spielt, d.h. es gilt: ¢%)T(iyj)(a:) = ¢i(7)
fiir alle z € U; N K. Damit erhalten wir fiir jedes j € J und jedes x € £}

r((1,. . bn),2) = (07, 80), 2) - w(zo, 1) |

wobei w(zy, z;) die Wahrscheinlichkeit angibt, das der Zufall in zy genau den Zug auswihlt,
der zum Sohn z; von z, fiihrt. Diese Gleichung besagt, dass die Realisierungswahrschein-
lichkeit eines Endknotens in I'; unter (¢4, ..., ¢,) das Produkt aus der Wahrscheinlichkeit,
mit welcher Spieler 0 in xy die Alternative j wéhlt und der Realisierungswahrscheinlichkeit
von z im Teilspiel I'; unter (6., d),(fj)) ist. Fiir jedes j € J und x € Ej ist

t—1
7"((¢1, ey ¢n)7 :U) - H ’U](ZV+1, ZV) "U](l’o, l'])
v=1
=ips
unabhéngig von (¢1,...,¢,) fiir den Pfad (x¢, 21,..., %) mit z; := z; und 2z, := 2. Somit
folgt fiir jeden Spieler ¢ (i € I) mit
619, onD) falls Spieler i nicht in T'; spielt,

(6" D69 0) = . . |
! (617, 8% sy -»6n”))  falls Spieler i in T'; spielt,

und fiir jedes ¢; € ®; mit (4.4)

S e, b0 0L ) - hi)

zeFE

= SN (0 D) w) - wlwewg) - ha@) + DS pe - wlwo,wy) - halz)
Jj€J zEE; jeT TEE;

< 3OS (@D ) s wlae, ) i) Y pe - w(wo,xp) - ha(w)
j€J zEE; jeT TEE;

= Z T((QSL s 7¢:),)7x) ' hz(x)a
rel

d.h. aber gerade, dass (¢7],...,¢") ein Nash-Gleichgewicht von I ist. Die Teilspielperfekt-
heit von (¢7,..., ¢} ) wird im Anschluss an Fall 2 bewiesen.

Fall 2: Es sei P(xp) > 0. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir davon aus-
gehen, dass P(zy) = 1 gilt. Fiir alle Spieler i (i = 1,...,n) definieren wir ¢! wie in (4.5).
Spieler 1 dagegen muss noch seine Wahl in z( festlegen. Er wird dabei eine Alternative [*
wéhlen, die in ein (oder das) Teilspiel fiihrt, das ihm die grofite zu erwartende Auszahlung
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liefert, d.h., Spieler 1 wéhlt [I* € {1,...,a(xg)} so, dass fiir alle j € J

ool ) ) (@) = Y (61, h9), ) - () (4.6)

rEE« z€E;

und fiir alle j € J

ST (a5 ), 2 (@) > ) pe s () (4.7)

rEE« z€E;

gilt. Im Falle [* € J folgt hieraus fiir alle Spieler i (i = 2,...,n), fiir jedes ¢; € ®; und
¢*($0) — l*

Z T((¢T,,¢“,¢;),l’) hz(x) = Z r((¢*(l*) (l*)(-,*)),l') hl(l‘)

BASY D) TEEx
< Z r((qs){(l*)a"'7¢:Ll(*l*))7x) hz(x) = Z T((gﬁ){,,qﬁ;),l‘) hz(x)
TrEE* zeFE

sowie im Fall I* € J

Zr((¢>{”¢“7¢;)ax)h2(x) = Z pw'hz‘(x)

reEFE cEE*

= > (¢, 0}).7) - ha(x),

zeE

da p, unabhingig von (¢1,...,¢,) ist. Fiir Spieler 1 erhalten wir fiir jedes ¢; € ®; und
L= ¢1(x0) € J

ST (b1 dh, - 0h),3) ha(m) =Y (6O ) - ()

reEFE TEE;
SZ T‘(((b){(l),,(b:”(l)),lv)hl(l') < Z T((¢T(l*),,¢zl(f*)),l‘) hl(x)
TEE); rEE)«
Z ¢17' ) ,IL') h’l(l‘)
reEFE

wie auch im Fall [ = ¢ (x¢) € J

Y (61,65, dp)ia) hule) = Y pehu(w)

rel CEGEI*
= > (@i 80 2) o)
zeFE
da wiederum p, unabhingig von (¢, ..., ¢,) ist. Damit ist (¢7,...,¢%) in allen Fillen ein

Nash-Gleichgewicht von I'.
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Wir zeigen nun, dass in beiden Féllen (¢},...,¢%) auch ein teilspielperfektes Nash-
Gleichgewicht von I ist. Jedes von I' verschiedene Teilspiel IV ist ein Teilspiel eines der
Spiele T'; fiir ein gewisses j (j € J). Die Einschrankung von (¢7,...,¢}) auf I stimmt

dabei mit der Einschréinkung von (¢] @ qﬁzj(j)) auf T iiberein. (¢, @ ., ;';](j)) ist aber
nach Voraussetzung ein teilspielperfektes Nash-Gleichgewicht, d.h. insbesondere ein Nash-
Gleichgewicht von I". O

Das im Beweis von Satz 4.8 verwendete Konstruktionsverfahren eines teilspielperfekten
Nash-Gleichgewichtes in reinen Strategien wird auch Rickwdrtsinduktion genannt.

Beispiel

Wir demonstrieren das soeben vorgestellte Verfahren an dem extensiven Spiel aus Abbil-
dung 4.5.

3

)
Abbildung 4.5: Ein extensives Zwei-Personenspiel I' mit reellwertigen Auszahlungen und
Zufallszug.

Spieler 1 entscheidet sich am Knoten z; fiir die Auswahl [, da diese die Auszahlung von
Spieler 1 in diesem Teilspiel maximiert. Spieler 2 kann am Knoten x5 beide Alternativen
auswihlen, da er in beiden Teilspielen, in die er gelangen wiirde, die Auszahlung 5 erhélt.
Fiir das Teilspiel beginnend an Knoten x5 erhalten wir also die beiden teilspielperfekten
Nash-Gleichgewichte

(ll, lg) und (ll, 7"2) .

Spieler 1 wihlt nun am Knoten x3
e im Falle (I,[5) die Alternative L; oder Ry,

e im Falle (I;,ry) die Alternative L.
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Damit sind
und

(L1, 1)y le) 5 ((Ray 1), lo) ((L1,11),72)

die teilspielperfekten Nash-Gleichgewichte in reinen Strategien des Teilspiels beginnende
in x3. Spieler 2 wihlt am Knoten x, die Alternative Lo, da diese die Auszahlung von
Spieler 2 in diesem Teilspiel maximiert. Zusammen erhalten wir die teilspielperfekten Nash-
Gleichgewichte in reinen Strategien fiir das gesamte Spiel I':

(L1, 1), (Lo l2)), ((Ray 1), (Lay l2)) (L1, 1), (L2, 12)) -

In Abbildung 4.6 ist das zu I' gehérende Normalformspiel dargestellt. Die mit ** gekenn-
zeichneten Paare sind die teilspielperfekten Nash-Gleichgewichte in reinen Strategien; die
mit einem * gekennzeichneten Paare die Nash-Gleichgewichte in reinen Strategien, die keine

und

teilspielperfekten Nash-Gleichgewichte sind. O
2| (Loyly) | (La,ra) | (Raylo) | (Rayro)
(L) 6.5 6.5 3.5 3.5

, *k %k
Py 5 5 6
5) 6.5 2 3.5
(L1,7"1) *
3 5) 4 6
(Ri. 1)) 7.5 7.5 4.5 4.5
, *%
Py 4 5 5
(R ) 7.5 7.5 4.5 4.5
, T *
Ty 4 5 5

Abbildung 4.6: Die Normalformdarstellung des Spieles I' aus Abbildung 4.5.

Aus dem Beweis von Satz 4.8 erhalten wir zwei allgemeine Folgerungen:

Im Falle P(xy) > 1 betrachtet der in zy entscheidende Spieler P(zy) nur seine zu erwar-
tenden Auszahlungen fiir die Teilspiele I'; (j € J) bzw. Teilbdume K; (j € J) und wihlt
eine Alternative aus, bei der das Spiel in den (oder einen) Knoten x; mit der hochsten
zu erwartenden Auszahlung fiir Spieler P(zy) in dem zugehorigen Teilspiel bzw. Teilbaum
tibergeht. Dies folgt aus den Konstruktionen (4.5), (4.6) und (4.7). Insbesondere ist jede
Kombination von teilspielperfekten Gleichgewichten aus den Teilspielen I'; ein teilspielper-
fektes Gleichgewicht von T'.

Teilspielperfekte Nash-Gleichgewichte aus den Teilspielen I'; (j € .J) kénnen, insbeson-
dere wenn P(zy) = 0 gilt, zu einem Nash-Gleichgewicht fiir I' zusammengefasst werden.
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Wiederum liefert jede Kombination von teilspielperfekten Gleichgewichten aus I'; ein teil-
spielperfektes Gleichgewicht fiir I'.

Dass eine zu Satz 4.8 entsprechenden Aussage fiir extensive Spiele mit unendlichem
Spielbaum oder iiberabzihlbaren Strategienmengen nicht zu gelten braucht, zeigen Bei-
spiele in GALE UND STEWART [GS53] sowie HELLwWIG ET. AL. [HLRR90].

Zusammenfassend erhalten wir den folgenden Algorithmus zur Berechnung von teil-
spielperfekten Nash-Gleichgewichten in reinen Strategien.

Algorithmus 4.9.
Es sei U := (I; K; (hy)ier; P;w; U) ein extensives n-Personenspiel mit reellwertigen Aus-
zahlungen und vollkommener Information sowie der Linge N.

1. Bestimme fiir alle Teilspiele " von T' mit M(I'") =1

e im Falle P(xz) = 0 die zu erwartende Auszahlung fiir jeden Spieler i (i € I).

e im Falle P(z) > 1 siamtliche Nash-Gleichgewichte in reinen Strategien.
2. Von k=1 bis N — 1 durchlaufe man die Schritte:

e Betrachte jedes Teilspiel ' von T' mit der Lange M (") =k + 1.

o Jedes dieser Teilspiele I besitzt wiederum Teilspiele T'; (5 € J) mit M(T';) < k.
Fiir diese wurden im letzten Schritt bereits teilspielperfekte Gleichgewichte er-
mittelt. Nun wird gemdss (4.5) und/oder (4.6) und (4.7) eine Strategie fir das
Spiel T gebildet, wobei irgendeine Auswahl eines teilspielperfekten Gleichgewich-
tes aus I'; mit anderen aus anderen Teilspielen Iy, kombiniert werden kann. [

Der Beweis von Satz 4.8 stellt nun sicher, dass das erhaltene Gleichgewicht in der Tat
ein teilspielperfektes Gleichgewicht fiir das Spiel I' ist. Der obige Algorithmus ermdglicht
nicht nur die Bestimmung aller teilspielperfekten Gleichgewichte in reinen Strategien von
I', sondern er endet stets auch nach einer endlichen Anzahl von an Schritten mit einem
solchen Gleichgewicht.

Aus dem Beweis von Satz 4.8 entnehmen wir, dass jedes durch Riickwértsinduktion
gewonnene Gleichgewicht in reinen Strategien auch ein teilspielperfektes Gleichgewicht ist.
Es gilt auch die Umkehrung:

Satz 4.10.
Es sei U := (I; K; (hy)ier; P;w; U) ein extensives n-Personenspiel mit reellwertigen Aus-
zahlungen und vollkommener Information, d.h. |A| = 1 fir alle A € U. Dann kann jedes
teilspielperfekte Nash-Gleichgewicht in reinen Strategien durch Rickwdrtsinduktion erhal-
ten werden.

Der Beweis dieses Satzes wird in WIESE [Wie92b] gefiihrt. O
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Abbildung 4.7: Ein extensives Zwei-Personenspiel mit reellwertigen Auszahlungen und ei-
nem auszahlungsdominanten nicht-teilspielperfekten Gleichgewicht.

Da jedes teilspielperfekte Gleichgewicht eines extensiven n-Personenspiels I' mit reell-
wertigen Auszahlungen per Definition auch ein Nash-Gleichgewicht von I' ist, stellt die
Teilspielperfektheit ein Auswahlkonzept fiir diese extensiven n-Personenspiele dar. Dabei
kann es jedoch bei der Anwendung dieses Konzeptes zu Konflikten mit anderen Auswahl-
konzepten zum Beispiel der Auszahlungsdominanz kommen. In VAN DAMME [vD87] wird
dazu das extensive Zwei-Personenspiel in Abbildung 4.7 betrachtet. Dieses Spiel besitzt
genau ein teilspielperfektes Gleichgewicht, ndmlich ((Ry,[;), Ly) mit den Auszahlungen 1
fiir beide Spieler. Dieses kann man mit Hilfe des Algorithmus 4.9 bestimmt werden. Das
Nash-Gleichgewicht ((Li1,71), R2) ist jedoch auszahlungsdominant, da beide Spieler die
Auszahlung 2 erhalten.

Die Teilspielperfekheit stellt bei vielen extensiven Spielen eine iiberaus strenge Anfor-
derung an die Rationalitéit der Spieler und an die Kenntnis der Rationalitit der anderen
Spieler (siche BERNINGHAUS [BEG02]). Weitere Kritikpunkte zur Teilspielperfektheit und
Riickwértsinduktion basieren auf psychologischen Argumenten. Ausfithrungen dazu finden
sich in FUDENBERG UND TIROLE [FT91] sowie MEHLMANN [Meh97].

Auch fiir extensive Spiele mit reellwertigen Auszahlungen kénnen perfekte Gleichge-
wichte betrachtet werden. Diese werden iiber die sogenannte Agentennormalform eines
Spieles I' definiert. Wir gehen an dieser Stelle nicht auf Details ein, da wir im sech-
sten und siebenten Kapitel sehen werden, dass die dort eingefiihrten perfekten Vektor-
Gleichgewichte leider kein Verfeinerungskonzept des Pareto-Gleichgewichtes darstellen.
Wie an der entsprechenden Stelle ausgefiihrt werden wird, macht es keinen Sinn, perfekte
Vektor-Gleichgewichte in extensiven Spielen mit vektorwertigen Auszahlungen zu betrach-
ten. Daher fithren wir auch hier die perfekten Gleichgewichte nicht ein.






Kapitel 5

Grundlagen der Vektoroptimierung

In diesem Kapitel fithren wir als Vorbereitung des sechsten und siebenten Kapitels die
Grundbegriffe der Vektoroptimierung ein. Dabei kommen wir iiber ein Einfiihrungsbeispiel
in Abschnitt 5.1 zu allgemeinen Betrachtungen von reellen Maximum- und Vektormaxi-
mumaufgaben in Abschnitt 5.2. Anschliessend erldutern wir die in dieser Arbeit verwende-
ten Relationen und definieren damit den Begriff der Pareto-Maximalitéit. Lineare Vektor-
maximumaufgaben, die uns in spezieller Form in den néchsten Kapiteln begegnen werden,
und Bemerkungen zu den verwendeten Relationen beschliessen den inhaltlichen Teil dieses
Kapitels.

Die Darstellung orientiert sich an den Monographien GOPFERT UND NEHSE [GN90],
ZIMMERMANN [ZG91] und DINKELBACH [Din69].

5.1 Einfiihrungsbeispiel

Zur Einfiihrung betrachten wir die Funktionen fi, fo : X — R mit

filx) =V5 =122, fix) ::g und X :={reR:-1<z<1}. (5.1)

Definiert man fiir jedes z € X die Vektorfunktion f(z) := (fi(z), fo(z))T, so kann die
Menge M der Bilder von f, also M := {f(z) : € X}, wie folgt geschrieben werden

21 2 2 1 1
M = :zl+4z2:5,2§21§\/5,—§§z2§§ ) (5.2)

Die Funktionen f; und f5 sind in Abbildung 5.1 skizziert. Die Menge M ist in Abbildung
5.2 dargestellt.

Betrachten wir nun eine Vektormaximumaufgabe mit der Vektorfunktion f : X — R?,
d.h. eine Aufgabe der Art, dass die Vektorfunktion f irgendwie“ maximiert werden soll.
Diese Aufgabe wird ganz allgemein abgekiirzt mit

vek max f(z) . (5.3)

zeX
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Abbildung 5.1: Die Funktionen f; und f, iiber X gemiss (5.1).
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Abbildung 5.2: Darstellung der Menge M geméss (5.2).

Im folgenden erldutern wir, was unter der Bezeichnung ”vek max” verstanden werden
kann. Angenommen beide Funktionen kénnen gleichzeitig (simultan) iiber der Menge X
mazximiert werden, d.h. es existiert ein * € X mit der Eigenschaft fi(z*) = max,cx fi(2)
und fo(2*) = max,eyx fo(z), dann konnte diese Maximalstelle als Losung von (5.3) aufge-
fasst werden. Wie jedoch Abbildung 5.1 zeigt, existiert kein solches z* € X.

Zu beantworten ist nun die Frage: Welche z* € X kommen als eine Losung von (5.3)
in Betracht? Drei Losungskonzepte stellen wir im folgenden vor:

1. Lésungskonzept: Ein Element z* € X heisst Maximalstelle von f und damit Losung
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von (5.3), wenn kein y € X existiert mit fi(y) > fi(z*), fo(y) > fo(z*) und fi(y) >
fi(z*) fiir mindestens ein i (i = 1, 2).
Damit ist (sieche Abbildung 5.1) jedes Element x} € [0, 1] eine Maximalstelle von f.

2. Losungskonzept: Beim lexikographischen Vorgehen wird eine gegebene Reihenfolge der
Zielfunktionen vorausgesetzt. Nehmen wir zunéchst die Reihenfolge (f1, f2) an, wobei
die Stelle im Tupel die Nummer in der Reihe angibt. Beziiglich dieser Reihenfolge
werden folgende reellwertige Maximumaufgaben gelost:

max fi(z).
Besitzt diese Aufgabe eine Losung, so wird die Menge der Losungen mit X, bezeich-
net, d.h. Xy := {2* € X : f1(z*) = max,ex fi(x)}. Nun 16st man die Maximumauf-
gabe

max fa(z).
Alle Elemente x* € X, die auch diese Aufgabe l6sen, konnen als eine Maximalstelle
von f bzw. als Losung von (5.3) angesehen werden. Im allgemeinen liefert das lexiko-
graphische Vorgehen bei einer anderen Reihenfolge der Zielfunktionen auch andere
Maximalstellen. Mit Hilfe von Abbildung 5.2 folgt, dass bei Verwendung der Reihen-
folge (f1, fo) die lexikographische Maximalstelle bei 23, = 0 liegt, da (v/5,0)” das
lexikographisch grofite der Wertepaare von (fi(x), fo(x)) fiir alle z € X ist. Wird
die Reihenfolge (fo, f1) betrachtet, so ist x5, = 1 lexikographische Maximalstelle von
f, da (1/2,2)T das lexikographisch gréfite der Wertepaare von (fo(z), fi()) fiir alle
x € X ist.

3. Lésungskonzept: Ein Element z* € X konnte als eine Losung von (5.3) aufgefasst
werden, wenn x* die Maximumaufgabe

max min{ fi(x), fo(x)}

zeX

16st. In diesem Fall erhélt man 5 = 1.

Weitere Konzepte, wie z.B. die Maximierung der Funktion f; unter der Randbedingung,
dass die Funktion f, gewisse Schranken nicht {iber- bzw. unterschreiten darf, werden von
ZIMMERMANN [ZG91] und EHRGOTT [Ehr00] behandelt.

5.2 Reelle und vektorwertige Optimierungsaufgaben
Im letzten Abschnitt haben wir gezeigt, welche x* € X als Losung einer Vektormaximum-

aufgabe betrachtet werden kdnnten. Um zu dem in dieser Arbeit verwendeten Losungskon-
zept zu kommen, erliutern wir in diesem Abschnitt ausfiihrlich die ”vek max”-Forderung.
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Betrachten wir zur Vorbereitung zuerst die reelle Maximumaufgabe

max f(z) (5.4)

zeX

mit einer gegebenen reellwertigen Funktion f : X — R. Bei der Losung dieser Aufgabe
wird ausgenutzt, dass der Korper der reellen Zahlen total geordnet ist, d.h. fiir alle a,b € R
gilt: @ > b oder (im einschliesslichen Sinn) b > a. In der Menge {f(z) : € X} sind daher
je zwei Elemente vergleichbar. Ein Element 2* € X heisst Losung von (5.4), falls

f(z*) > f(z) firalle z€X (5.5)

gilt. Dafiir schreibt man auch

r* = argmax,cx f(x).

Gibt es kein solches Element z* € X, so betrachtet man die obere Grenze der Menge
{f(x): x € X}. Statt "max” wird daher korrekterweise oft auch ”sup” in (5.4) geschrieben,
da zunéchst die Existenz einer Losung nicht vorausgesetzt werden kann. Zusammenfassend
erhilt man als Kenngroflen einer reellen Maximumaufgabe:

e die Menge der Bilder {f(z) : x € X} ist eine Teilmenge der reellen Zahlen,

e je zwei Elemente von {f(z) : x € X} sind vergleichbar und daher kénnen in {f(z) :
x € X} gemiss (5.5) maximale Elemente gesucht werden.

Kommen wir nun zu den Vektoroptimierungsaufgaben. GOPFERT UND NEHSE [GN90]
fassen die Idee der Vektoroptimierung wie folgt zusammen:

»--- Man spricht von Vektoroptimierung, wenn man in einer ir-
gendwie gegebenen Menge M maximale Elemente sucht, wobei M
nicht total geordnet sein muss, sondern nur eine ”schwdicher” Re-
lation “kleiner” gegeben ist.“

Eine Relation R auf einer nichtleeren Menge X ist dabei eine Teilmenge des kartesischen
Produktes X x X, d.h. R C X x X. Von den Lésungskonzepten aus dem vorigen Abschnitt
hat sich nach GOPFERT UND NEHSE das Losungskonzept aus 1. durchgesetzt. Das fiihrt
zu folgender allgemeinen

Definition 5.1.
Es sei M eine nichtleere Menge versehen mit einer Relation. Ein Element z* € M heisst
effizient, wenn es im Sinne der definierenden Relation in M kein z € M gibt, mit

e z# 2" und
o 2" ist kleiner als z.

Die Menge aller solchen Elemente z* € M heisst Menge der nichtdominierten Elemente
von M, Effizienzmenge oder auch Kompromissmenge. O



Reelle und vektorwertige Optimierungsaufgaben o1

Diese (Effizienz-) Definition ist auch giiltig, wenn die Menge M als total geordnet
vorausgesetzt wird, d.h. in M sind je zwei Elemente miteinander vergleichbar. Somit wird
der Optimalitdtsbegriff aus (5.5) ebenfalls in Definition 5.1 erfasst.

Wir betrachten in dieser Arbeit stets M C R™ (fiir gegebenes m € N) und verwenden
folgende Relationen:

Definition 5.2.

Gegeben sei eine natiirliche Zahl m € N sowie Vektoren z = (z1,...,2,)7 € R™ und
w:= (w,...,wy,)T € R™. Dann definieren wir

zZrw zi > w; firallei=1,...,m

Z = w genau dann, wenn z = wund z # w

Z~w weder z > w noch w > z

Gilt fir zwei Vektoren z > w, so sagt man, w wird von z dominiert. Die Menge der
nichtdominierten Elemente einer nichtleeren Menge M C R™ wird als

M(M):={z"€ M :Az€ M mit z > z*} (5.6)
definiert. O

Eigenschaften dieser Relationen werden in Lemma 5.7 behandelt. Orientiert sich ein
Entscheidungstréger an den obigen Relationen, so ist fiir ihn der Vektor z im Fall z > w
mindestens so gut wie der Vektor w. Im Falle z > w wird er z dem Vektor w vorziehen
und im Falle z ~ w ist der Entscheidungstriger indifferent zwischen z und w.

Die allgemeine Definition der Effizienz (siehe Definition 5.1) fiihrt nun mit den Rela-
tionen aus Definition 5.2 zu folgender

Definition 5.3.
Es sei X eine nichtleere Menge und £ : X — R™. Fin Element v* € X heisst pareto-
maximal fir die Vektormazimumaufgabe

vek max f(x), (5.7)

reX
wenn es kein Element x € X gibt, mit
f(x) > f(z").
Der Vektor f(x*) ist dann effizient beziglich {f(z) : x € X}, d.h., f(z*) € M({f(x) :

x € X}). Alle Elemente x* € X mit f(z*) € M({f(z) : © € X}) bilden die Menge der
Lésungen der Vektormazimumaufgabe (5.7) in dieser Arbeit. U
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In Definition 5.3 wird zunéichst nur die Pareto-Maximalitéit erfasst. In dieser Arbeit
werden wir grundsétzlich davon ausgehen, dass die betrachteten Zielfunktionen maximiert
werden sollen. Das stellt keine Einschrinkung der Allgemeinheit dar. Sollte ndmlich eine
Zielfunktion z.B. f; urspriinglich minimiert werden, da diese z.B. als ein Maf} fiir Kosten
angesehen wird, dann betrachte man statt f; die neue Zielfunktion g;(z) := —f;(z), die
nun maximiert werden muss. Es gilt ndmlich

mip f;(r) = — max (— f;(x)) = — max g;(z) (5.8)
Zur Bestimmung der nichtdominierten Elemente einer gegebenen Menge M kann die
Aussage des folgenden Lemmas verwendet werden:

Lemma 5.4.
Es sei M C R™ eine nichtleere Menge. Dann ist z € M(M) genau dann, wenn

Mn{weR" :w; > z,i=1,...,m} ={z}.

Beweis.

?=—": Es sei z € M(M), dann ist gewiss auch z € M N{w € R™ : w; > z;,i =1,...,m}.
Angenommen M N{w € R™ : w; > z,i=1,...,m} D {z}. Dann existiert ein Vektor w
mit w # zund w € M N{w € R™ : w; > z,i =1,...,m}. Insbesondere gilt dann aber
w; > z; fiir alle ¢ = 1,...,m und w; > z; fiir mindestens ein j € {1,...,m}. Das ist ein
Widerspruch, da z als nichtdominiert vorausgesetzt wurde.

7<=": Angenommen es gilt M N{w € R™ :w; > z;,i=1,...,m} = {z} und z ¢ M(M).
Dann existiert nach Definition ein y € M mit y > z, d.h. aber y € M N {w € R™ : w; >
ziyi=1,...,m}, was wiederum zu einem Widerspruch fiihrt. 0]

Im Falle M C R? legt man in jeden Punkt (z,y)? € M ein neues Koordinatensystem
mit Ursprung (z,y)”. Die Koordinatenachsen sollen dabei parallel zu denen des Ursprung-
koordinatensystems sein. Nach Lemma 5.4 ist (z,y)” genau dann nichtdominiert beziiglich
M, wenn im Durchschnitt der Menge M mit dem 1. Quadranten des neuen Koordinaten-
systems nur der Punkt (z,y)T liegt.

Mit (5.2) und Abbildung 5.2 erhalten wir fiir die Effizienzmenge des Einfiihrungsbei-
spieles:

M(M):{<Z1> :zf+4z§:5,2§21§\/5,2220},

d.h. alle Elemente z* € [0, 1] sind pareto-maximal.

Wie man an diesem Beispiel sehen kann, gibt es bei Vektormaximumaufgaben im all-
gemeinen viele Pareto-Maxima. Diese grofie Anzahl an Lésungen ist unserer Meinung nach
nicht als eine Schwéche des Effizienzbegriffes zu werten, sondern vielmehr als ein Zeichen
dafiir, wie kompliziert und schwierig die Entscheidungssituation fiir den jeweiligen Ent-
scheidungstriager ist.
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Da in Definition (5.3) festgelegt wurde, welche Elemente z* € X als Losung der Aufga-
be (5.7) betrachtet werden, miissen die mit den anderen Losungskonzepten aus Abschnitt
5.1 gewonnenen "Losungen” auf Pareto-Maximalitéit gepriift werden. Entsprechende Effi-
zienzaussagen werden in GOPFERT UND NEHSE [GN90] behandelt.

5.3 Lineare Vektormaximumaufgaben

Bei dieser Klasse von Vektormaximumaufgaben werden linearen Zielfunktionen auf einem
zuldssigen Bereich, der durch ein lineares Gleichungssystem beschrieben wird, betrachtet.
Im néchsten Kapitel wird der Zusammenhang zwischen den dort eingefithrten Gleichge-
wichten und linearen Vektormaximumaufgaben verdeutlicht.

Gegeben seien die natiirlichen Zahlen m,n und k sowie Matrizen A € R¥>*" O ¢
R™™ und ein Vektor a € RF. Damit definiert man (siche STEUER [Ste86]) eine lineare
Vektormaximumaufgabe wie folgt:

Definition 5.5.
Unter einer linearen Vektormazimumaufgabe versteht man die Vektormazrimumaufgabe

vek max f(x), (5.9)

zeX

wobei die Menge X gegeben ist durch
X ={xeR": Az =a und x = 0}

und wobei gilt

f1($) Cl11T1+ ...+ CipTy
f(x) = : = : =Cux
fm(2) Crml T1 + .. = Con T
mait
11t Qip Ci1 *** Cip a1
A= , C:= : : und a:=
Ak Akn Cm1 Cmn Qg

Fiir lineare Vektormaximumaufgaben kann mit Hilfe von
A:={t=(t,...,tp,)  €R™ : 1}, >0 fiiralle k= 1,...,m und Ztkzl}
k=1

folgende Charakterisierung von Pareto-Maxima angegeben werden:
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Satz 5.6.
Wir betrachten die lineare Vektormazximumaufgabe aus Definition 5.5. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

1. Ein Element x* € X st ein Pareto-Mazimum von (5.9),

2. Es existiert ein Vektor t = (t,...,t,)" € A, so dass das Element x* € X eine
Lésung der folgenden Maximierungsaufgabe ist:

Der Beweis dieses Satzes wird in STEUER [Ste86] gefiihrt. O

Als Folgerung aus Satz 5.6 kann jedes Pareto-Maximum einer linearen Vektormaxi-
mumaufgabe durch das Losen einer parametrisierten reellen linearen Maximumaufgabe
bestimmt werden. Eine dhnlich Aussage zu der in Satz 5.6 werden wir im néchsten Ka-
pitel in Satz 6.5 fiir Normalformspiele mit vektorwertigen Auszahlungen formulieren und
beweisen.

5.4 Relationen

Wir stellen zunéichst einige Definitionen zusammen, die Relationen betreffen. Dabei um-
gehen wir den Begriff der Ordnung bzw. Halbordnung, da diese in der Literatur nicht
einheitlich definiert werden (fiir unterschiedliche Definitionen von Ordnung bzw. Halbord-
nung siehe zum Beispiel GOPFERT UND NEHSE [GN90]|, DTV-ATLAS ZUR MATHEMATIK
[RS94] oder IyYANAGA UND KawaDpA [IE]).

Eine Relation R auf einer nichtleeren Menge X ist eine Teilmenge des kartesischen
Produktes X x X, d.h. R C X x X. Gehort ein geordnetes Paar (z,y) zu R, so schreibt
man zRy. Gilt R = X x X, d.h. jedes Element z € X steht mit jedem Element y € X in
Relation, so nennt man X total geordnet. R heisst

e reflexiv, wenn xRz fiir alle Elemente x € X gilt,

e irreflexiv, wenn —xRx fiir alle Elemente x € X gilt,

e transitiv, wenn fiir alle Elemente x,y, z € X aus xRy und yRz folgt, dass 2Rz,
e antisymmetrisch, wenn aus xRy und yRx folgt, dass x = y.

Mit diesen Definitionen erhalten wir ein Lemma, das fiir die Ausfiihrungen im siebenten
Kapitel von Bedeutung sein wird.

Lemma 5.7.
Die Relationen =, > und ~ aus Definition 5.2 haben die Eigenschaften:
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1. > ist eine reflexive, antisymmetrische und transitive Relation auf R™,
2. = ist eine wrreflexive und transitive Relation auf R™,

3. ~ st eine reflexive Relation auf R™.

Mit keiner der Relationen >, > oder ~ ist R™ total geordnet. Die Relation ~ ist nicht
transitiv.

Beweis.

Samtliche Eigenschaften kénnen unmittelbar mit Hilfe der Definition 5.2 gezeigt werden.
Als Beispiel dafiir, dass R™ mit keiner der angegebenen Relationen total geordnet ist,
betrachten wir die Vektoren

(1) me (1) wa e (). o0

In Falle, dass R™ mit einer der Relationen total geordnet wire, miisste fiir je zwei Elemente
z,y € R™ die Bedingung xRy oder (im einschliesslichen Sinne) yRx erfiillt sein. Da die
Vektoren A und B nicht beziiglich der Relationen > und > und die Vektoren A und C'
nicht beziiglich der Relation ~ miteinander vergleichbar sind, erhalten wir, dass R”™ mit
keiner der angegebenen Relationen total geordnet ist.

Die Nicht-Transitivitidt der Indifferenzrelation erhélt man ebenfalls aus (5.10), da A ~ B
und B ~ C, aber A > C gilt. O

Gerade das Fehlen der Transitivitéit der Indifferenz-Relation
A~B und B~C, aber AX>C (5.11)
wird uns ausfiihrlich im siebenten Kapitel beschéftigen.

Ein Ansatz zur Losung von Vektoroptimierungsaufgaben geht von der Existenz einer
Skalarisierungsfunktion V' aus, die es erméglicht, die Bestimmung von Pareto-Maxima auf
die Losung reellwertiger Maximumaufgaben zuriickzufithren. Dann ist ein Element z* € X
genau dann Pareto-Maximum von (5.7), wenn das Element z* € X die reelle Maximum-
aufgabe

glea}? V(fl(x)vafm($)) (5'12)

16st. In der Literatur haben wir keine Aussagen zur Existenz solcher Skalarisierungsfunk-
tionen V' mit den geforderten Eigenschaften finden kénnen. Aus praktischer Sicht ist dabei
nicht nur die Existenz, sondern vielmehr die Darstellbarkeit von V' von Bedeutung.

Aktuelle Aufgabenstellungen aus dem Gebiet der Vektoroptimierung behandeln die Mo-
nographien von GOPFERT UND NEHSE [GN90] und EHRGOTT [Ehr00]. In beiden Arbeiten
werden Relationen betrachtet, die von Kegeln erzeugt werden. Das fiihrt unter anderem
dazu, dass bei geeigneter Definition eines Kegels der Vektor (100) besser ist als der Vektor

GL) 2
2,01/"






Kapitel 6

Normalformspiele mit vektorwertigen
Auszahlungen

In diesem Kapitel entwickeln wir die Theorie der Normalformspiele mit vektorwertigen
Auszahlungen. Dabei legen wir neben theoretischen Ergebnissen und Algorithmen zur Be-
stimmung von Pareto-Gleichgewichten besonderen Wert auf das Herausarbeiten von Un-
terschieden zu Normalformspielen mit reellwertigen Auszahlungen.

Im ersten Abschnitt fiihren wir den Begriff des Pareto-Gleichgewichtes ein und disku-
tieren Besonderheiten dieses Gleichgewichtsbegriffes. Im zweiten Abschnitt behandeln wir
den Chararkterisierungsatz, mit dessen Hilfe die Bestimmung von Pareto-Gleichgewichten
auf die Bestimmung von Nash-Gleichgewichten in skalarisierten Spielen zuriickgefiihrt wer-
den kann. Das ermdglicht iiberdies einen eleganten Nachweis der Existenz von Pareto-
Gleichgewichten. Im vorletzten Abschnitt des Kapitels wenden wir uns dann den perfek-
ten Vektor-Gleichgewichten zu und untersuchen, ob diese Gleichgewichte eine Verfeinerung
der Pareto—Gleichgewichte darstellen. Ein Vergleich mit schwachen Pareto-Gleichgewichten
schliesst den inhaltlichen Teil des Kapitels.

6.1 Das Pareto-Gleichgewicht

Ubertragen wir die Idee des Nash-Gleichgewichtes fiir Normalformspiele mit reellwertigen
Auszahlungen auf solche mit vektorwertigen Auszahlungen, so ist diejenige Strategienkom-
bination ein Pareto-Gleichgewicht, bei der ein einseitiges Abweichen eines Spielers von die-
ser Strategienkombination seinen Auszahlungsvektor nicht verbessert. Wieder kénnen wir
ohne Einschrinkung der Allgemeinheit davon ausgehen, dass jeder Spieler seine einzelnen
Ziele maximieren mochte (siehe dazu die Ausfithrungen zu (5.8)).

Das fiihrt zu folgender

Definition 6.1.
Es sei N* := (I;(Q:)ier; (H;)icr) die gemischte Erweiterung des endlichen n-Personen-
Normalformspiels mit vektorwertigen Auszahlungen N := (I; (®;)icr; (hi)ier)-

o7
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1. Eine Strategienkombination ¢* := (¢5,...,q¢:) € Q ist genau dann ein Pareto-Gleich-
gewicht von N*, wenn fiir alle Spieleri (i € I) gilt

Hi((q1; - -5 4n)) € M{Hi((¢:,47)) : i € Qi}), (6.1)

wobei M wie in Definition 5.2 gegeben ist.
2. Eine Strategienkombination ¢* := (¢7,...,¢) € ® ist genau dann ein Pareto-Gleich-
gewicht von N, wenn fiir alle Spieleri (i € I) gilt

hi((91, -+, 0)) € M{hil(93, 025)) = di € i) (6.2)
0J

In der Definition eines Normalformspiels mit vektorwertigen Auszahlungen sind wir
davon ausgegangen, dass fiir mindestens ein i (i € I) d; > 2 gilt. Der Fall d; = 1 fiir alle i
(1 € T) wird aber in Definition 6.1 auch abgedeckt. Damit ¢* ein Pareto—GleichgeWicht ist,
darf es fiir alle ¢ (¢ € I) nach (6.1) kein ¢; € Q; geben so dass H;(q*) von H;((G;,q*;) domi-
niert wird, d.h. aber: es gibt kein ¢; mit H;((¢;, ¢*;)) > Hi((¢},q";)) . Das entspricht der De-
finition 3.1 eines Nash-Gleichgewichtes. Das Nash-Gleichgewicht ist also ein Spezialfall des
Pareto-Gleichgewichtes; da letzteres viel dlter ist, wurde in der spieltheoretischen Literatur
diese Bezeichnung aus den Wirtschaftswissenschaften iibernommen. Das im ersten Kapitel
verbal eingefiihrte strenge Pareto-Gleichgewicht entspricht hier dem Pareto-Gleichgewicht.

Fiir jeden Spieler i (i € I) und jede Strategienkombination ¢_; € @Q_; fiir die anderen
Spieler definiert man

BRi(q-i) = {¢ € Qi : Hi((g5,4-:)) € M{Hi((Gi,q+)) - & € Qi})} (6.3)

als die Menge der Pareto-besten Antworten von Spieler ¢ auf ¢_;. Dann gilt mit Definition
6.1: Eine Strategienkombination ¢* = (¢i, ..., ¢}) ist genau dann ein Pareto-Gleichgewicht
von N*, wenn alle Strategien ¢ aus ¢* wechselseitig Pareto-beste Antworten sind, d.h.
wenn fiir alle Spieler ¢ (i € I) gilt: ¢f € BR;i(¢*;)-

In den Worten der Vektoroptimierung bedeutet die Bedingung (6.1) bzw. (6 2), dass
fiir jedes i (i € I) die Vektoren H;(q*) bzw. h;(¢*) effizient beziiglich {H;((¢:;,¢%;)) : ¢ €
Qi} bzw. {hi((¢:,¢%;)) : ¢; € ®;} sind. Da nach (2.4) die Komponenten von H; lineare
Funktionen in ¢; bei festem ¢_; € ()_; sind, ist g; beste Antwort auf ¢_; genau dann, wenn
g; die lineare Vektormaximumaufgabe

vek max H;((qi,q—;))

7€Qi
(siehe Definition 5.5) 16st.

In der Definition des Nash-Gleichgewichtes (siehe Definition 3.1) hatten wir zwischen
einem Nash-Gleichgewicht ¢* € ® in der gemischten Erweiterung A* und einem Nash-
Gleichgewicht ¢* € ® von N unterschieden. Die Bemerkung im Anschluss an das Lemma
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3.2 zeigte aber, dass ¢* € ® genau dann ein Nash-Gleichgewicht von N* ist, wenn ¢* ein
Nash-Gleichgewicht von A ist. Eine solche Beziehung gibt es bei Pareto-Gleichgewichten
nicht mehr.

Um das zu zeigen, betrachten wir das Ein-Personen-Normalformspiel N := ({1}, @y, hy)
mit

By = {1,2,3}, (1) = @ h(2) = @) und  (3) = @ (6.4)

In Abbildung 6.1 sind alle Auszahlungsvektoren hi(¢1) (¢; € ®;) und im schattierten
Bereich die Auszahlungsvektoren abgetragen, die der Spieler bei Verwendung gemischter
Strategien erhalten kann. Mit Hilfe des zweiten Koordinatensystems und Lemma 5.4 er-
halten wir das Ergebnis, dass die Strategien 1 und 2 Pareto-Gleichgewichte von N* sind.
Dagegen sind alle reinen Strategien 1,2 und 3 Pareto-Gleichgewichte von A, da gilt

wanc-scon {3 ()

>
>

Abbildung 6.1: Beispiel zu Pareto-Gleichgewichten von A* und von N.

Es gilt aber noch die folgende Aussage:

Lemma 6.2.

Es sei N* := (I;(Q)ier; (H;)icr) die gemischte Erweiterung des endlichen n-Personen-
Normalformspiels mit vektorwertigen Auszahlungen N := (I; (®;)icr; (hi)ier). Ist ¢* € ®
ein Pareto-Gleichgewicht von N*, dann ist ¢* ein Pareto-Gleichgewicht von N .

Beweis.
Angenommen ¢* ist kein Pareto-Gleichgewicht von N, dann existiert ein 7 (i € I) und ein
(bz' € q)z mit B

hi((63, ¢3)) = hi((67, 0%5)) -
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Da allgemein H;(¢) = h;(¢) fiir alle ¢ € ® gilt, folgt
Hi((hi, ¢7,)) = Hi((¢7,97,))

d.h. H;(¢*) wird dominiert in N'*, was ein Widerspruch zur Voraussetzung ist. O

Eine weitere Besonderheit bei Normalformspielen mit vektorwertigen Auszahlungen
betrifft die Uberpriifung der Behauptung, ob eine gegebene Strategienkombination ¢* ein
Pareto-Gleichgewicht darstellt. In Lemma 3.2 hatten wir gesehen, dass ¢* € () genau dann
ein Nash-Gleichgewicht ist, wenn fiir jeden Spieler i (i € I) die Ungleichung H;(¢*) >
H;((¢i, q*;)) fiir jedes ¢; € ®; erfiillt ist. Eine analoge Aussage fiir vektorwertige Normal-
formspiele wiirde so aussehen: ¢* € @ ist ein Pareto-Gleichgewicht genau dann, wenn H;(q¢*)
von keinem der Vektoren aus der Menge { H;((¢, ¢*;)) : ¢; € ®;} dominiert wird. Leider ist
diese Aussage im allgemeinen falsch. Um das zu zeigen betrachten wir wieder das vektor-
wertige Ein-Personen-Normalformspiel aus (6.4). Wie aus Abbildung 6.1 hervorgeht, sind
alle ¢i € @, Pareto-Gleichgewichte, fiir die H;(¢}) auf der Verbindungsgerade der Punkte
(2) und (}) liegt. Mit der gemischten Strategie ¢; := (1/2,0,1/2)” erhalten wir den Aus-
zahlungsvektor H;(q;) = (g), der auf der Verbindungsgerade der Punkte (g) und (i) liegt.
Damit wird aber H;(g) von keinem der Vektoren aus {H;(¢1): ¢1 € @1} ={(2), (). (1)}
dominiert. Der Schluss, dass ¢; ein Pareto-Gleichgewicht ist, kann aber nicht gezogen wer-

den, da der Vektor (2) nicht auf der Verbindungsgerade der Punkte (5) und (g) liegt.

Es muss erwidhnt werden, dass in Definition 6.1 stets paarweise verglichen wird, d.h.
eben H;(q*) mit H;((¢:,q*;)). Daher bringt das Fehlen der Transitivitit der Indifferenzre-
lation ~ (siehe (5.11)) keine Schwierigkeit mit sich.

Beispiel

Fiir das Bimatrixspiel aus Abbildung 6.2 bestimmen wir nun formal und graphisch die
Menge aller Pareto-Gleichgewichte.

Setzen wir ¢, := (z,1 —z)" (x € [0,1]) und ¢» := (y,1 —y)* (y € [0, 1]), dann folgt

—12y+6)z+4y+2

(Ty—4)z—>5y+5

) und  H((q1, g2)) = <(—2x+1)y—3x+5>.

(=3z+1)y—a+2

Hi((q1,2)) = <(

Zeichnet man die Funktionen —12y + 6 und 7y — 4 sowie —22 + 1 und —3x + 1, so
konnen die Menge der Pareto-besten Antworten fiir jeden Spieler (siehe (6.3)) ermittelt
werden:

@, firyel0,1/2) oder y € (4/7,1]

BRy(q2) =
@) { (O} firy e 1/2,4/7
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Abbildung 6.2: Ein Bimatrixspiel mit vektorwertigen Auszahlungen.

und

{(¢)} firz €[0,1/3]
BRy(q1) = Q.  fiirz e (1/3,1/2)

{7} fiirz € [1/2,1]

Mit der Bemerkung im Anschluss an (6.3) ist (¢},q5) € @ genau dann ein Pareto-
Gleichgewicht, wenn ¢ € BR;(¢3) und ¢5 € BR»(q}) gilt. Damit sind alle ((,*_), (lﬁy))
mit

R R (B R CE Y P

die Pareto-Gleichgewichte des Spieles in Abbildung 6.2. Die obige Menge ist in Abbildung
6.3 dargestellt.

Da die Menge der Pareto-Gleichgewichte iiberabzahlbar ist, folgt, dass eine analoge
Aussage zu Satz 3.6 fiir Normalformspiele mit vektorwertigen Auszahlungen im allgemeinen
nicht gelten kann. Das Beispiel zeigt iiberdies, dass die Menge der Pareto-Gleichgewichte
nicht abgeschlossen beziiglich () zu sein braucht, was nach der Bemerkung zu Satz 3.4 bei
Nash-Gleichgewichten in Normalformspielen mit reellwertigen Auszahlungen stets der Fall
ist.

6.2 Charakterisierung und Existenz von
Pareto-Gleichgewichten

In diesem Abschnitt behandeln wir den Charakterisierungssatz fiir Pareto-Gleichgewichte
in Normalformspielen mit vektorwertigen Auszahlungen. Diese Aussage ist aus theoretisch



62 Normalformspiele mit vektorwertigen Auszahlungen

DOl I~
t t

=
Do —

Abbildung 6.3: Zu den Pareto-Gleichgewichten des Spieles aus Abbildung 6.2.

wie praktischer Sicht interessant, da sie sowohl fiir den Beweis der Existenz von Pareto-
Gleichgewichten als auch zur Bestimmung aller Pareto-Gleichgewichte herangezogen wer-
den kann. Die Kernidee im Charakterisierungssatz besteht in der Umwandlung eines Nor-
malformspiels mit vektorwertigen Auszahlungen in ein zugehériges Normalformspiel mit
reellwertigen Auszahlungen.

Das zu einem Normalformspiel mit vektorwertigen Auszahlungen gehorende skalarisier-
te Normalformspiel wird wie folgt definiert:

Definition 6.3.

Es sei N* := (I;(Qy)ier; (Hy)ier) die gemischte Erweiterung des endlichen n-Personen-
Normalformspiels mit vektorwertigen Auszahlungen N := (I (®;)icr; (hi)icr). Weiterhin
seien beliebige Vektoren a; € R% (i € 1) gegeben. Fiir jedes ¢ € ® betrachten wir die
reelle Zahl al hi(¢) und damit das endliche n-Personen-Normalformspiel mit reellwertigen
Auszahlungen

N = (1 (®3)ier; (a; hi)ier) -
(w steht fiir ,weighted). Die gemischte Erweiterung von Ny wird mit

[N l" = (I; (Qi)ier; (af Hi)ier) (6.5)
bezeichnet. OJ

Zuniichst miisste in (6.5) fiir die Bezeichnung der Auszahlungen zum Beispiel H; gewshlt
werden, fiir die nach Definition 2.3

Hi(g) = q(9) - [a] hi(9)]

ped
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fiir jeden Spieler i (i € I) und jede Strategie ¢ € @ gilt. Da jedoch

Hi(q) =) a(d) [a] hi($)] = al > a(¢) hi(¢) = af Hy(q)

PpeD ped

erfiillt ist, schreiben wir statt H; kurz al’ H;. Weiterhin kann die Bildung der gemischten Er-
weiterung und die Skalarisierung bei diesen Normalformspielen vertauscht werden. Bilden
wir zum Spiel N zuerst die gemischte Erweiterung N* und anschlieend das skalarisierte
Spiel [N* ]y := (I;(Qi)ier; (H:)ier), so erhalten wir fiir die Auszahlungen

Hy(q) =al > a(d)-hi(¢) = a(¢)[a] hi(¢)] = af Hilg).

PpeD Pped

Also sind die Auszahlungen in den Spielen [N* ]y, und [N ]* fiir jeden Spieler i (i € I)
und jedes ¢ € @ gleich. Dies schreiben wir als [N* ], = [N, |*. O

Im Beweis des nachfolgenden Satzes verwenden wir ein Lemma, dessen Beweis sich zum
Beispiel in [Tij85] findet:

Lemma 6.4.

Es sei d eine gegebene natirliche Zahl und P C R? ein Polytop, d.h. P ist die konveze
Hiille endlich vieler Vektoren vy, ..., v, € RY. Ist z € P ein nichtdominiertes Element von
P, d.h., z € M(P), dann ezistiert ein Vektor u = (uy,...,uq)’ € R mit u; > 0 fiir alle
1=1,...,d und

w2z > ux firale xeP. ([l

Wir definieren zu einem Normalformspiel N := (I; (®;);er; (h;)ier) fiir jeden Spieler i (i € I)
d;
Nj = {0 = (a1, ... aig,)" €RY tay >0 firalle k =1,...,d; und Y a;; =1}
7j=1

und erhalten den angekiindigten Charakterisierungssatz fiir Normalformspiele mit vektor-
wertigen Auszahlungen.

Satz 6.5.
Es sei N* := (I;(Qy)ier; (Hy)ier) die gemischte Erweiterung des endlichen n-Personen-
Normalformspiels mit vektorwertigen Auszahlungen N := (I; (®;)ier; (hi)icr). Dann gilt:

1. Ist fir Vektoren a; € A; (i € 1) die Strategienkombination ¢* € @ ein Nash-
Gleichgewicht von [Ny |*, dann ist ¢* ein Pareto-Gleichgewicht von N*.

2. Ist ¢* € Q ein Pareto-Gleichgewicht von N*, dann existiert fiir jedes i (i € I) ein
Vektor a; € A\, so dass q¢* Nash-Gleichgewicht von [N* ]y ist.
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Beweis.

1. Es sei ¢* ein Nash-Gleichgewicht von [N, |*. Wir miissen zeigen, dass (6.1) fiir alle i
(i € I) gilt. Dazu nehmen wir an, dass ¢* kein Pareto-Gleichgewicht von A/* ist. Dann
existiert ein ¢ (i € I) und ein ¢; € Q; mit

Hi((d:,9%,)) = Hi(q") -
Mit a; € A; erhalten wir, da ¢* ein Nash-Gleichgewicht von [N, ]* ist

ai Hi((Gi,a"5)) > ai Hi(q") > of Hi((g:,4%:))  Vai € Qs

Diese strikte Ungleichung ist jedoch nicht erfiillbar fiir ¢; := ;.
2. Es sei ¢* ein Pareto-Gleichgewicht von A*. Nun wihlen wir ein ¢ (¢ € I) und definieren

d:=d;, z:=H;(q*) und P :={H;((¢:;,q";)): ¢ € Q;}.
Dann ist P ein Polytop in R%, da
{Hi((Qi,Qii)) 1qi € Qi} = { Z ¢i(9i) Hi((0i,q%;)) s @i € Qi} .
$i€D;

Da nach Voraussetzung ¢* ein Pareto-Gleichgewicht ist, ist der Vektor z nichtdominiert in
P. Nach Lemma 6.4 existiert ein Vektor u; := (u, ..., ug)? € R% mit u;; > 0 fiir alle
j=1,...,d; und

uj Hi<q*> > uj @ Vo € {Hi((gi,q")) - 4 € Qi}
ul Hi((giq%;))  Vai € Qi (6.6)
Setzen wir
U
a; = ——,

d;
23:1 Usij
so ist a; € A\;. Mit Ungleichung (6.6) folgt

a; Hi(q") 2 a; Hi((a1,0))  Vai € Qi

d.h., ¢* ist ein Nash-Gleichgewicht von [N*],. Da wir i beliebig gewihlt hatten, folgt die
Behauptung. O

Nach Definition 6.1 ist in einem Ein-Personen-Normalformspiel mit vektorwertigen Aus-
zahlungen N := ({1}, @1, h;) die gemischte Strategie ¢; € @1 ein Pareto-Gleichgewicht von
N* genau dann, wenn H;(q;) € M({H(q1) : 1 € Q1}) gilt. Die Bestimmung eines solchen
¢; kann als eine spezielle lineare Vektormaximumaufgabe (siehe Abschnitt 5.3) aufgefasst
werden. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kann dabei ®; = {1,...,n} angenommen
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werden. Die Komponenten von h; werden mit hy, ..., hg, bezeichnet. Setzt man M := 1,
n:= |®;| und m := d;, sowie
hi(1) hy(2) --- hi(n)
A=(1,1,...,1), C:= : : und a:=1,
n—mal hm(l) hm(2) s hm(TL)

so ist das Element z* € X eine Losung der linearen Vektormaximumaufgabe (5.9) aus
Definition 5.5, wenn ¢ := z* ein Pareto-Gleichgewicht von N* ist und umgekehrt. Mit
Satz 6.5 haben wir somit im Falle des Ein-Personen-Normalformspieles mit vektorwertigen
Auszahlungen einen Spezialfall von Satz 5.6 formuliert und bewiesen.

Beispiel

Wir demonstrieren nun die Bestimmung von Pareto-Gleichgewichten mit Hilfe der ersten
Aussage aus Satz 6.5 anhand des Bimatrixspiel aus Abbildung 6.2.

Mit a; := (A, 1=X)T (A € (0,1)) und ay := (u, 1 — p)" (1 € (0,1)) bilden wir das zu N
gehorende skalarisierte Normalformspiel A,,. Dieses Spiel ist in Abbildung 6.4 dargestellt.

—
D2 2
—142p 14+p
1
3—3A 147X
3+ 3u 2+ 3p
2
6 5—3X\
P

Abbildung 6.4: Das zu N aus Abbildung 6.2 gehiorende parametrisierte Spiel Ny.

In den Abbildungen 6.5 bis 6.9 werden in der linken Graphik Aussagen iiber Pareto-
beste Antworten der Spieler auf eine gegebene gegnerische Strategie gemacht:

e Fiir jeden Punkt (x,y) auf der gepunkteten Linie gilt: (ﬁy) ist Pareto-beste Antwort
des Spielers 2 auf (lfx)

e Fiir jeden Punkt (z, y) auf der gestrichelten Linie gilt: (,” ) ist Pareto-beste Antwort
des Spielers 1 auf (ﬁy).



66 Normalformspiele mit vektorwertigen Auszahlungen

In der rechten Graphik wird jeweils der Bereich B, der dadurch entsteht, dass A und p die
in der Abbildungsbeschriftung aufgefiihrten Intervalle durchlauft, schattiert oder mit Hilfe
von Punkten dargestellt. Fiir B gilt:

e Ist (z,y) € B, soist ((,%,), (lfy)) ein Nash-Gleichgewicht von [N ]*.

Da fiir alle o € (0,1) sowohl —1+2u < 14 p als auch 3+ 3p > 2+ 3p gilt, ergeben sich
daraus die Abweichungspfeile fiir Spieler 2 in Abbildung 6.4. Beziiglich des Parameters A
miissen wir einige Fallunterscheidungen durchfiihren:

Yy y
A
1 ........... . T 1 % .:
4—10) i /
YESTO - - — = %
4 4 /%
7 7
1 1
D) P)
é » @ } j
00 1 1 . 00 11 1 X
3—p 2 R)

Abbildung 6.5: Beste Antworten (links) und Gleichgewichtsbereich (rechts) in Spiel [N, ]*
fiir A € (0,3) und g € (0,1) beliebig.

Es sei A € (0, %) Dann ist 3 — 3X > 6\ und 5 — 3XA > 1 + 7\. Damit besitzt das Spiel
[Ny |* genau ein Gleichgewicht in gemischten Strategien, dass mit Hilfe von Lemma 3.3
als Losung eines linearen Gleichungssystems bestimmt werden kann. Wir erhalten mit der
Schreibweise ¢; = (2,1 — )T und ¢ = (y,1 — y)T:

¥ =—— und y*= . 6.7
p (6.7)

Abbildung 6.5 stellt diesen Fall graphisch dar.
Ist A € (%,2), dann folgt 3 — 3\ < 6\ und 5 — 3\ > 1 + 7). Damit besitzt das Spiel

375
[Ne ]* genau ein Gleichgewicht in reinen Strategien, némlich ((7), (})). Dieser Fall wird in

Abbildung 6.6 auf Seite 67 graphisch dargestellt.

Fiir den Fall A € (2,1) erhalten wir 3 — 3\ < 6\ und 5—3X < 1+ 7A. Das Spiel [N, ]*
hat damit genau 3 Nash-Gleichgewichte: ((}), (), ((3), (})) und ((lfw), (lgy)) mit z*

und y* aus (6.7). Abbildung 6.7 auf Seite 67 stellt diesen Fall graphisch dar.

In den Fillen A =  und A = 2 besitzt das Spiel [N ]* jeweils iiberabzihlbar viele
Nash-Gleichgewichte, wie aus den Abbildungen 6.8 und 6.9 auf Seite 68 hervorgeht. O
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y y
1 @ eeecccccces L ) 1i
4—10A
7—19A
4 4
7 7
1 1
2 2
0 é > X 0 : —> X
0 11 1 0 11 1
3—p 2 3

Abbildung 6.6: Beste Antworten (links) und Gleichgewichtsbereich (rechts) in Spiel [N, ]*
fiir A € (£,2) und p € (0,1) beliebig.

375

DOl

-
4

ol

b
D
Z

o
1
3—p 2
Abbildung 6.7: Beste Antworten (links) und Gleichgewichtsbereich (rechts) in Spiel [N, ]*
fiir A € (2,1) und p € (0,1) beliebig.

Als eine Anwendung des Charakterisierungssatzes erhalten wir:

Satz 6.6.

Es sei N* := (I;(Qy)ier; (Hy)ier) die gemischte Erweiterung des endlichen n-Personen-
Normalformspiels mit vektorwertigen Auszahlungen N := (I (®;)ier; (hi)ier). Dann besitzt
N* mindestens ein Pareto-Gleichgewicht.

Beweis.

Wir wihlen beliebige Vektoren a; € A; (i € I). Dann garantiert Satz 3.4 die Existenz eines
Nash-Gleichgewichtes ¢* € @ von [Ny |*. Die erste Aussage von Satz 6.5 zeigt, dass ¢* ein
Pareto-Gleichgewicht von N'* ist. O
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y y

] Qe ¢ —_——— 1i—o

4 4

7 7

1 1

2 2

0 0 o > X > X

0 11 1 00 11 1
3—p 2 3 2

Abbildung 6.8: Beste Antworten (links) und Gleichgewichtsbereich (rechts) in Spiel [N, ]*
fiir A = % und p € (0,1) beliebig.

y

14

41

7

1]

2
: 0 o o> X

0 1 1 1 0 1 1 1

3—p 2 3 32

Abbildung 6.9: Beste Antworten (links) und Gleichgewichtsbereich (rechts) in Spiel [N, ]*
fiir A = 2 und p € (0, 1) beliebig.

Der folgende Algorithmus fasst das Vorgehen aus dem oben behandelten Beispiel zu-

Sammen:

Algorithmus 6.7.
Es sei N* := (I;(Qy)ier; (H;)ier) die gemischte Erweiterung des endlichen n-Personen-
Normalformspiels mit vektorwertigen Auszahlungen N := (I; (®;)icr; (hi)ier)-

1. Wihle fir alle i (i € I) beliebige Vektoren a; € A;.
2. Bestimme alle Nash-Gleichgewichte von (I;(Q;)icr; (al H;)icr).

3. Wihle andere Vektoren a; € /\; und wiederhole Schritt 2. l



Perfekte Vektor-Gleichgewichte 69

Wenn alle Tupel (ay,...,a,) von Vektoren a; € /\; im Algorithmus betrachtet wer-
den, so erhalten wir nach Satz 6.5 auch alle Pareto-Gleichgewichte. Da die Menge der
moglichen Tupel (ay,...,a,) jedoch iiberabzéhlbar ist, wird die Bestimmung aller Pareto-
Gleichgewichte mit Hilfe von Algorithmus 6.7 im allgemeinen nicht moglich sein.

6.3 Perfekte Vektor-Gleichgewichte

In diesem Abschnitt fiihren wir die perfekten Vektor-Gleichgewichte ein und zeigen, dass zu
jedem n-Personen-Normalformspiel mit vektorwertigen Auszahlungen ein perfektes Vektor-
Gleichgewicht existiert. Zwei interessante Effekte konnen dabei auftreten, die Unterschiede
zwischen perfekten Gleichgewichten in Normalformspielen mit reellwertigen- bzw. vektor-
wertigen Auszahlungen aufzeigen.

In Analogie zur Definition eines perfekten Gleichgewichtes in Normalformspielen mit
reellwertigen Auszahlungen zeichnet sich ein perfektes Vektor-Gleichgewicht ¢* dadurch
aus, dass jedes ¢ eine Pareto-beste Antwort auf eine Folge von vollsténdig gemischten
Strategienkombinationen ist, die ihrerseits gegen ¢* konvergiert. Wir erhalten also

Definition 6.8.
Es sei N* := (I;(Qy)ier; (H;)ier) die gemischte Erweiterung des endlichen n-Personen-
Normalformspiels mit vektorwertigen Auszahlungen N := (I (®;);er; (hi)icr). Eine Strate-

gienkombination ¢* = (qi,...,q;) € Q ist genau dann ein perfektes Vektor-Gleichge-

wicht von N*, wenn eine Folge (qgk), o ,qn ) € Q existiert, so dass fir alle i (i € 1) gilt:

1. C(¢®) = @, fir alle k € N,
2. qfk) — qF fir k — oo, d.h., fir alle ¢; € ®; gilt q§k)(¢i) — qi(¢i) fir k — oo, und
3. Hy((q:,q™)) € M{H:((4:,4")) : ¢: € Q;}) fiir alle k € N, O

Die zwei uns hier interessierenden Effekte werden wegen ihrer Wichtigkeit im folgenden
Satz zusammengefasst.

Satz 6.9.
Es existiert mindestens ein endliches Zwei-Personen-Normalformspiel mit vektorwertigen
Auszahlungen, fir das gilt:

1. Es gibt perfekte Vektor-Gleichgewichte, die keine perfekten Gleichgewichte in einem
skalarisierten Normalformspiel sind.

2. Es qgibt perfekte Vektor-Gleichgewichte, die keine Pareto-Gleichgewichte sind. Damit
stellen die perfekten Vektor-Gleichgewichte kein Auswahlkonzept dar.
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Abbildung 6.10: Ein Bimatrixspiel mit vektorwertigen Auszahlungen.

Bewelis.

Der Beweis dieses Satzes wird konstruktiv gefiihrt. Dazu betrachten wir das Bimatrixspiel
in Abbildung 6.10.

Wir zeigen zunéchst, dass ¢* mit ¢* := ((}ﬁ), ((1))) kein Pareto-Gleichgewicht von N* ist.
Dazu nehmen wir an, ¢* wire doch ein Pareto-Gleichgewicht. Dann folgt mit ¢} := (1/2),

1/2
g = (,*,) (v €10,1]) und ¢} == (})

)= (7)) wa i - ())<= ()

Setzen wir z = 0, so folgt

()= (7) = me = (77).

Damit kann ¢* kein Pareto-Gleichgewicht sein.

Als nichstes wird gezeigt, dass ¢* ein perfektes Vektor-Gleichgewicht von N* ist. Wir
definieren fiir jedes k € N

1
) ._ (1/2> k) ._ <1 - ﬁ)
q = und ¢y = .
1/2 ﬁ

Dann gilt fiir jedes ¢ (i = 1,2) sowohl C(qfk)) = {1,2} = &, fiir alle £ € N als auch
ql(k)(qﬁz-) — ¢ (¢;) fiir £ — oo und alle ¢; € ;. Wir zeigen zuerst, dass g; Pareto-beste

Antwort auf qgk) fiir jedes k € N ist. Allgemein erhalten wir mit g, := (ﬁy) (y €[0,1])

Hy((¢1”, 42)) = % <_13> +y Gg) -



Perfekte Vektor-Gleichgewichte 71

Daraus folgt, dass ((1)) Pareto-beste Antwort auf qgk) fiir alle £ € N ist, da nur fiir y = 1
der Vektor Hg((qgc), ¢2)) nichtdominiert ist.
Nun zeigen wir, dass ¢ Pareto-beste Antwort auf qék) fiir jedes k € N ist. Es gilt fiir jedes

a:=(,2,) (z€[0,1])

miwi=(1-3) ()57

Da fiir jedes k£ € N die Ungleichungen —2 + % < 0 und ﬁ > 0 erfiillt sind, ist fiir jedes

x € [0, 1] der Vektor (lfm) Pareto-beste Antwort auf qék), also auch (}g)

Als letztes beweisen wir, dass es keine Vektoren a; € A; (i = 1,2) gibt, so dass ¢* ein
perfektes Gleichgewicht von [N, |* ist. Zuniichst bilden wir mit a; := (A, 1-A)" (A € (0,1))
und ap := (p, 1 — )" (p € (0,1)) das zu N gehorende skalarisierte Normalformspiel AVy.
Dieses Spiel ist in Abbildung 6.11 dargestellt.

1—2p 1—4p

—on (1402
i 1-2 + T

1 —2p 0

Abbildung 6.11: Das zu A gehorende parametrisierte Spiel Ny.

Fiir die Abweichungspfeil haben wir folgende Beziehungen verwendet: Aus A € (0, 1)
folgt sowohl 1 —2XA <1 — X als auch (14 \)/2 > 0. Wegen p > 0ist 1 —4p <1 —2p.

Angenommen ¢* wire ein perfektes Gleichgewicht in einem Spiel [N |* mit gewissen
Vektoren a; € A; (i =1,2). Dann folgt aus Satz 3.9, dass ¢* auch ein Nash-Gleichgewicht
sein muss. Abbildung 6.11 zeigt nun aber, dass Spieler 1, wenn Spieler 2 (é) spielt immer
seine reine Strategie 2 wihlen wird, d.h. (1/2,1/2)7T ist keine beste Antwort von Spieler 1
auf ((1)) und kann damit keine Gleichgewichtsstrategie sein. Das ist ein Widerspruch. [

Insbesondere zeigt der obige Satz, dass im allgemeinen die zweite Aussage aus Satz
6.5 nicht auf perfekte Vektor-Gleichgewichte und perfekte Gleichgewichte verallgemeinert
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werden kann. Jedoch kann die folgende Aussage, die ein Analogon zur ersten Aussage
darstellt, erhalten werden:

Satz 6.10.

Es sei N* := (I;(Q:)ier; (H;)icr) die gemischte Erweiterung des endlichen n-Personen-
Normalformspiels mit vektorwertigen Auszahlungen N := (I; (®;)icr; (hi)ier). Ist fiir Vek-
toren a; € /\; (i € I) q* ein perfektes Gleichgewicht von [Ny ]*, so ist ¢* ein perfektes
Vektor-Gleichgewicht von N*.

Beweis.
Da ¢* = (¢},...,¢) € Q ein perfektes Gleichgewicht von [N |* ist, existiert eine Folge
(q%k), e qq(lk)) € (@, die nach Definition 3.7 die Punkte 1. und 2. sowie fiir alle k € N

)

al Hi((q,a")) > af Hi((4:,a"%))  Vaie @ (6.8)

erfiillt. Diese Folge (th), . qn ) € @ geniigt auch den Punkten 7. und 2. aus Definition
6.8. Angenommen Punkt 3. wére nicht erfiillt. Dann existiert ein i (i € I), ein kg € N und
ein ¢; € Ql mit

Hi((@:0%) = Hil(7 4%) -

Damit folgt aber fiir alle ¢; € @Q; mit (6.8)

af H((@ ") > of H((a;.a") > af Hi((a:.4"7).

Diese Ungleichung ist gewiss nicht fiir ¢; := ¢; erfiillt, was ein Widerspruch ist. Damit ist
¢ auch ein perfektes Vektor-Gleichgewicht. O

Die Existenz mindestens eines perfekten Vektor-Gleichgewichtes liefert

Satz 6.11.

Es sei N* := (I;(Qy)ier; (Hy)ier) die gemischte Erweiterung des endlichen n-Personen-
Normalformspiels mit vektorwertigen Auszahlungen N := (I (®;)ier; (hi)ier). Dann besitzt
N* mindestens ein perfektes Vektor-Gleichgewicht.

Beweis.

Wir wéhlen fiir jedes i (i € I) einen Vektor a; € A; und betrachten das Normalformspiel
[Ny ]*. Nach Satz 3.8 besitzt [N, ]* ein perfektes Gleichgewicht ¢* € Q. Aus Satz 6.10
folgt, dass ¢* auch ein perfektes Vektor-Gleichgewicht ist. U

Obwohl die Existenz und Bestimmung von Vektor-Gleichgewichten durch die Sétze 6.11
und 6.10 gesichert bzw. moglich ist, zeigt doch Satz 6.9, dass nicht jedes perfekte Vektor-
Gleichgewicht auch ein Pareto-Gleichgewicht sein muss. Damit ist eine analoge Aussage zu
der von Satz 3.9 nicht mehr giiltig. Da das perfekte Vektor-Gleichgewicht also insbesondere
kein Verfeinerungskonzept des Pareto-Gleichgewichtes darstellt, werden wir in dieser Arbeit
nicht mehr darauf eingehen.
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6.4 Schwache Pareto-Gleichgewichte

In diesem Abschnitt betrachten wir mit dem schwachen Pareto-Gleichgewicht, ein Gleich-
gewichtskonzept, dass BORM ET. AL. ihrer Ver6ffentlichung [BvMT99] zugrundegelegt ha-
ben. Da wir im Verlauf dieser Arbeit nicht mehr auf dieses Konzept zurtickkommen werden,
fithren wir die Definition nur fiir Zwei-Personen-Normalformspiele ein:

Definition 6.12.

Es sei mit I = {1,2} das Spiel N* = (I;(Q;)icr; (H;)icr) die gemischte Erweiterung
des endlichen Zwei-Personen-Normalformspiels mit vektorwertigen Auszahlungen N =
(I; (®;)icr; (hi)icr). Die Strategienkombination ¢* = (¢}, ¢3) € Q ist genau dann ein schwa-
ches Pareto-Gleichgewicht von N*, wenn fir alle i (i € {1,2}) gilt: Es ezistieren kein
1 € Q1 und kein g € Qo mit

wobei H;; die j-te Komponente des Vektors H; (i € {1,2}) bezeichnet. O

Unterschiede zwischen Pareto- und schwachen Pareto-Gleichgewichten verdeutlicht das
Ein-Personen-Normalformspiel mit vektorwertigen Auszahlungen N := ({1}, ®y, h1) mit

By = (1,2}, hi(1) = (2) und  y(2) = @

>
>

101

2,

t t + + —» X
00 2 4 6 8 10

Abbildung 6.12: Unterschiede zwischen Pareto- und schwachen Pareto-Gleichgewichten.

In Abbildung 6.12 sind die Auszahlungsvektoren H;(q;) fiir alle ¢; € @, dargestellt.
Das Spiel N besitzt genau ein Pareto-Gleichgewicht, nimlich die reine Strategie 2. Jedoch
sind alle ¢; € Q)1 schwache Pareto-Gleichgewichte, da fiir keinen Auszahlungsvektor H;(q;)
ein Auszahlungsvektor H;(q;) existiert, der in beiden Komponenten grosser wére.
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Es kann aber gezeigt werden, dass jedes Pareto-Gleichgewicht auch ein schwaches
Pareto-Gleichgewicht darstellt. Ist ndmlich ¢* ein Pareto-Gleichgewicht, so existiert fiir
keinen Spieler i (i € I) ein ¢; € Q; mit H;((q;,q%;)) = Hi(¢"). Damit existiert natiirlich
erst recht keine Strategienkombination, die zu einem Auszahlungsvektor fithren wiirde, der
echt besser in jeder Komponente ist. Diese Teilmengenbeziehung unter den Gleichgewichts-
konzepten mag SHAPLEY [Sha59] dazu angeregt haben, zwischen schwachen und strengen
Pareto-Gleichgewichten zu unterscheiden. Dabei sind die strengen Pareto-Gleichgewichte
diejenigen, die wir in unserer Arbeit Pareto-Gleichgewichte nennen.

Der mathematische Vorteil dieser schwachen Pareto-Gleichgewichte besteht darin, dass
das entsprechende perfekte Vektor-Gleichgewicht immer auch ein schwaches Pareto-Gleich-
gewicht ist. In diesem Fall ist also im Prinzip eine Gleichgewichtsauswahl méglich. Dagegen
erscheint uns das in Definition 6.1 vorgestellte Pareto-Gleichgewicht aus der Sicht des
Anwenders das natiirlichere zu sein.

In der folgenden Tabelle 6.1 sind die Ergebnisse, die mit beiden Gleichgwichtskonzepten
gewonnen werden konnten, vergleichend dargestellt.

Ergebnisse aus
diesem Kapitel
beziiglich des
strengen Pareto-
Gleichgewichtes

Ergebnisse aus
aus [BvMT99]
beziiglich des
schwachen Pareto-
Gleichgewichtes

Existenz eines Pareto-Gleichgewichtes

ja (Satz 6.6)

ja

Charaktersierung von Pareto-
Gleichgewichten mittels
Nash-Gleichgewichten

ja (Satz 6.5)

ja, analog Satz 6.5
(es miissen dabei die
a; € A\; durch a; mit
Q5 Z 0 fiir alle
j=1,...,d; und

2?21 aij =1
ersetzt werden)
Existenz eines perfekten Vektor- ja (Satz 6.11) ja
Gleichgewichtes
Jedes perfekte Vektor-Gleichgewicht nein (Spiel ja
ist auch ein Pareto-Gleichgewicht aus Satz 6.9)
Jedes perfekte Vektor-Gleichgewicht nein (Spiel nein
ist auch Nash-Gleichgewicht in einem aus Satz 6.9)
skalarisierten Spiel
Das Konzept des perfekten Vektor- nein (Spiel ja

Gleichgewichtes ist ein Auswahlkonzept

aus Satz 6.9)

Tabelle 6.1: Vergleich von Ergebnissen aus diesem Kapitel und den entsprechenden

Aussagen aus der Arbeit [BvMT99].
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6.5 Bemerkungen zur Literatur

Die Entwicklung der Theorie von Normalformspielen mit vektorwertigen Auszahlungen
begann mit der von SHAPLEY [Sha59] im Jahre 1959 veroffentlichten Arbeit. In dieser
formuliert und beweist er sowohl fiir die strengen als auch fiir die schwachen Pareto-
Gleichgewichte eines Zwei-Personen-Nullsummenspiels mit vektorwertigen Auszahlungen
die Aussagen von Satz 6.5. Seit dieser Zeit haben sich insbesondere ZELENY [Zel76], NIEU-
WENHUIS [Nie83] und CorLEY [Cor85] mit verschiedensten Aspekten dieser Spiele, zum
Beispiel numerischen Fragestellungen, auseinandergesetzt.

Fiir die Entwicklung der Zwei-Personen-(Nichtnullsummen)-Normalformspiele mit vek-
torwertigen Auszahlungen sind die Arbeiten von BORM ET. AL. [BTvdA88] und von BOrRM
ET. AL. [BYMT99] zu nennen. In [BTvdA88] wird ein Spezialfall des Charakterisierungs-
satzes 6.5 bewiesen. Perfekte Vektor-Gleichgewichte beziiglich des schwachen Dominanz-
konzeptes sind der Inhalt von [BvMT99]. Allgemeine Aussagen zur Struktur und Konve-
xitdt der Menge der Pareto-Gleichgewichte auch in stetigen Normalformspielen untersucht
WIERZBICKI in [Wie92a] und [Wie90].

Eine axiomatische Rechtfertigung von schwachen Pareto-Gleichgewichten behandelt
VOORNEFELD [VVB99]. Das reelle Analogon, also eine axiomatische Rechtfertigung von
Nash-Gleichgewichten, wird zum Beispiel in BERNINGHAUS ET. AL. [BEG02] diskutiert.
In NISHIZAKI UND SAKAWA [NS(01] werden Normalformspiele mit vektorwertigen Auszah-
lungen unter Fuzzy-Aspekten studiert.

In dem vorliegenden Kapitel haben wir uns hauptséchlich an den Arbeiten [BTvdAS88]
und [BvMT99] von BORM ET. AL. orientiert, wobei die Herausarbeitung der Unterschiede
zwischen Normalformspielen mit reell- und vektorwertigen Auszahlungen, die Verallge-
meinerung von Satz 6.5 auf n-Personen-Normalformspiele und sdmtliche Betrachtung zu
den perfekten Vektor-Gleichgewichten in dieser Arbeit unseres Wissens erstmals formu-
liert werden. Die Bimatrixspiele in Abbildung 6.2 und 6.10 sind [BTvdA88| und [BvMT99]
entnommen.






Kapitel 7

Extensive Spiele mit vektorwertigen
Auszahlungen

In diesem letzten Kapitel entwickeln wir die Theorie der extensiven Spiele mit vektor-
wertigen Auszahlungen. Dabei werden wir neben theoretischen Aspekten Algorithmen
zur Bestimmung von Pareto-Gleichgewichten in Verhaltensstrategien sowie von Pareto-
Gleichgewichten in reinen Strategien vorgestellt.

Samtliche Ergebnisse dieses Kapitels werden hier erstmals vorgestellt.

7.1 Das Pareto-Gleichgewicht

Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit konnen wir wieder davon ausgehen, dass jeder
Spieler seine einzelnen Ziele maximieren mochte (siehe dazu die Ausfiihrungen zu (5.8))
und definieren in Anlehnung an 6.1 wie folgt:

Definition 7.1.

FEs sei T := (I; K; (hi)ier; P;w; U) ein extensives n-Personenspiel mit vektorwertigen Aus-
zahlungen.

1. Eine Strategienkombination b* := (b}, ...,b}) € B ist genau dann ein Pareto-Gleichge-

wicht in Verhaltensstrategien von I, wenn fir alle Spieler i (i € I) gilt:
Hi((b5,-- -, b)) € M{Hi((bi, b)) : bi € Bi}), (7.1)
wobei M wie in Definition 5.2 gegeben ist.
2. Eine Strategienkombination ¢* == (qf,...,q;) € Q ist genau dann ein Pareto-Gleich-
gewicht in gemischten Strategien von [N (I')|* (vgl. Definition 2.10), wenn fir alle
Spieler i (i € 1) gilt:
Hi((q7, -, a,) € M{Hi((gi,4%;)) - 4 € Qi}) .0

77
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Fiir jeden Spieler i (i € I) und jede Strategienkombination b_; € B_; fiir die anderen
Spieler definiert man

BR;(b_;) == {b; € B; : Hy((bi,b_;)) € M({H;((bi,b_;)) : b; € Bi}) }

als die Menge der Pareto-besten Antworten von Spieler 7 auf b_;. Dann gilt mit Definition
7.1: Eine Strategienkombination b* = (b, ..., b}) ist genau dann ein Pareto-Gleichgewicht
in Verhaltensstrategien von I', wenn alle Strategien b aus b* wechselseitig Pareto-beste

Antworten sind, d.h. wenn fiir alle Spieler i (i € I) gilt: b} € BR;(b*,).

In Lemma 4.2 hatten wir gesehen, dass b* = (b},...,b%) € B genau dann ein Nash-
Gleichgewicht in Verhaltensstrategien von I' ist, wenn fiir alle Spieler i (i € I) und alle
reinen Strategien ¢; € ®;(C B;) die Ungleichung

H;((b5,...,b;)) > Hil(i, b))

gilt. Eine analoge Aussage kann fiir die hier betrachteten Spiele nicht gelten. Um das zu
sehen, betrachten wir das Ein-Personen-Normalformspiel A" aus (6.4). Dieses Spiel kann
auch als die Normalformdarstellung eines extensiven Spieles der Linge 1 aufgefasst werden.
Dazu muss Spieler 1 an der Wurzel nur die 3 Alternativen 1,2 oder 3 als Auswahlen zur
Verfiigung haben. Je nachdem fiir welche Alternative [ (I € {1,2,3}) er sich entscheidet,
erhélt er den Auszahlungsvektor h(l). Nun kénnen wir die Argumentation im Anschluss
an Lemma 6.2 verwenden und sehen, da in diesem Beispiel ()1 = B; gilt, dass der Vektor
by = (1/2,0,1/2)" kein Pareto-Gleichgewicht von T' ist, obwohl H;(b;) von keinem der
Vektoren aus {H1(¢1) : ¢1 € @1} = {(?), (}), (})} dominiert wird.

7.2 Charakterisierung und Existenz von
Pareto-Gleichgewichten in extensiven Spielen

In diesem Abschnitt formulieren wir eine zu Satz 6.5 analoge Aussage fiir Verhaltens-
strategien in extensiven n-Personenspielen mit vektorwertigen Auszahlungen. Damit kann
im Anschluss sowohl die Existenz als auch ein Algorithmus zur Bestimmung von Pareto-
Gleichgewichten in Verhaltensstrategien angegeben werden.

Wie bei Normalformspielen mit vektorwertigen Auszahlungen definieren wir zunéchst
das zu einem extensiven Spiel mit vektorwertigen Auszahlungen gehdrende skalarisierte
Spiel:

Definition 7.2.

Es sei T := (I; K; (hi)ier; P;w; U) ein extensives n-Personenspiel mit vektorwertigen Aus-
zahlungen und a; € R% (i € I) beliebige Vektoren. Fiir jeden Endknoten x € E betrachten
wir die reelle Zahl al h;(z). Das extensive n-Personenspiel mit reellwertigen Auszahlungen

Ty = (I; K; (a] hi)ier; Py w; U)

(w steht fir ,weighted®) heisst das zu T' gehdrende skalarisierte Spiel. U
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Fiir dieses skalarisierte Spiele I'y, konnen wir nach Definition 2.10 die Normalformdar-
stellung NV (T'y,) und deren gemischte Erweiterung [N (T'y,)]* betrachten. [N (T'y,)|* kann
aber auch auf anderen Wegen gewonnen werden. Diese sind in Abbildung 7.1 aufgefiihrt.
Der linke Ast entspricht gerade dem Weg iiber Definition 2.10. Die rechten Aste gehen
zunichst zur Normalformdarstellung N (T') von I' iiber. Im linken Fall des rechten Astes
wird dieses Normalformspiel wie in Definition 6.3 zu [N (T") ], skalarisiert und anschlies-
send die gemischte Erweiterung [[AN(T') ]y |* betrachtet. Im ganz rechten Ast wird sofort
die gemischte Erweiterung von N (I') und anschliessend das skalarisierte Spiel [[AN(T)]* |«
gebildet.

r
/\
I, N()
N
N(Ty) [N(T) ] [N() ]
(NI ] [[ND) ] [[NI) ] ]w

Abbildung 7.1: Unterschiedliche Wege der Mischung und Skalarisierung der Normalform-
darstellung von I'.

Wie im folgenden Lemma behauptet wird, fiihren alle drei Wege zum selben Resultat.

Lemma 7.3.
Es sei T := (I; K; (hy)ier; P;w; U) ein extensives n-Personenspiel mit vektorwertigen Aus-
zahlungen und a; € R% (i € I) beliebige Vektoren. Dann gilt:

(NI ] =[N o] = [TV ]

wobei diese Gleichheit bedeuten soll, dass fir alle ¢ € Q) die entsprechenden Auszahlungen
an jeden Spieler i (i € I) tdbereinstimmen.
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Beweis.
Im Beweis ermitteln wir die drei Darstellungen fiir die Mischungen und sehen dann, dass
die Auszahlungen gleich sind.

1. Zu [N(Ty) |*:

Mit, den Definition 7.2 und 2.10 erhalten wir N'(T'y) = (I; (®;)ies; (hi)icr), wobei fiir alle i
(1 € I) und alle ¢ € ® gilt

hi(8) = Y r(6,0) - [af ufa)] = af 37 7(6,2) - i)

LA D) el
Aus Definition 2.3 folgt [NV (Ty) |* = (I; (Qy)ier; (Hi)icr), wobei
Hi(q) = q(¢) hi(¢) (7.2)
pe®

fiir alle 7 (¢ € I) und alle ¢ € Q gilt.
2. Zu [[IN(D) ]w]*:

Aus N (D) = (I; (®;)icr; (hi)icr) folgt mit Definition 6.3 [N(D) ]y = (I3 (®y)ier; (al hi)icr ).
Mit Definition 2.3 erhalten wir [[N(T) |y ]* = (£; (Qi)ier; (H;)ier), wobei

~

Hi(q) =) a()[a] hi(¢)] (7.3)

ped
fiir alle i (7 € I) und alle ¢ € @ gilt.
3. Zu [[N(D) ] ]*:
Hi(g) =) q(0) hi(¢) (7.4)
peD
fiir alle i (+ € I) und alle ¢ € Q. Dann erhalten wir mit Definition 6.3 [[N([')]"], =
(I; (Qi)ier; (af Hi)icr)-
4. Da fiir jedes i (i € I) und jedes ¢ €
hi(9) = r(¢,2) - [af hi(w)] = af Y r(d,2) - hi(x) = a] hi(9)

zeFR zelE

gilt, folgt aus (7.2), (7.3) und (7.4)

~

Hi(q) =Y a(@) hi(¢) =Y a(¢) [af hi(9)] = Hi(q) = af Y _ a(¢) hi(¢) = af

ped PP PED

]
=
-

Damit sind fiir jeden Spieler i (i € I) und fiir jedes ¢ € @ die entsprechenden Auszahlungen
in den Spielen gleich. Das war zu zeigen. O
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Nun kommen wir zum angekiindigten Charakterisierungssatz:

Satz 7.4.
FEs sei T := (I; K; (hi)ier; P;w; U) ein extensives n-Personenspiel mit vektorwertigen Aus-
zahlungen. Dann gilt:

1. Ist fir Vektoren a; € A; (i € I) die Strategienkombination b* € B ein Nash-
Gleichgewicht in Verhaltensstrategien von I'y,, dann ist b* ein Pareto-Gleichgewicht
wn Verhaltensstrategien von I'.

2. Ist b* € B ein Pareto-Gleichgewicht in Verhaltensstrategien von I, dann existiert fiir
jedes i (i € I) ein Vektor a; € A;, so dass b* ein Nash-Gleichgewicht in Verhaltens-
strategien von Iy, ist.

Beweis.

Vorbemerkungen. Es sei b* € B gegeben. Aus Satz 2.12 erhalten wir fiir jedes i (i € I) die
Existenz einer Strategienkombination ¢* = (¢f,...,q¢:) € Q mit ¢ = ¢ (b)) € Q; (¢} ist
nur von b} abhéingig) und

(01,05, 0), ) = (415 425 -+ -5 4n) )
fiir alle Endknoten xz € E. Damit folgt
Hi((01,05,-..,0,)) = Hi((47, 43, - -+ ) -
Uberdies folgt weiter aus Satz 2.12 fiir alle i (i € I)
{Hi((biaqii)) thi € Bi} = {Hi((Qi(bi)aqiz‘)) thi € Bi} C {Hi((%qiz‘)) 1q; € Qi}
und
{Hi((¢5,q%) - @i € Qi} = {Hi((bi(@i),¢%,)) - @i € Qi} € {Hi((bi,q";)) : bi € By},

also
{Hi((g,0%) s 4 € Qi} = {Hi((bis ")) : bs € Bi} .

1. Da b* ein Nash-Gleichgewicht von T'y, ist, folgt fiir alle i (i € I) und fiir alle ¢; € Q;

a; Hi((4:q%) = o] (Z r((¢i,q%;), @) hz‘(@) =a; (Z r((bi(ai), aZ), ) hz‘(@)

reEFE zelE

== azT (Z r((bi(Qi)a bil),l‘) hl(aj)) = azT Hl((bZ(Qz)abtz))

zel

< ai Hi((0;,0",)) = ai Hi((¢,4%3))
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d.h. aber, dass ¢* ist ein Nash-Gleichgewicht von [N (Ty)]* ist. Nach Lemma 7.3 ist
(N (Tw) ] = [TV ] ] -

Mit der ersten Aussage von Satz 6.5 folgt, dass ¢* ein Pareto-Gleichgewicht von [N (T) J*
ist. Damit erhalten wir fiir jedes i (i € I)

Hi (b7, -, 03)) = Hi((a1, -+, 0n)) € M({Hi((4i,¢%))) = i € Qi})
= M{Hi((bi,q",)) : bi € Bi})
= M{H;((b;,0Z,)) : bi € Bi}),
d.h. aber, dass (b7, ...,0b) ein Pareto-Gleichgewicht in Verhaltensstrategien von I ist.
2. Da (b7, ...,b}) ein Pareto-Gleichgewicht in Verhaltensstrategien von I ist, folgt fiir alle
i(iel)

Hi((q1- - -5 4p)) = Hi((by, ..., b)) € M({H ((bi, b75)) - bi € Bi})

d.h. aber, (¢f,...,q:) ist ein Pareto-Gleichgewicht von [N (T) |*. Mit der zweiten Aussage
von Satz 6.5 folgt die Existenz von Vektoren a; € Ay,...,a, € A,, so dass ¢* Nash-
Gleichgewicht von [[N(T)]*]y ist. Da

folgt fiir jedes ¢ (¢ € I) und fiir alle b; € B;
a; Hi((bi,02;)) = ... = a] Hi((a:(b), %)) < a; Hi(q;,q%) = o] Hi((b},b2;)),
d.h. aber, dass b* ein Nash-Gleichgewicht in Verhaltensstrategien von I'y, ist. 0J

Die erste Aussage dieses Satzes ermoglicht nun sofort den Existenznachweis mindestens
eines Pareto-Gleichgewichtes in Verhaltensstrategien in einem extensiven n-Personenspiel
mit vektorwertigen Auszahlungen:

Satz 7.5.
Es sei T := (I; K; (hy)ier; P;w; U) ein extensives n-Personenspiel mit vektorwertigen Aus-
zahlungen. Dann besitzt I' mindestens ein Pareto-Gleichgewicht in Verhaltensstrategien.

Beweis.

Wir wihlen beliebige Vektoren a; € A; (i € I). Dann garantiert Satz 4.3 die Existenz eines
Nash-Gleichgewichtes in Verhaltensstrategien b* € B von I'y,. Die erste Aussage von Satz
7.4 zeigt, dass b* ein Pareto-Gleichgewicht in Verhaltensstrategien von I ist. O

Zur Berechnung von Pareto-Gleichgewichten in Verhaltensstrategien kann wie folgt vor-
gegangen werden:
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Algorithmus 7.6.
Es sei T := (I; K; (hi)ier; P;w; U) ein extensives n-Personenspiel mit vektorwertigen Aus-
zahlungen.

1. Wibhle fir alle i (i € I) beliebige Vektoren a; € A,.
2. Bestimme alle Nash-Gleichgewichte in Verhaltensstrategien von I'y.
3. Wihle andere Vektoren a; € /\; und wiederhole Schritt 2. O

Prinzipiell konnten mit Hilfe des Algorithmus alle Pareto-Gleichgewichte in Verhaltens-
strategien ermittelt werden. Aus praktischer Sicht wird man sich jedoch oft mit einzelnen
Gleichgewichten zufrieden geben miissen (vergleiche dazu die Bemerkung im Anschluss an
Algorithmus 6.7).

7.3 Teilspielperfekte Pareto-Gleichgewichte

Bei extensiven n-Personenspielen mit reellwertigen Auszahlungen hatten wir gesehen, dass
das Konzept der Teilspielperfektheit im Prinzip eine Gleichgewichtsauswahl ermdoglicht.
Ausserdem koénnen damit unplausible Gleichgewichte ausgeschlossen werden. In diesem
Abschnitt befassen wir uns mit dem vektorwertigen Analogon.

Da die Definition 4.4 eines Teilspieles fiir allgemeine extensive Spiele ohne Unterschei-
dung in reellwertig- bzw. vektorwertig eingefiihrt wurde, konnen wir uns hier ohne Ande-
rungen auf diese beziehen. Die Teilspielperfektheit wird nun wie folgt definiert:

Definition 7.7.

FEs sei T := (I; K; (hi)ier; P;w; U) ein extensives n-Personenspiel mit vektorwertigen Aus-
zahlungen. Fin Pareto-Gleichgewicht b* := (b3,...,b%) € B in Verhaltensstrategien von I’
ist genau dann teilspielperfekt, wenn fir jedes Teilspiel I := (I'; K'; (h})ier; P w'; U')
von I' die FEinschrdinkung von b* auf U’ ein Pareto-Gleichgewicht von I ist. U

Mit der gleichen Argumentation wie in Anschluss an Definition 4.5 werden wir im
folgenden nur noch Aussagen fiir Pareto-Gleichgewichte in Verhaltensstrategien formulieren
und beweisen.

Fiir die Bestimmung einzelner teilspielperfekter Pareto-Gleichgewichte in Verhaltens-
strategien kann die Aussage des folgenden Satzes verwendet werden:

Satz 7.8.

FEs sei T := (I; K; (hi)ier; P;w; U) ein extensives n-Personenspiel mit vektorwertigen Aus-
zahlungen. Ist fir Vektoren a; € /\; (i € 1) b* € B ein teilspielperfektes Nash-Gleichgewicht
in Verhaltensstrategien von Iy, dann ist b* ein teilspielperfektes Pareto-Gleichgewicht in
Verhaltensstrategien von T
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Beweis.

Wir wihlen fiir jeden Spieler i (i € I) beliebige Vektoren a; € A; und betrachten das zu
[' gehorende skalarisierte Spiel I'y,. Weiterhin sei I ein Teilspiel von I und I, das dazu
gehorende skalarisierte Spiel. Da b* ein teilspielperfektes Nash-Gleichgewicht in Verhaltens-
strategien von T, ist, ist die Einschrinkung b*" von b* auf I, ein Nash-Gleichgewicht in
Verhaltensstrategien von I",. Die erste Aussage von Satz 7.4 impliziert nun, dass b*' ein
Pareto-Gleichgewicht in Verhaltensstrategien von I ist. Da I beliebig gew#hlt war, ist b*
ein teilspielperfektes Pareto-Gleichgewicht von I'. U

Aus diesem Satz erhalten wir die Existenz eines teilspielperfektes Pareto-Gleichgewicht
in Verhaltensstrategien:

Satz 7.9.

Es sei T := (I; K; (hi)ier; P;w; U) ein extensives n-Personenspiel mit vektorwertigen Aus-
zahlungen. Dann besitzt I' mindestens ein teilspielperfektes Pareto-Gleichgewicht in Ver-
haltensstrategien.

Beweis.

Wir wihlen fiir jeden Spieler i (i € I) beliebige Vektoren a; € A; und betrachten das zu
[' gehorende skalarisierte Spiel I'y,. Dieses Spiel besitzt nach Satz 4.6 ein teilspielperfektes
Nash-Gleichgewicht in Verhaltensstrategien b* € B. Dieses ist nach Satz 7.8 auch ein
teilspielperfektes Pareto-Gleichgewicht in Verhaltensstrategien von T'. 0]

Einige teilspielperfekte Pareto-Gleichgewichte in Verhaltensstrategien konnen mit dem
folgenden Algorithmus gewonnen werden:

Algorithmus 7.10.
Es sei T := (I; K; (hy)ier; P;w; U) ein extensives n-Personenspiel mit vektorwertigen Aus-
zahlungen.

1. Wihle fir alle i (i € I) beliebige Vektoren a; € A;.
2. Bestimme alle teilspielperfekten Nash-Gleichgewichte in Verhaltensstrategien von T'y,.

3. Wihle andere Vektoren a; € /\; und wiederhole Schritt 2. O

Zum Abschluss dieses Abschnittes betrachten wir das Ein-Personenspiel in Abbildung
7.2. Mit Hilfe von Abbildung 7.3 sehen wir, dass alle reine Strategien al, ar, bl, br Pareto-
Gleichgewichte in Verhaltensstrategien von I' sind. Sie sind iiberdies alle teilspielperfekte
Pareto-Gleichgewichte von I', was direkt an dem extensiven Spiel iiberpriift werden kann.

Angenommen es existiere ein Vektor a; € A (a; := (a,1 — ), a € (0,1)), so dass bl
ein teilspielperfektes Nash-Gleichgewicht von Iy, ist. Damit muss im bei zj, beginnenden
Teilspiel die Alternative [ gew#hlt werden. Das ist genau dann der Fall, wenn

2-a+8-(1—a)>6
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Abbildung 7.2: Ein extensives Ein-Personenspiel [' mit vektorwertigen Auszahlungen.

oder dquivalent dazu o < 1/3 ist. Es sei nun o < 1/3. Die Alternative b wird an der Wurzel
des Spieles genau dann gewihlt, wenn

8-a+2-1—-a)>2-a+8-(1-a),

was dquivalent zu o > 1/2 ist. Das ist aber ein Widerspruch zu o < 1/3, d.h. es exi-
stiert kein a; € /Ay, so dass bl ein teilspielperfektes Nash-Gleichgewicht von Ty, ist. Die-
ses Beispiel zeigt, dass im allgemeinen mit Algorithmus 7.10 nicht alle teilspielperfekten
Pareto-Gleichgewichte in Verhaltensstrategien gefunden werden kénnen.
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Abbildung 7.3: Menge der Auszahlungsvektoren zum Spiel aus Abbildung 7.2.

7.4 Extensive Spiele mit vollkommener Information

Nun wenden wir uns der speziellen Klasse der extensiven n-Personenspiele mit vektorwerti-
gen Auszahlungen und vollkommener Information zu. Das Ziel in diesem Abschnitt besteht
im Nachweis der Existenz von Pareto-Gleichgewichten in reinen Strategien und der Angabe
zweier Berechnungsverfahren.
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Mit den Aussagen aus dem letzten Abschnitt beweisen wir direkt die Existenz eines
teilspielperfekten Pareto-Gleichgewichtes in reinen Strategien.

Satz 7.11.

Es sei T := (I; K; (hy)ier; P;w; U) ein extensives n-Personenspiel mit vektorwertigen Aus-
zahlungen und vollkommener Information. Dann besitzt I' mindestens ein teilspielperfektes
Pareto-Gleichgewicht in reinen Strategien.

Beweis.

Wir wihlen fiir jeden Spieler i (i € I) beliebige Vektoren a; € /\; und betrachten das zu
[' gehorende skalarisierte Spiel I'y,. Dieses Spiel besitzt nach Satz 4.8 ein teilspielperfektes
Nash-Gleichgewicht in reinen Strategien ¢* € ® C B. Dieses ist nach Satz 7.8 auch ein
teilspielperfektes Pareto-Gleichgewicht in reinen Strategien von I'. U

Algorithmus 7.12.
Es sei T := (I; K; (hy)ier; P;w; U) ein extensives n-Personenspiel mit vektorwertigen Aus-
zahlungen und vollkommener Information.

1. Wihle fir alle i (i € I) beliebige Vektoren a; € A;.
2. Bestimme alle teilspielperfekten Nash-Gleichgewichte in reinen Strategien von ['y.
3. Wihle andere Vektoren a; € /\; und wiederhole Schritt 2. l

Wie wir im letzten Abschnitt bereits gesehen haben, liefert dieser Algorithmus im allge-
meinen nicht alle Pareto-Gleichgewichte in reinen Strategien. Daher wollen wir nun eine zu
der Riickwértsinduktion aus Abschnitt 4.3 dhnliche Vorgehensweise zur Lésung von exten-
siven Spielen mit vektorwertigen Auszahlungen und vollkommener Information herleiten.
Zunichst zeigen wir aber an zwei Gegenbeispielen, dass das Vorgehen der Riickwirtsin-
duktion keinesfalls bei wortlicher Ubertragung zu richtigen Ergebnissen fithren muss.

7.4.1 Erster Effekt

Als ein Kennzeichen der Riickwértsinduktion hatten wir im vierten Kapitel bemerkt:

LIm Falle P(xg) > 1 betrachtet der in xo entscheidende Spie-
ler P(xg) nur seine Erwartungsauszahlungen fir die Teilspiele T';
(j € J) bzw. Teilbiume K; (j € J) und wdhlt eine Alternati-
ve aus, bei der das Spiel in den (oder einen) Knoten x; mit der
hochsten Auszahlung fir Spieler P(xg) in dem zugehdrigen Teil-
spiel bzw. Teilbaum tibergeht. ... Insbesondere ist jede Kombination
von teilspielperfekten Gleichgewichten aus den Teilspielen I'; ein
teilspielperfektes Gleichgewicht von I'.“
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Versuchen wir dieses Vorgehen auf das Spiel in Abbildung 7.4 zu iibertragen: Da Spieler
1 zwischen den Vektoren (g) und (;) indifferent ist, entschliesst er sich zunéchst fiir die
Betrachtung der Alternative r am Knoten xj. An der Wurzel xy muss er deshalb die beiden
Vektoren (}() und (g) miteinander vergleichen. Da er wiederum zwischen beiden indifferent
ist, entscheidet er sich zun#chst fiir die Alternative b am Knoten x,. Zieht nun Spieler 1
nur diese beiden Auszahlungsvektoren, die er ja in den entsprechenden Teilspielen erhal-
ten wiirde, in Betracht, so erhélt er die Strategienkombination (b, r) als teilspielperfektes
Pareto-Gleichgewicht. Diese Strategienkombinationen ist aber nicht einmal ein Pareto-
Gleichgewicht, denn Spieler 1 kann sich bei der Wahl von (a,[) den Auszahlungsvektor (2)
sichern.

Abbildung 7.4: Ein extensives Ein-Personenspiel [' mit vektorwertigen Auszahlungen.

Fiir diesen ersten Effekt ist das Fehlen der Transitivitit der Indifferenzrelation ~ ver-
antwortlich. Im allgemeinen gilt ndmlich nicht

A~B und B~C = A~C.
Fiir das Spiel in Abbildung 7.4 ist

(o)) e ()~ ) e (0)- )

Die Riickwértsinduktion in extensiven Spielen mit reellwertigen Auszahlungen benutzt
die Transitivitét beziiglich der Relation = von reellen Zahlen: [(a = b und b =¢) = a = ¢]
fiir alle reellen Zahlen a, b, c.

7.4.2 Zweiter Effekt

Im vierten Kapitel hatten wir weiterhin zum Verfahren der Riickwértsinduktion bemerkt:

»-.. teilspielperfekte Nash-Gleichgewichte aus den Teilspielen T';
(j € J) kinnen insbesondere wenn P(xq) = 0 gilt, zu einem Nash-
Gleichgewicht fir I' zusammengefasst werden. Jede Kombination
von teilspielperfekten Gleichgewichten aus I'; ergibt ein teilspielper-
fektes Gleichgewicht fiir I'. ¢
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Angenommen Spieler 1 w#hlt im linken Teilspiel von Abbildung 7.5 die Alternative
r und im rechten Teilspiel die Alternative a, so erhilt er, wenn er diese teilspielperfek-
ten Pareto-Gleichgewichte zu (r, a) fiir das gesamte Spiel zusammenfasst, die Auszahlung
Hi((r,a)) = (;g) Diese Kombination ist sicher kein Pareto-Gleichgewicht fiir das gesamte

Spiel, denn es gilt z.B. H,((1,b)) = (3), also
H((1,b)) = Hi((r,a)).

Offenbar konnen also hier die teilspielperfekten Pareto-Gleichgewichte der einzelnen Teil-
spiele nicht mehr zu einem Pareto-Gleichgewicht des gesamten Spiels zusammengefasst
werden. Dieser zweite Effekt kommt dadurch zustande, dass im allgemeinen

A~B und C~D = ad+4+(l—-a)C~aB+(1—a)D

(v € [0, 1]) nicht gilt.

Abbildung 7.5: Ein extensives Ein-Personenspiel I' mit vektorwertigen Auszahlungen und
Zufallszug.

7.4.3 Eine vektorwertige Riickwirtsinduktion

In diesem Abschnitt stellen wir eine vektorwertige Riickwértsinduktion vor, die es im Prin-
zip ermoglicht, alle teilspielperfekten Pareto-Gleichgewichte in reinen Strategien zu bestim-
men. Die beiden in Abschnitt 7.4.1 und 7.4.2 dargestellten Effekte geben dabei einen Rah-
men vor, wie eine vektorwertige Riickwértsinduktion nur funktionieren kann bzw. welche
Effekte man in diesem Verfahren zu beachten hat. Wir verwenden die Notation aus dem
Beweis zu Satz 4.8.

Algorithmus 7.13. (vektorwertige Riickwértsinduktion)
Es sei T := (I; K; (hy)ier; P;w; U) ein extensives n-Personenspiel mit vektorwertigen Aus-
zahlungen und vollkommener Information. Es sei M(T') = N.

1. Betrachte alle Teilspiele T' von T mit M(T') =1

e Ist P(x) = 0, so bestimme die zu erwartende Auszahlung fir jeden Spieler i
(iel).
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o Isti:= P(x}) > 1, so bezeichne B] die Menge der Verhaltensstrategien von IT".
Spieler i bestimmt alle Auswahlen I* (I* € {1,...,a(xf)}) mit

H;(I*) € M({H;(b;) : b; € B. }).
¢F = 1" ist damit nach Definition ein Pareto-Gleichgewicht.
2. Von k =1 bis N — 1 durchlaufe die Schritte:

e Betrachte jedes Teilspiel ' von T' mit der Lange M (") =k + 1.
o Jedes dieser Teilspiele I' besitzt wiederum Teilspiele T (j € J) mit M(T';) < k.

Es sei P(xz) = 0. Fir jedes Teilspiel I'; (j € J) wurde im letzten Schritt
die Menge aller teilspielperfekten Pareto-Gleichgewichte von T'; ermittelt. Nun
betrachte die Menge aller reinen Strategienkombinationen von I, die einge-
schrankt auf jedes Teilspiel I'; (j € J) ein Pareto-Gleichgewicht bilden. Wihle
aus dieser Menge alle ¢* aus, fir die die Definition 7.1 fir das Spiel I, also
fiir jeden Spieler in I erfillt ist.

Es sei P(xy) > 1. Bilde wieder die Menge aller reinen Strategienkombinationen
fiir das Spiel I deren Finschrankung auf alle Teilspiele Pareto-Gleichgewichte
sind, lasse aber fir Spieler P(xy) die Entscheidung am Knoten xfy noch offen,
d.h. zundchst sind alle | (1 € {1,...,a(z})) erlaubt. Spieler P(xy) wdihle nun
diejenigen Strategienkombinationen, fir die die Pareto-Gleichgewichtsbedingung
aus Definition 7.1 in T" fir P(xy) erfillt ist. O

Wegen der Endlichkeit des Spielbaumes und damit der Menge der reinen Strategien,
endet der Algorithmus stets nach endlich vielen Schritten mit einem teilspielperfekten
Pareto-Gleichgewicht.

Beispiel

Diesen Algorithmus fiihren wir an einem Beispiel vor. Dazu betrachten wir das extensive
Zwei-Personenspiel mit vektorwertigen Auszahlungen I' in Abbildung 7.6. Es ist M (T") = 4.

Dieses Spiel besitzt genau zwei Teilspiele der Linge 1. Sie beginnen bei x; bzw. z,. Fiir
das in x4 beginnende Teilspiel erhalten wir fiir die Menge aller Pareto-Gleichgewichte in
reinen Strategien {L,, Ry} und fiir das in z; beginnende Teilspiel die Menge aller Pareto-
Gleichgewichte in reinen Strategien {l;,r;}.

Das einzige Teilspiel der Linge 2 beginnt im Knoten z,. Als Kandidaten fiir teilspiel-
perfekte Pareto-Gleichgewichte in reinen Strategien kommen fiir dieses Teilspiel Paare der
Menge

{(1,12), (L, ma), (11, 12), (11, 72) }
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Abbildung 7.6: Ein extensives Zwei-Personenspiel I' mit vektorwertigen Auszahlungen und
Zufallszug.

in Frage, da deren Einschrinkung auf das Teilspiel beginnend in z; jeweils ein Pareto-
Gleichgewicht ist. Da (g) - (;) erhalten wir fiir die Menge der teilspielperfekten Pareto-
Gleichgewichte in reinen Strategien

{1, r2), (11, 02), (r1ym2) }

Das einzige Teilspiel der Lénge 3 beginnt im Knoten z3. Als Kandidaten fiir teilspiel-
perfekte Pareto-Gleichgewichte in reinen Strategien kommen fiir dieses Teilspiel nur noch

{((L1, 1), 72), ((Ray 1), 7a), ((Las 1), b2), (Ray 1), L), ((Las1)sm2)s (B, m1),7m2) b

in Frage. Da (é) ~ (g), sind alle Strategienkombinationen der obigen Menge in denen
Spieler 2 die Alternative ro wihlt Pareto-Gleichgewichte des Teilspiels beginnend in x3.
((Ly,71),l2) ist ebenfalls ein Pareto-Gleichgewicht, da alle Auszahlungsvektoren bei Ab-
weichung des Spielers 1 indifferent zu (}) sind. Die Strategienkombination ((Ri,71),l2) ist
dagegen kein Pareto-Gleichgewicht, da die Abweichung von Spieler 1 auf die reine Stra-
tegie (L1,l;) eine Verbesserung fiir diesen Spieler bedeutet. Hdatte Spieler 1 nur zwischen
den Auszahlungsvektoren der zugehorigen Teilspiele, also (g) und (;) verglichen, so wire,
da diese Vektoren indifferent sind, ((Ry,71),ls) ein Pareto-Gleichgewicht. An dieser Stelle
tritt der erste Effekt aus Abschnitt 7.4.1 auf, der zeigt, dass es im Gegensatz zu extensiven
Spielen mit reellwertigen Auszahlungen nicht geniigt, nur die Aktionen an den Entschei-

dungsknoten 3 in Betracht zu ziehen.

Fiir das gesamte Spiel I' erhalten wir nun als Kandidaten fiir teilspielperfekte Pareto-
Gleichgewichte:
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o ((L1,1), (L2, 72)), (L1, 1), (B2, 72)),
o ((B1,0), (L2, 72)), ((R1, 1), (Ra, 1)),
o ((L1,m), (Lo, 1)), (L1, m1), (Ra, b)),
o ((L1,m), (La,12)), (L1, 71), (Ra,12)),
o ((B1;71), (L2, 72)), (By, 1), (B, 72)).

Um nun zu priifen, welche dieser Kandidaten Pareto-Gleichgewichte von I' sind, betrachten
wir das zu I gehdrende Normalformspiel N'(T'), siehe Abbildung 7.7. Dabei geben die Sterne
diejenigen reinen Strategienkombinationen an, die Pareto-Gleichgewichte von A(T") und
damit von I' sind.

Wir erhalten das Ergebnis, dass alle obigen Paare bis auf ((Lq,71), (R2,72)) Pareto-
Gleichgewichte von I' und damit nach Konstruktion auch teilspielperfekte Pareto-Gleichge-
wichte von T sind. Bei der Betrachtung der Strategienkombination ((Ly,71), (Rz,1r2)) tritt
der zweite Effekt aus Abschnitt 7.4.2 auf, der zeigt, dass im Gegensatz zu extensiven Spie-
len mit reellwertigen Auszahlungen nicht beliebige teilspielperfekte Pareto-Gleichgewichte
aus den Teilspielen zu einem Pareto-Gleichgewicht des gesamten Spiels zusammengefasst
werden konnen. O

2| (Lob) | (Lar) | (Rosby) | (Roimo)
e ’ 0 - (i) - (D) !
ey ey ey
) i G2 ’ () i (0 !
e i i’ Yo Yo

Abbildung 7.7: Die Normalformdarstellung des Spieles I' aus Abbildung 7.6.

Zur Anwendung von Algorithmus 7.13 auf das Spiel in Abbildung 7.6 erhalten wir folgendes
Ergebnis: In diesem Spiel sind alle Pareto-Gleichgewichte auch teilspielperfekte Pareto-
Gleichgewichte, so dass sich in diesem Beispiel keine Gleichgewichtsauswahl mittels des
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Konzeptes der Teilspielperfektheit ergibt. Da die Bestimmung der teilspielperfekten Pareto-
Gleichgewichte mit Hilfe von Algorithmus 7.13 schon in diesem kleinen Spiel aufwendig
ist, sollte bei anderen Beispielen iiberlegt werden, ob nicht gleich in der zu I' geh6renden
Normalformdarstellung alle Pareto-Gleichgewichte in reinen Strategien ermittelt werden
sollten, fiir die im Anschluss mit Hilfe von I" gepriift wird, ob sie auch teilspielperfekt sind.
Zumindest bei Zwei-Personenspielen, die sich in Bimatrixform darstellen lassen, kénnte
diese Vorgehensweise den Aufwand verringern.

Die perfekten Vektor-Gleichgewichte in einem extensiven n-Personenspiel mit vektor-
wertigen Auszahlungen I' kénnen in Analogie zu den perfekten Gleichgewichten in ex-
tensiven Spielen mit reellwertigen Auszahlungen, also mit Hilfe der Agentennormalform,
definiert werden. Betrachtet man ein Spiel I', bei dem jeder Spieler nur einen Informati-
onsbezirk besitzt, so stimmt die Agentennormalform von I' mit der Normalformdarstellung
N (T) iiberein. Somit ist dann jedes perfekte Vektor-Gleichgewicht von T" per Definition ein
perfektes Vektor-Gleichgewicht von A/(T'). In Abschnitt 6.3 haben wir gesehen, dass es per-
fekte Vektor-Gleichgewichte von N (I") geben kann, die keine Pareto-Gleichgewichte sind.
Dieser Fall trifft hier natiirlich auch zu. Deshalb betrachten wir keine perfekten Vektor-
Gleichgewichte in extensiven n-Personenspielen mit vektorwertigen Auszahlungen.

In Analogie zu Satz 4.10 kann nun folgende Aussage formuliert werden:

Satz 7.14.

Es sei T := (I; K; (hy)ier; P;w; U) ein extensives n-Personenspiel mit vektorwertigen Aus-
zahlungen und vollkommener Information, d.h. |A| = 1 fir alle A € U. Dann kann je-
des teilspielperfekte Pareto-Gleichgewicht in reinen Strategien durch die verallgemeinerte
Riickwdrtsinduktion erhalten werden.

Dieser Beweis kann unmittelbar mit Hilfe des Algorithmus 7.13 gefiihrt werden. U

Wir fassen zusammen: Fiir die Klasse der extensiven n-Personenspiele mit vektorwer-
tigen Auszahlungen haben wir einen Existenzsatz fiir Pareto-Gleichgewichte in Verhal-
tensstrategien und einen weiteren Existenzsatz fiir teilspielperfekte Pareto-Gleichgewichte
in Verhaltensstrategien bewiesen. Fiir Spiele mit vollkommener Information konnten wir
dariiber hinaus den Satz von Kuhn iibertragen, der die Existenz eines teilspielperfekten
Pareto-Gleichgewichtes in reinen Strategien sichert, und zwei Algorithmen zur Bestimmung
von teilspielperfekten Pareto-Gleichgewichten in reinen Strategien angeben. Algorithmus
7.13 verallgemeinert dabei die Riickwértsinduktion aus Abschnitt 4.3.

Ob einer dieser Algorithmen oder aber der Weg iiber die Normalform im konkreten Fall
zu bevorzugen ist, ldsst sich im allgemeinen nicht entscheiden; vielmehr wird dies von der
speziellen Form des zu behandelnden Spiels abhéngen. Fiir den Konflikt zwischen den Uni-
ted States und dem Iraq, der ausfiihrlich in AVENHAUS UND KRIEGER [AKO03] behandelt
wird, konnten die teilspielperfekten Pareto-Gleichgewichte einfach mit Hilfe der vektorwer-
tigen Riickwirtsinduktion bestimmt werden. Im Falle der Rambouillet-Verhandlungen, die
in derselben Arbeit behandelt werden, konnte das dazugehorige extensive Spiel nur {iber
die Transformation in die Normalform geltst werden.
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