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Zusammenfassung 
 
Das thermische Beschichten stellt eine der Schlüsselindustrien des 21.Jahrhunderts dar, 
dessen Entwicklung auch weiterhin durch den enormen Kostendruck getrieben werden 
wird. Für eine schnelle und kostengünstige Entwicklung neuer innovativer Oberflächen 
ist ein vertiefendes Verständnis des gesamten Beschichtungsprozesses notwendig. Da-
bei werden die schichtbildenden Partikel in einen heißen Gasstrahlstrahl eingebracht, 
welcher die Partikel dann wärmebehandelt und beschleunigt. Der Ort der Zugabe des 
Beschichtungsmaterials ist hierbei von entscheidender Bedeutung. Die Driftgeschwin-
digkeit ist einer der primären Faktoren für die Behandlung der Partikel in einem Gas-
strahl. In dieser Arbeit wird ein neues, berührungsloses und rückwirkungsfreies Verfah-
ren zur Bestimmung der Driftgeschwindigkeit durch Ausnutzung des Dopplereffektes 
an schnellen kalten und heißen Gasströmungen vorgestellt. Die neue Technik basiert 
dabei auf der geschwindigkeitsabhängigen Verschiebung nichtresonanter Lichtstreuung 
an gebunden (Rayleighstreuung) und freien Elektronen (Thomsonstreuung).  
Die Bestimmung der geschwindigkeitsinduzierten Wellenlängenänderung bedingt eine 
hohe spektrale Auflösung des gestreuten Lichtes. In dieser Arbeit wird zu diesem 
Zweck ein Fizeau-Interferometer (FI) mit hoher Auflösung verwendet. Dieser Interfe-
rometertyp besteht im Vergleich zu den sonst meist verwendeten Fabry-Perot-
Interferometern (FPI) aus zwei optischen Platten die leicht gegeneinander verkippt sind. 
In klassischen FPIs werden hohe Anforderungen an die Parallelität der verwendeten 
optischen Platten gestellt, diese Anforderungen sind für das FI nicht notwendig. Der 
geringe Reflexionsfaktor (R=0.8) der verwendeten optischen Platten des FI führt dabei 
zu einer höheren registrierten Intensität am Detektor. Durch die Verwendung zweier um 
180° gegeneinander versetzter zeitlich getrennter Laserpulse können relative Wellen-
längenänderungen unterhalb des Auflösungsvermögens des FI bestimmt werden. Die 
Möglichkeit, durch Aufbauvariationen die spektralen Eigenschaften des FIs zu modifi-
zieren, erlaubt die Adaption des Systems sowohl an kalte als auch heiße Gasströmun-
gen. 
Zur Verifizierung des Systems für Kaltgas wurde eine deLavalsche Überschalldüse kon-
struiert und mittels eines Particle imaging velocimetry (PIV) Verfahrens vermessen. Die 
Ergebnisse beider Verfahren weisen für unterschiedliche Arbeitspunkte des FIs eine 
große Übereinstimmung auf. Die hohe Empfindlichkeit des Systems bedingt besonders 
bei geringen gestreuten Intensitäten einen hohen Einfluss des Falschlichtes. Dieser 
Falschlichteinfluss auf die ermittelten Geschwindigkeiten kann durch ein einfaches 
Interferometermodell abgeschätzt werden.  
Zur Untersuchung eines Gleichstromplasmas muss sowohl das Signal der Rayleigh- als 
auch der Thomsonstreuung detektiert werden. Die Bestimmung der Zusammensetzung 
erfolgt mittels eines theoretischen Modells, welches aus der effektiv in das Plasma ab-
gegebenen elektrischen Leistung und dem Massenfluss die Neutralteilchen-, die Ionen- 
und die Elektronendichte am Ausgang des Plasmagenerators ermittelt. Aus diesem Mo-
dell kann für verschiedenen Temperatur- und Geschwindigkeitsverläufe ebenfalls die 
Elektronen- und Ionentemperatur abgeschätzt werden.  
Die interpretierten Geschwindigkeiten stimmen sowohl mit den theoretisch berechneten 
als auch mittels Fluktuationen gemessenen Geschwindigkeiten gut überein. 
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1 Einleitung 
 
In vielen industriellen Bereichen finden heute multifunktionale Oberflächen Verwen-
dung, deren neue Eigenschaften deutlich von den Eigenschaften der Einzelkomponenten 
abweichen.  
Das thermische Beschichten mit allen darunter zu verstehenden Technologien bietet 
einen Ansatz zur Herstellung solcher Oberflächen, wobei die Anwendungsgebiete von 
der Beschichtung von Turbinenschaufeln in Gasturbinen bis zur Herstellung biokompa-
tibler Oberflächen in der Implantattechnologie reichen. Der Einsatz von thermischen 
Beschichtungsverfahren führt zu einem sparsameren und daraus resultierend kosten-
günstigen Umgang mit knapper werdenden Ressourcen [1]. 
Allen thermischen Beschichtungsverfahren liegt ein ähnliches Funktionsprinzip zu 
Grunde. Das zu beschichtende Material wird einer thermischen und oder kinetischen 
Energiequelle zugegeben und in Richtung des zu beschichtenden Materials beschleunigt 
und eventuell an- oder aufgeschmolzen [2]. Durch Umwandlung der kinetischen Ener-
gie wird das auftreffende Material verformt, abgeflacht und aufgrund des Wärmeüber-
trages an das Substrat abgekühlt. Eine Steigerung der Effizienz kann durch ein verbes-
sertes Verständnis des Gesamtprozesses erzielt werden, dazu werden komplexe Modelle 
benötigt [3; 4; 5]. 
Die Verwendung von Gleichstromplasmaquellen als Energiequelle erscheint trotz der 
hohen Investitions- und Betriebskosten interessant, da sowohl Keramiken als auch Me-
talle verarbeitet werden können. Die Zugabe des Beschichtungsmaterials erfolgt bei 
dieser Technik beispielsweise als Pulver oder Suspension, wobei unter anderem Gas-
temperatur und -geschwindigkeit für die Injektion eine zentrale Rolle spielen. Die spe-
ziellen Eigenschaften eines Plasmastrahls, vor allem die sehr hohe Temperatur (~10000 
K) gestalten die Bestimmung solcher Parameter besonders in der Nähe des Generator-
ausganges schwierig.  
Eine Möglichkeit zur Untersuchung eines Gleichstromplasmas stellen Sondenverfahren 
dar. Neben den klassischen Langmuirsonden zur Bestimmung des elektrischen Potenti-
als, der Elektronendichte und der Elektronentemperatur finden ebenfalls Enthalpieson-
den Verwendung, welche eine Untersuchung des Gasstrahles durch mechanische, kalo-
rimetrische und chromatographische Verfahren erlauben [6; 7; 8]. Der Einfluss ver-
schiedener Parameter auf die Plasmaeigenschaften wurde damit bereits in den 1980iger 
Jahren untersucht. Brossa und Pfender stellten 1988 den Einfluss des Massenflusses, des 
elektrischen Stroms und der umgebenden Atmosphäre auf das Temperaturprofil sowie 
die Vermischung des Plasmastrahls mit der umgebenden Atmosphäre vor [6], während 
Capetti und Pfender im Jahr 1989 das Geschwindigkeitsprofil einer solchen Plasma-
quelle ermittelten [7]. Das Verfahren ist relativ einfach in der Handhabung und kann 
kommerziell erworben werden. Die Nutzung eines Massenspektrometers zur Ermittlung 
der Plasmagaszusammensetzung erlaubt die Bestimmung der Gastemperatur, während 
die Verwendung der Sonde als Pitotrohr eine Staudruckmessung und daraus resultierend 
die Berechnung der Gasgeschwindigkeit ermöglicht. Das Einführen der Sonden in den 
Plasmastrahl führt zu einer Änderung der zu bestimmenden Parameter am Messort. Die-
se Rückwirkung muss bei der Interpretation der Ergebnisse berücksichtigt werden.  
Zur berührungslosen Untersuchung von Gleichstromplasmastrahlen existieren unter-
schiedlichste spektroskopische Ansätze. Die Emissionsspektroskopie ermöglicht, unter 
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Auswertung des Eigenleuchtens des Plasmas, die Bestimmung der Elektronendichte und 
der Elektronentemperatur. Unter der Annahme, dass mindestens lokales thermodynami-
sches Gleichgewicht am Messort vorherrscht, kann aus der Elektronentemperatur auf 
die Gastemperatur geschlossen werden. Chen, Heberlein und Pfender zeigten 1993 
durch eine vergleichende Betrachtung der Emissionsspektroskopie mit einer Enthalpie-
sondenmessung, dass die Annahme eines lokalen thermodynamischen Gleichgewichts 
in den untersuchten Plasmastrahlen nicht immer gerechtfertigt ist [9].  
Die integrale Messung der Intensität erlaubt, bei Vorliegen einer Rotationssymmetrie, 
unter Anwendung der Abelinversion die Bestimmung der Temperaturen aus lokalen 
Emissionskoeffizienten. Ein anderer Ansatz wird in [10; 11] verfolgt, in diesen Arbeiten 
wird unter Nutzung des Tomographie-Algorithmus die Intensitätsverteilung aus einer 
Anzahl verschiedener sukzessive aufgenommener Bilder gewonnen. Aus dieser Intensi-
tätsverteilung können ebenfalls lokale Emissionskoeffizienten bestimmt und daraus auf 
die Gastemperatur geschlossen werden. Neben diesen passiven Spektroskopien konnten 
durch die Bereitstellung leistungsstarker Laserquellen aktive spektroskopische Verfah-
ren entwickelt werden.  
Die Nutzung fluoreszierender Eigenschaften ermöglicht die Bestimmung von Stoffkon-
zentrationen in Gasen [12]. Wenn die anregende Wellenlänge im Absorptionsbereich 
des untersuchten Stoffes liegt, dann führt die Laseranregung zu Fluoreszenz. Aufgrund 
des Funktionsprinzips ist dieses Verfahren nicht auf die Untersuchung Licht emittieren-
der Strömungen, wie z.B. Plasmastrahlen [13] begrenzt und findet besonders in der 
Strömungsmechanik Verwendung [14; 15].  
Die kohärente anti-Stokes Raman Spektroskopie (engl. Coherent anti-Stokes Raman 
spectroscopy CARS) stellt eine weitere Möglichkeit zur Untersuchung von Plasma- 
aber auch anderen Gasströmungen dar. Die induzierte Änderung des Brechungsindexes 
durch einen Laser führt zu einer Modulation eines zweiten Lasers anderer Wellenlänge. 
Aus den Daten können Druck, Temperatur, Dichte und Stoffkonzentrationen bestimmt 
werden [16; 17; 18], wobei die Technik ebenfalls sowohl auf heiße als auch auf kalte 
Gasströmungen anwendbar ist. Eine theoretische Möglichkeit mittels CARS auch Ge-
schwindigkeiten an Gasströmungen zu bestimmen zeigt Kuehner 1995 [16] . Die Tech-
nik bedingt ähnlich wie LIF (engl. Laser Induzierte Fluoreszenz) eine geeignete Wahl 
der verwendeten Wellenlänge, aus diesem Grund finden meist durchstimmbare Laser 
Verwendung.  
Ein weiterer Ansatz zur Untersuchung von Gasströmungen ist die nicht-resonante 
Streuung von Laserlicht an freien und gebundenen Elektronen. Abhängig vom unter-
suchten Medium enthält das gestreute Spektrum Informationen über Gastemperatur und 
–dichte bzw. Elektronentemperatur. Unter Nutzung des optischen Dopplereffektes kann 
aus der Wellenlängenverschiebung die Driftgeschwindigkeit der untersuchten Gasströ-
mung bestimmt werden. Die Streuung an gebundenen Elektronen in Atomen und Mole-
külen findet besonders in der Strömungsdiagnostik [19; 20; 21] aber auch an thermi-
schen Plasmen Anwendung [22; 23]. Die Bestimmung der Elektronentemperatur und –
dichte erfolgt an thermischen Plasmen durch die Streuung an freien Elektronen [12; 18; 
24; 25; 26; 27]. Die spektrale Breite des gestreuten Lichtes ist bei der Streuung an ge-
bundenen Elektronen abhängig von der Gastemperatur und –art bzw. bei der Streuung 
an freien Elektronen von der Elektronentemperatur und der Wechselwirkung der Elekt-
ronen untereinander. Die spektrale Auswertung des gestreuten Lichtes erfolgt mittels 
Monochromatoren, spektraler Filter oder aus deren Kombination. Aufgrund des gerin-
gen Streuquerschnitt der nichtresonanten Lichtstreuung wird das gestreute und gefiltert 
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Licht mittels Photomultiplier (engl. photomultiplier tubes PMT) oder intensivierter Ka-
meras registriert und anschließend ausgewertet. Die PMTs integrieren alle einfallenden 
Photonen auf und stellen am Ausgang eine Spannung zur Verfügung, deren Amplitude 
direkt mit der einfallenden Intensität korreliert ist. Die intensivierten Kameras bilden im 
Gegensatz dazu das einfallende Licht innerhalb eines Bildes ab. Abhängig von dem zu 
bestimmenden Parameter sind unterschiedliche Auflösungsvermögen notwendig, zur 
Bestimmung der Elektronentemperatur beispielsweise muss das gesamte Spektrum un-
tersucht werden. In diesem Fall wird das Spektrum mittels Monochromator gefiltert und 
auf eine intensivierte Kamera abgebildet. Der Vergleich des ermittelten mit theoretisch 
berechneten Streulichtspektren ermöglicht die Bestimmung der Elektronentemperatur, 
der Elektronen- und der Ionendichte [24]. Die Ermittlung der geschwindigkeitsinduzier-
ten Wellenlängenänderung erfordert eine wesentlich höhere spektrale Auflösung, des-
wegen verwendet Forster in diesem Fall ein variables Fabry-Perot-Interferometer. Die 
Wellenlängenverschiebung wird relativ gemessen, d.h. das gestreute Spektrum zweier 
entgegengesetzter Laserstrahlen wird nacheinander abgetastet und aus der relativen La-
ge der ermittelten Spektren zueinander kann die Geschwindigkeit bestimmt werden. 
Snyder 1993 verwendet zwei hintereinander angeordnete verstimmbare Fabry-Perot 
Interferometer zur Abtastung des gestreuten Spektrums [28]. Auch in dieser Arbeit wird 
das ermittelte Spektrum mit theoretischen Spektren verglichen und so die Elektronen-
temperatur bestimmt. Die Einkopplung des nicht gestreuten Laserlichts in die Detekti-
onsoptik ermöglicht aus der Verschiebung zwischen dem gestreuten Spektrum und der 
Laserwellenlänge direkt die Bestimmung der Driftgeschwindigkeit. In [26] und [27] 
wird die Elektronentemperatur und – dichte mittels eines Monochromators und eines 
intensivierten Arrays bestimmt, wobei in diesen Arbeiten anstelle der Salpeternäherung 
ein Memory-function-formalism zur Berechnung der theoretischen Spektren verwendet 
wird.  
Das Fabry-Perot Interferometer als Beispiel eines spektralen Filters ermöglicht die 
spektrale Untersuchung des gestreuten Lichtes mit einer Auflösung im pm – Bereich 
[20; 21; 24] während die Verwendung von Monochromatoren eine Auflösung im nm – 
Bereich erlaubt. In der Strömungsmesstechnik wurden bereits Techniken entwickelt, 
welche die zeitliche Änderung von Temperatur, Dichte und Geschwindigkeit erlauben 
[21]. Die spektrale Breite des an gebundenen Elektronen gestreuten Lichts ist wesent-
lich schmaler, sodass in diesem Bereich ausschließlich Interferenzfilter verwendet wer-
den. Mielke nutzt einen Dauerstrichlaser und filtert das gestreute Licht mit einem hoch-
auflösenden Fabry-Perot Interferometer. Das gefilterte Spektrum wird mittels eines spe-
ziell gefertigten Spiegels auf bis zu fünf verschiedene Spektralbereiche aufgeteilt. Das 
gestreute Licht der jeweiligen Spektralbereiche wird von PMTs registriert und anschlie-
ßend ausgewertet.  
Das Abtasten des gestreuten Spektrums durch Variation des Plattenabstandes zur Be-
stimmung der Geschwindigkeit ist zeitintensiv und stellt sowohl hohe Anforderungen 
an die Steuerung des Experimentes als auch an die Parallelität der verwendeten Platten. 
Basierend auf diesen Vorarbeiten wurde in der hier vorliegenden Arbeit eine neue 
Messmethode zur Bestimmung der Driftgeschwindigkeit entwickelt. Herzstück dieser 
Entwicklung war ein neues Filter bei welchem die Variation des Plattenabstandes nicht 
mehr notwendig ist, wodurch die Messzeit und gleichzeitig die Anforderungen an die 
Parallelität der optischen Platten stark verringert wurden, was zu einer verbesserten Ro-
bustheit von Streulichtbasierten Messverfahren führt.  
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Das, in dieser Arbeit vorgestellte, berührungslose und rückwirkungsfreie Verfahren 
ermöglicht, basierend auf der bekannten nicht-resonanten Lichtstreuung, die ortsaufge-
löste Ermittlung der Driftgeschwindigkeit im gesamten Gasstrahl. Die Verwendung 
eines neuen Fizeau-Interferometers ermöglicht die Bestimmung der Driftgeschwindig-
keit mit einer hohen Ortsauflösung     175 175 100m m m  in verschiedenen kal-

ten und heißen Gasströmungen. In einem ersten Schritt wurde das neue Verfahren an 
einer Überschallkaltgasströmung getestet, da für dieses Messobjekt mit der PIV-
Technik (engl. Particle imaging velocimetry) eine etablierte Diagnostik zur Verfügung 
steht. Anschließend wurde das Verfahren auf den rekombinierenden Plasmastrahl eines 
handelsüblichen Einlichtbogensystems adaptiert. 
Im folgenden Kapitel wird ein Überblick über verschiedene aktuelle Diagnostiken ge-
geben, des Weiteren wird aus der Dipolapproximation, als klassische Beschreibung der 
nicht-resonanten Streuung einer elektromagnetischen Welle an einer Ladung, das resul-
tierende Streuspektrum eines Volumenelementes innerhalb einer Gasströmung hergelei-
tet. Es wird gezeigt, dass das verwendete Fizeau-Interferometer zur Bestimmung der 
Driftgeschwindigkeit sowohl in kalten Gasströmungen als auch in rekombinierenden 
Plasmastrahlen geeignet ist. Der Zusammenhang zwischen den physikalischen Größen 
Gastemperatur und Driftgeschwindigkeit und den spektralen Eigenschaften des Interfe-
rometers wird diskutiert. Zum Abschluss des Kapitels wird jeweils eine Technik zur 
Bestimmung der Driftgeschwindigkeit an einer Kaltgasströmung bzw. an einem rekom-
binierenden Plasmastrahl vorgestellt.  
Der prinzipielle Aufbau des Experimentes sowie die daraus resultierende hohe Ortsauf-
lösung werden im dritten Kapitel diskutiert. Aufgrund der dem Experiment zugrunde 
liegenden Ablaufsteuerung ist es möglich, geschwindigkeitsinduzierte Wellenlängen-
verschiebungen unterhalb des Auflösungsvermögens des verwendeten Interferometers 
zu bestimmen. Diese Steuerung wird im Detail beschrieben.  
Das vierte Kapitel behandelt die Verarbeitung der gewonnenen Rohmessdaten. Nach 
einer ersten Bewertung der gestreuten Intensitäten und dem Finden der Interessenregio-
nen wird das Vorgehen zur Bestimmung der geschwindigkeitsbasierten Verschiebung 
der korrespondierenden Maxima in den gefilterten Streulichtspektren ausführlich herge-
leitet.  
Im fünften Kapitel werden die beiden untersuchten Messobjekte, Überschallkaltgas-
strömung und rekombinierender Plasmastrahl ausführlich beschrieben. Die Konstrukti-
on des divergenten Teils einer Überschalldüse nach Foelsch und ein Modell zur Ab-
schätzung des Temperatur- und Geschwindigkeitsprofils eines klassischen Einlichtbo-
genplasmagenerators werden vorgestellt.  
Eine Fehlerabschätzung ist für die Interpretation der gemessenen Geschwindigkeiten 
von eminenter Bedeutung, aus diesem Grund wird diese im sechsten Kapitel den ge-
wonnenen Ergebnissen vorangestellt. Die ermittelten Geschwindigkeitsprofile werden 
für beide Messobjekte getrennt vorgestellt und mit den Ergebnissen der jeweiligen Re-
ferenztechniken verglichen. 
Die Ergebnisse werden im siebten Kapitel zusammengefasst und mögliche Schlussfol-
gerungen für zukünftige Experimente aufgezeigt.  
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2 Messverfahren  
 
Nach einem kurzen Überblick über gängige Diagnostikverfahren an kalten und heißen 
Gasströmungen wird die, diesem Experiment zugrunde liegende, Streuung einer elekt-
romagnetischen Welle (engl. Electromagnetic Wave EMW) an einer Ladung beschrie-
ben.  
Ausgehend von der Dipolapproximation zur Beschreibung des verwendeten nicht-
resonanten Streuprozesses wird der Einfluss der Streuung einer EMW an einem Ensem-
ble von Streuzentren auf die resultierende spektrale Verteilung diskutiert. Zur Untersu-
chung dieses Streulichtspektrums wird ein neues Interferometer eingeführt und der Ein-
fluss der spektralen Verteilung der gestreuten EMW auf das zu erwartende Interferenz-
muster berechnet. Die Betrachtung des Temperatur- und Geschwindigkeitseinflusses der 
untersuchten Gasströmung auf die Wahl des Arbeitspunktes schließt dieses Kapitel ab. 
 

2.1 Diagnostiken an kalten und heißen Gasströmungen - Ein Überblick 
 
Für die Untersuchung von kalten (bis 2000K) und heißen (>2000K) Gasströmungen 
wurden verschiedenste Verfahren entwickelt. Neben Methoden zur qualitativen Unter-
suchung von Strömungen können auch einzelne physikalische Größen wie z.B. Gaszu-
sammensetzung, Temperatur oder Geschwindigkeit quantitativ bestimmt werden. In 
diesem Abschnitt wird ein Überblick über verschiedenen Verfahren zur Diagnostik an 
kalten und heißen Gasströmungen vorgestellt und ausgewählte Techniken kurz bespro-
chen. 
 

Messtechnik Physikalische Größen Vorteile Nachteile Quellen 
Sonden 
 

Geschwindigkeit 
Enthalpie 
Temperatur 
Zusammensetzung 

Einfach,  
preisgünstig, kom-
merziell verfügbar, 
lokale Auflösung 

Rückwirkung auf 
Messobjekt, 
Temperaturbe-
grenzung 

[6] [9]  
[29] [30] 
[31] [32] 
[33] 

Partikel-basierte  
Verfahren 
 

Geschwindigkeit kommerziell verfüg-
bar, 
lokale Auflösung  

Partikel Zugabe 
notwendig 

[34] [35] 
[36] 

Passive Spektros-
kopie 

Zusammensetzung 
Temperatur 

Berührungslos Eigenemission 
notwendig, 
integrierende 
Messung 

[9] [30] 
[31] [37] 
[38] [39] 

Laserstreu-
verfahren 
(LIF, Rayleigh, 
CARS, Thomson) 

Temperatur, 
Geschwindigkeit 
Dichte 
Zusammensetzung 

Berührungslos, hohe 
Ortsauflösung, keine 
strengen Näherungen 

sehr aufwendig [12] [19] 
[24] [25] 
[26] [40] 
[41] [42] 
[43] [44]  

Tabelle 2-1 Übersicht über verschiedene Messtechniken für kalte und heiße Gasströmungen und 
die von ihnen bestimmten physikalischen Größen  
 
Eine qualitative Untersuchung von kalten und heißen Gasströmungen ist mittels Schlie-
ren- und Schattentechnik oder durch interferometrische Untersuchungen möglich. Alle 
drei Verfahren basieren auf der Brechung von Licht aufgrund von Dichteunterschieden 
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und deren Auswertung. Die Verfahren sind gut geeignet um einen Überblick über die zu 
untersuchende Gasströmung zu geben [29; 45; 46; 47; 48; 49]. 
Zur quantitativen Bestimmung von physikalischen Größen wie Temperatur, Dichte, 
oder Geschwindigkeit finden unter anderem die in Tabelle 2-1 dargestellten Verfahren 
Verwendung. Die Sondenmessverfahren zeichnen sich durch ihre einfache Handhabung 
und den relativ geringen Preis aus, auch sind diese Verfahren oft kommerziell verfüg-
bar. Die Bestimmung der Geschwindigkeit kann entweder über das Staudruckverfahren 
(Prandtl- und Enthalpiesonde, konstante Anströmgeschwindigkeit) oder mittels thermi-
scher Anemometrie (Hitzdrahtanemometer, konstante Temperatur) erfolgen. Die Be-
stimmung der Temperatur erfolgt mittels Enthalpiesonde oder Hitzdrahtanemometer. 
Die Langmuirsonde findet bei der Bestimmung der Elektronendichten und des Potenti-
als in thermischen Plasmastrahlen Verwendung. Im Folgenden soll kurz auf die Enthal-
piesonde eingegangen werden, da diese besonders in der Diagnostik thermischer Plas-
men Verwendung findet.  
 
Enthalpiesonde 
 
Eine Enthalpiesonde besteht in erster Näherung aus einem wassergekühlten Röhrchen, 
das in den heißen Gasstrahl eingebracht wird, welcher dann in das Plenum eindringt. 
Die in [6] beschriebene Sonde besitzt einen Außendurchmesser von 3mm und einen 
Einlassdurchmesser von 0.68mm und wird durch Wasser gekühlt. Die Temperatur des 
Plasmas führt immer zur Erwärmung des Kühlmittels innerhalb der Sonde, allerdings ist 
diese Temperaturänderung davon abhängig ob das Plasmagas die Düse durchströmt 
 FT  oder nicht  oFT . Die Stagnationsenthalpie des Plasmagases kann, wenn die Gas-

zusammensetzung bekannt ist, aus der Differenz der Temperaturänderungen des Kühl-
mittels und der Gastemperatur am Ausgang der Sonde bestimmt werden: 
 

      


w p

P S F oF
G

m c
h h T T

m
, (2.1) 

 
wobei wm  den Massenfluss des Kühlmittels, Gm  den Gasfluss und pc  die spezifische 

Wärmekapazität des Kühlmittels bei konstantem Druck bezeichnen. Die Bestimmung 
der Restenthalpie sh  am Ausgang der Sonde erfolgt durch Vergleich mit tabellierten 

Werten der Gaskomponenten. Die Temperatur des Plasmagases kann für die ermittelte 
Enthalpie erneut aus Tabellen gewonnen werden. Die Notwendigkeit zwei Temperatur-
änderungen zu ermitteln verhindert eine kontinuierliche Bestimmung der Plasmagas-
temperatur. Für die Ermittlung der Geschwindigkeit wird die Sonde als Prandtlsonde 
verwendet. Aus der Differenz des am Düseneingang aufgrund des Aufstaueffektes an-
liegenden Gesamtdrucks gesp  und des statischen Drucks statp  wird unter Verwendung 

der Bernoulli-Gleichung die Geschwindigkeit ermittelt (2.2). Diese Differenz der beiden 
Drücke wird auch als dynamischer Druck oder Staudruck bezeichnet [8]. 
 

 



 2 ges statp p
v  (2.2) 
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Die Dichte   kann ebenfalls unter Nutzung der Gastemperatur aus thermodynamischen 
Tabellen ermittelt werden. Zur Bestimmung der Gaszusammensetzung wird ein Mas-
senspektrometer am Ausgang der Sonde verwendet. Das Enthalpiesondenverfahren ist 
verglichen mit anderen Verfahren einfach in der Handhabung und teilweise kommerzi-
ell verfügbar. Das Einbringen der Sonde in die zu untersuchende Plasmaströmung führt 
zu einer Rückwirkung auf das Messobjekt und muss bei der Interpretation der Ergebnis-
se Berücksichtigung finden.  
 
Partikelbasierte Verfahren 
 
Die partikelbasierten Verfahren, wie z-B. Laser Doppler Anemometrie (LDA) oder Par-
ticle imaging velocimetry (PIV) sind besonders in der Strömungsmesstechnik etabliert, 
können im Allgemeinen aber nicht in heißen Strömungen eingesetzt werden, da die zur 
Messung notwendigen injizierten Partikel meist auf Öl oder TiO2

1 basieren. Die PIV – 
Technik wird als Referenzverfahren zur Validierung der in dieser Arbeit vorgestellten 
Technik verwendet. Eine ausführliche Betrachtung erfolgt in Abschnitt 2.5.  
 
Emissionsspektroskopie  
 
Die Verwendung passiver spektroskopischer Verfahren setzt eine genügend starke Ei-
genemission der untersuchten Gasstrahlen voraus, aus diesem Grund ist eine Anwen-
dung an kalten Gasströmungen nicht möglich. Die zu untersuchende Plasmaströmung 
wird mittels Sammellinse und Spiegel auf einen Monochromator oder ein Spektrometer 
abgebildet und spektral gefiltert. Zur Auswertung der Emission existieren verschiedene 
Techniken, einige sollen hier kurz vorgestellt werden. 
Die Strahlungsintensität eines atomaren Überganges ist unter anderem von der Elektro-
nentemperatur und der Teilchendichte im betrachteten Bereich abhängig. Das Verhältnis 
der Intensitäten unterschiedlicher Übergänge der gleichen Ionisationsstufe ist daher nur 
noch von der Elektronentemperatur abhängig. Zur Bestimmung der Intensitäten der ein-
zelnen Spektrallinien wird das emittierte Spektrum der Plasmaquelle mittels Mono-
chromator aufgeteilt und die verschiedenen Spektralbereiche am Ausgang auf einen 
Photoelektronenvervielfacher (engl. photomultiplier tube) PMT abgebildet. Die resultie-
renden Spannungen für den jeweiligen Übergang werden nacheinander ermittelt. Das 
Spannungsverhältnis erlaubt unter Berücksichtigung der spektralen Empfindlichkeit des 
verwendeten PMTs einen Rückschluss auf das Verhältnis der abgestrahlten Intensitäten. 
Unter der Annahme eines lokalen thermodynamischen Gleichgewichts ist die Gastem-
peratur ebenfalls zugänglich.  
Eine weitere Möglichkeit ist die Auswertung der Verbreiterung der betrachteten Linie. 
Die thermische Geschwindigkeit der Atome und Ionen führt zu einer Verschiebung der 
Wellenlänge des ausgestrahlten Lichtes, daraus resultiert eine Verbreiterung der Spekt-
rallinie am Ort der Detektion, welche als Dopplerverbreiterung bezeichnet wird [50; 
51]. Aus der Halbwertsbreite kann die Temperatur der Atome oder Ionen bestimmt 
werden. Die Stoßwechselwirkungen der emittierenden Atome und Ionen mit den Elekt-
ronen führt zu einer Phasenänderung des abgestrahlten Lichtes, was zu Starkverbreite-
rung der Line führt [50; 51]. Ist die Temperatur bekannt, so kann aus dieser Verbreite-
rung die Elektronendichte ermittelt werden. Die Bestimmung von Elektronentemperatur 
                                                 
1 Schmelztemperatur ~1850°C 
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und -dichte bedingt eine Annahme über die thermische Geschwindigkeitsverteilung 
(Boltzmann-Verteilung). Das Vorliegen eines thermodynamischen Gleichgewichts wird 
in diesem Fall nicht vorausgesetzt. 
In einem Gleichgewichtsplasma können aus den lokalen Emissionskoeffizienten sowohl 
die Ionen- als auch die Atomdichte bestimmt werden. In einem iterativen Prozess wer-
den aus der Sahagleichung die Elektronentemperatur und –dichte ermittelt [52]. Die 
Bestimmung der lokalen Emissionskoeffizienten erfolgt bei Vorliegen einer Rotations-
symmetrie aus einer Abelinversion der gemessenen integrierten Intensitäten entlang des 
Radius der betrachten Plasmaströmung. Zur Gewinnung der Temperaturverteilung der 
gesamten Plasmaströmung werden solche transversalen Schnitte zur Bestimmung der 
Intensitätsverteilung an verschiedenen Punkten entlang der Strömung durchgeführt. Die 
Untersuchung der gesamten Gasströmung kann auch durch einen tomografischen An-
satz erfolgen, dazu wird die gesamte Strömung aus verschiedenen Richtungen mittels 
Kameras aufgenommen. Die gewonnen Bilder ermöglichen durch den bekannten CT-
Ansatz die Bestimmung der Intensitätsverteilung innerhalb der Strömung [10; 11; 53], 
in diesem Fall muss keine Rotationssymmetrie der untersuchten Plasmaströmung vor-
liegen. 
Der Begriff Emissionsspektroskopie umfasst verschiedene etablierte Verfahren zu Un-
tersuchung von Plasmaströmungen wobei die notwendige Annahme des lokalen ther-
modynamischen Gleichgewichts für zwei der drei vorgestellten Verfahren so nicht ge-
rechtfertigt [9] ist. Die Nutzung der Verbreiterungseffekte hingegen bedingt zwar eine 
sehr hohe spektrale Auflösung ist sonst aber nicht an die Annahme eines lokalen ther-
modynamischen Gleichgewichts gebunden. Ein sehr hoher Geräteaufwand muss zur 
Realisierung der verschiedenen Verfahren betrieben werden. 
 
Laserstreuverfahren 
 
Unter dem Begriff Laserstreuverfahren sind sowohl nicht-resonante als auch resonante 
Streuverfahren zu verstehen. Im Folgenden werden verschiedene Techniken der Licht-
streuung kurz dargestellt. 
 
Laser induzierte Fluoreszenz (LIF) 
 
Das LIF-Verfahren stellt ein resonantes Streuverfahren dar, wobei die Energie eines 
einfallenden Photons ausreicht um ein Elektron von einem niedrigeren in einen höheren 
erlaubten Energiezustand anzuregen. Die Abregung des Elektrons in einen niedrigeren 
Zustand ist im Allgemeinen mit der Emission eines Photons verbunden kann aber auch 
strahlungslos durch Stoßlöschung erfolgen. Die Elektronen verbleiben für 

 9 810 10 s  [14] im angeregten Zustand, daraus folgt, dass nach Ende der Beleuch-
tung die Fluoreszenz unmittelbar beendet ist und die kurze Lebensdauer zur Untersu-
chung schneller Vorgänge verwendet werden kann. 
Die Intensität des emittierten Lichtes ist zunächst direkt proportional zur eingestrahlten 
Intensität, geht aber bei genügend höher Intensität in eine Sättigung über [12; 13]. Die 
Teilchendichte im betrachteten Volumen ist proportional zur abgestrahlten Intensität des 
Streuprozesses, daher kann die LIF-Technik zur Bestimmung der angeregten Teilchen-
dichte verwendet werden. In der Strömungsdiagnostik sind 2D und 3D Verfahren zur 
Untersuchung von Verbrennungsvorgängen bekannt. Der einfallende Laserstrahl wird 
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mittels Optiken in einen Laserschnitt geformt und in die zu untersuchende Strömung 
gelenkt. Das gestreute Licht wird senkrecht zur Ausbreitungsrichtung des Lasers mittels 
Sammellinse auf eine Kamera oder ein Fotodiodenarray abgebildet. Die Bestimmung 
der Dichte unterschiedlicher Spezies innerhalb eine Strömung bedingt die Verwendung 
verschiedener Anregungswellenlängen, dies kann entweder durch Nutzung eines Lasers 
mit veränderbarer Wellenlänge oder durch Verwendung eines zweiten Lasers mit einer 
anderen Wellenlänge [54] erfolgen. Die Visualisierung des gestreuten Lichtes der bei-
den Laser wird in diesem Fall durch zwei Kameras oder Fotodiodenarrays, welche um 
90° gegeneinander versetzt sind, realisiert. Für die Bestimmung die Fluktuation der 
Teilchendichte stellt Olofsson ein Lasersystem aus vier unterschiedlichen Lasern vor 
[55]. Um eine hohe zeitliche Auflösung gewährleisten zu können, werden die einzelnen 
Laser durch eine aufwendige Synchronisation aufeinander abgestimmt. Die Detektion 
des gestreuten Lichtes erfolgt dann mittels Hochgeschwindigkeitskamera. Dieses Mehr-
lasersystem ermöglicht ebenfalls eine 3D – Bestimmung der Teilchendichte, wobei die 
einzelnen Laserpulse ebenfalls zeitlich versetzt durch einen variablen Spiegel nachei-
nander in die zu untersuchende Strömung gelenkt werden. In [13] werden zwei Laser 
zur Untersuchung eines Stickstoffplasmas verwendet. Ein Laserstrahl wird entweder 
senkrecht oder in Strömungsrichtung des Plasmas eingekoppelt, wobei die Detektion 
senkrecht zu beiden erfolgt. Aus der Intensität kann die Dichte eines der angeregten 
Stickstoffzustände bestimmt werden. Die thermische Bewegung der untersuchten Teil-
chen im Streuvolumen bedingt eine Verbreiterung des gestreuten Lichtes während die 
Driftgeschwindigkeit zu einer relativen Verschiebung des gesamten Spektrums führt.  
Die Notwendigkeit unterschiedliche Wellenlängen zur Untersuchung verschiedener 
Bestandteile einer Gasströmung bedingt den hohen Aufwand dieser Technik. Aufgrund 
des im Vergleich zu anderen Streuverfahren hohen Wirkungsquerschnittes kann die 
Änderung der Dichte zeitaufgelöst bestimmt werden, auch sind keine hohen Laserleis-
tungen notwendig.  
 
Kohärente anti-Raman Spektroskopie 
 
Die kohärente anti-Raman Spektroskopie ist im Gegensatz zum oben diskutierten LIF-
Verfahren eine nicht-resonante Streutechnik. Zur Realisierung werden mindestens zwei 
Laser unterschiedlicher Wellenlänge benötigt. Der erste Laser führt zu einer kontinuier-
lichen Änderung des Brechungsindexes der untersuchten Gasströmung, wobei diese 
Brechungsindexänderung gleichzeitig zur Modulation eines zweiten Lasers verwendet 
wird. Die Modulation dieses zweiten Lasers muss unter Nutzung mehrerer Filter vom 
eingestrahlten unmodulierten Laserlicht getrennt werden, so dass das resultierende ge-
streute Licht spektroskopisch ausgewertet werden kann [17]. Aus der spektralen Vertei-
lung des gestreuten Lichtes kann die Temperatur und aus der Intensität die Dichte mit-
tels spezieller Simulationsprogramme bestimmt werden [56]. Für die Ermittlung der 
Geschwindigkeit werden die Laser senkrecht zur Strömungsrichtung und anschließend 
unter einem Winkel eingestrahlt, aus der relativen Lage der Spektren zueinander kann 
auf die Driftgeschwindigkeit geschlossen werden. Eine weitere Möglichkeit besteht in 
der Bestimmung der relativen Lage des gestreuten Lichtes bezüglich einer Messung an 
einer Referenzgaszelle. Diese Technik stellt sehr hohe Anforderungen an die Justage der 
verwendeten Laser, für hochauflösende Varianten werden zwei Pumplaser verwendet, 
so dass dann drei Laserstrahlen örtlich und zeitlich aufeinander abgestimmt werden 
müssen. Der technische Aufwand ist enorm, da zur Untersuchung von Strömungen un-
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terschiedlicher Gase mehrere Laser verschiedener Wellenlängen notwendig sind. Die 
CARS-Technik findet sowohl in der Strömungsmechanik als auch in der Untersuchung 
von thermischen Plasmen Verwendung. Der hohe Aufwand ermöglicht allerdings auch 
eine selektive Untersuchung der Gasströmung auf einzelne Bestandteile.  
 
Rayleigh- und Thomsonstreuung  
 
Die Nutzung der Rayleighstreuung – an gebundenen Elektronen – als weiteres Beispiel 
einer nichtresonanten Lichtstreuung ermöglicht die Bestimmung der Gasgeschwindig-
keit, der -dichte und der -temperatur an kalten und heißen Gasströmungen. Wenn die 
Anzahl der freien Elektronen groß genug ist (Plasma), tritt auch Thomsonstreuung auf, 
welche zusätzlich die Bestimmung der Elektronentemperatur und -dichte ermöglicht. 
Die Rayleighstreuung wird besonders in der Strömungsmechanik zur Untersuchung von 
Gasströmungen angewendet, hier wurden seit den 1970iger Jahren unterschiedliche 
Verfahren entwickelt [21; 57; 58; 59; 60; 61; 62]. Die Bestimmung von Temperatur- 
und Dichteverteilungen in kalten Gasströmungen wurde bereits am Ende der 1970iger 
und zu Beginn der 1980iger Jahre realisiert [41; 57; 63]. Die Ermittlung von Geschwin-
digkeitsverteilungen in Gasströmungen wurde in den 1990iger Jahren realisiert [19; 61]. 
Durch die Verwendung von leistungsstarken Dauerstrichlasern ist es möglich die Ge-
schwindigkeit, Temperatur und Dichte von Gasströmungen zeitaufgelöst zu bestimmen 
[21; 64]. Der Falschlichteinfluss kann durch Blenden oder die geeignete Wahl von Ab-
sorptionsfiltern bei der Auswertung des gestreuten Lichtes minimiert werden [65]. Auf-
grund der Wellenlängenabhängigkeit des Streuquerschnittes der Rayleighstreuung wer-
den Strömungen mittels UV-Laser untersucht, um ein höheres Streusignal am Detektor 
zu erhalten [59; 66]. Zur Untersuchung von unterschiedlichsten Plasmen werden oft 
beide Streumechanismen verwendet [62], um sowohl die Gas- als auch die Elektronen-
temperatur durch Auswertung des gestreuten Lichtes an freien und an gebundenen 
Elektronen zu bestimmen. Die Filterung des gestreuten Lichtes erfolgt in dieser Arbeit 
durch ein Spektrometer mit drei unabhängigen Gittern, wobei der Einfluss des Falsch-
lichtes durch eine spezielle Maske zwischen dem ersten und zweiten Gitter eliminiert 
wird. Das hier vorgestellte Experiment basiert auf diesen Streuarten, deren theoretische 
Grundlagen im folgenden Abschnitt dargelegt werden sollen. 
 

2.2 Nichtresonante Lichtstreuung 
 
Die Streuung einer elektromagnetischen Welle im sichtbaren Bereich ist ein sehr inef-
fektiver physikalischer Prozess, der trotz sehr hoher Sendeleistungen nur ein sehr gerin-
ges Streusignal am Detektor liefert. Die berührungslose und praktisch rückwirkungs-
freie direkte Bestimmung verschiedenster Gas- und Plasmaparameter ist mit diesem 
Verfahren möglich und führte bereits in den 70iger Jahren zu ersten Anwendungen [67; 
68; 69]. Wenn die Wechselwirkung von elektromagnetischer Strahlung und Materie 
nicht zu einer Änderung des internen Energiezustandes der Materie führt, wird von 
nicht-resonanter Lichtstreuung gesprochen. 
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2.2.1 Die Dipolapproximation zur Beschreibung der Streuung einer elekt-
romagnetischen Welle an einer Ladung  

 
Eine äußere einfallende elektromagnetische Welle, deren Energiefluss durch den Poin-

tingvektor  
  
inS E H  beschrieben wird, trifft auf eine Ladung Lq  im Raum, Abbil-

dung 2.1. Das elektrische Feld der einfallenden Welle kann durch 

     
 

,0, cosin in in inE r t E t k r  angegeben werden, wobei inE  die Amplitude des 

elektrischen Feldes, in  die Kreisfrequenz und 

ink  den Wellenvektor darstellen. 

 

 
Abbildung 2.1 Darstellung der Streugeometrie einer einfallenden EMW und einer Ladung 
 
Der Einheitsvektor der Polarisationsrichtung des elektrischen Feldes wird durch 


En  und 

der Einheitsvektor in Richtung der gestreuten EMW mit 

sn  visualisiert. Der Winkel 

zwischen diesen Vektoren wird mit   und die elektrische Permittivität mit   bezeich-

net. Die Amplitude des Pointingvektors 

in inS S  lässt sich in Abhängigkeit des elekt-

rischen Feldes, der magnetische Permeabilität 0  und der Lichtgeschwindigkeit in Va-

kuum 0c  wie folgt beschreiben [70]: 

 

 


  2

0 0

1 1

2 2in inS EH E
c

. (2.3) 

 
Aufgrund der zunächst ruhenden Ladung 


0qc  trägt das magnetische Feld nicht zur 

Kraftwirkung auf die Ladung bei und die resultierende Kraft ergibt sich zu 
 

LF q E . 

Diese Kraft ist proportional zum äußeren elektrischen Feld 


inE , welches oszilliert und 

so die Ladung beschleunigt. Diese beschleunigte Ladung stellt einen Dipol dar, welcher 


inS  


En


sn  




qc  

Lq  
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seinerseits eine elektromagnetische Welle abstrahlt. Der Betrag des elektrischen Feldes 

ScatE  dieser Welle im Abstand  maxr R  vom Ort der Streuung ist proportional zur 

Beschleunigung  a t
 
(2.4) [24]. 

 

      



2

0 0 max

sin
,

4
L

Scat
q

E r t a t
c R

 (2.4) 

 
Das Strahlungsprofil der gestreuten Welle entspricht dem eines Hertzschen Dipols, wo-
bei die Wellenlänge der gestreuten Welle Scat  der Wellenlänge der eingestrahlten 

Welle in  entspricht [12; 18; 24; 40; 51; 69; 71; 72; 73; 74]. Als Maß zur Beschreibung 

der Effektivität des Streuprozesses wird der differentielle Streuquerschnitt (2.5) angege-
ben, dabei handelt es sich um das Verhältnis der zeitlichen Mittelwerte der Beträge des 
gestreuten und des eingestrahlten Pointingvektor multipliziert mit dem Quadrat des Ab-
standes maxR  zwischen Ort der Streuung und Ort der Beobachtung [73]. 

 

  




   
          





2 2
2 20
max 2

,00

sin
4

Scat
Scat L

inin

Sd aq
R

d EcS
 (2.5) 

 
Der zeitliche Mittelwert des Pointingvektors entspricht der Intensität der betrachteten 
EMW. Im weiteren Verlauf wird für die Ladung Lq  ein Elektron mit 

   191.602 *10Lq e As  angenommen. Grundsätzlich lassen sich zwei unterschied-

liche, nicht-resonante Streuvorgänge beschreiben. Die Streuung an gebundenen und an 
freien Elektronen, wobei für letztere die Bezeichnung Thomsonstreuung und für erstere 
die Bezeichnung Rayleighstreuung bekannt sind. Zur Bestimmung der Amplitude des 
gestreuten elektrischen Feldes für die beiden angegebenen Fälle wird die Bewegungs-
gleichung anschließend gelöst. 
 

2.2.1.1 Rayleighstreuung 
  
Ein an den Kern gebundenes Elektron kann als an einer Feder befestigter, Massepunkt 

aufgefasst werden. Mit  2
0eK m  wird das Federmoment angegeben, wobei em  die 

Elektronenmasse und 0  die, das Energieniveau beschreibende, Resonanzfrequenz dar-

stellt. Die gesamte, auf das Elektron wirkende, Kraft setzt sich aus der, durch das äußere 
elektrische Feld erzeugten, Kraft  ,0inF eE  und durch die Aufgrund der Auslenkung 

aus der Ruhelage  x t  bedingten Federkraft   2
0eF m x t  zusammen (2.6). 

 

         2
0e in em a t eE t m x t  (2.6) 
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Die Auslenkung aus der Ruhelage     0 cos inx t x t  aufgrund des äußeren elektri-

schen Feldes erfolgt mit der Frequenz der einfallenden Welle. Das Lösen der Gleichung 

liefert für die Amplitude der Auslenkung 
 

 


0 ,0 2 2
0

1
in

e in

e
x E

m
, daraus ergibt sich 

für den differentiellen Streuquerschnitt: 
 

   


  

   
           

2 222
2

2 2 2
0 0 0

sin
4

Scat in

e in

d e

d m c
. (2.7) 

 
Durch Integration über den gesamten Raum      2 sind d , Einführung des klas-

sischen Elektronenradius 


 
    
 

2
15

2
0 0

2.8 10
4

e
e

e
r m

m c
 und unter der Annahme 

dass die Wellenlänge der einfallende Welle kleiner als die Wellenlänge des gebundenen 
Elektrons ist, ergibt sich der totale Streuquerschnitt zu: 
 

 
 


 
 
 


4

2
, ,

0

8

3
in

Scat total Ray er . (2.8) 

 

2.2.1.2 Thomsonstreuung 
 
Die Bewegungsgleichung für ein freies Elektron vereinfacht sich, da die Federkraft 
nicht berücksichtigt werden muss (2.9). 
 
     e inm a t eE t  (2.9) 

 
Das Ergebnis des totalen Streuquerschnitts für Thomsonstreuung (2.10) weist im Ge-
gensatz zum oben diskutierten Ergebnis für die Rayleighstreuung (2.8) keine Abhängig-
keit von der einstrahlenden Wellenlänge und dem Material auf.  
 

   2
, ,

8

3Scat total Tho er  (2.10) 

 
Die nahe liegende Vermutung, dass ein freies Elektron einem äußeren elektrischen Feld 
besser als ein gebundenes folgen kann, wird dadurch bestätigt, da 

    


 
  

 
 

4

, , , , , , 0
0

,  in
Scat total Ray Scat total Tho Scat total Tho in

 
gilt. 

 



 
Messverfahren 
 

Direkte Geschwindigkeitsmessung an schnellen Gasströmungen 
 durch nichtresonante Lichtstreuung 

 
22 

2.2.2 Der Einfluss der Ladungsgeschwindigkeit auf die abgestrahlte Wel-
lenlänge 

 
Die im vorherigen Abschnitt eingeführte Streuung einer äußeren EMW an einem ruhen-
den Elektron wird in diesem Abschnitt auf nicht relativistische Geschwindigkeiten 
 0qc c  erweitert.  

 

 
 
 
 
 
Für diese Geschwindigkeiten ist der Einfluss des magnetischen Anteils 

  
 
m L qF q c B  der EMW auf die wirkende Gesamtkraft zu vernachlässigen [12; 24], 

so dass der oben gewählte Ansatz für eine ruhende Ladung ebenfalls anwendbar ist. Der 

Geschwindigkeitsvektor soll in der durch den Pointingvektor der EMW 

inS  und den 

Normalenvektor 

En  des elektrischen Feldes aufgespannten Ebene liegen. Die in Abbil-

dung 2.2 durch ihren Pointingvektor symbolisierte EMW breitet sich entlang der y-
Achse aus und ist in x-Richtung horizontal polarisiert. Aufgrund des bereits bekannten 
Strahlungsprofils aus dem vorhergehenden Abschnitt kann der Beobachter nicht in 
Richtung der induzierten Schwingung des Elektrons positioniert werden, da in diesem 
Fall kein elektrisches Feld detektierbar ist. Der Wert des am Ort 


qr  zum Zeitpunkt 0t  

gestreuten elektrischen Feldes ergibt sich zu 

Abbildung 2.2 Darstellung der Streugeometrie einer einfallenden EMW 


inS  und eines Elektrons 

am Ort

qr , mit der Geschwindigkeit 


qc   

Detektor 

  
 

cosq s qc n c  

x 
y 

z 


Dr  

  
 

cosq qinc n c  

qr


 

 
  
s qDr r r  


inS  


qc  
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     
 

0 , 0, cosScat q R T in in qE r t C t k r [24]. Der Faktor ,R TC  erfasst dabei die bei-

den möglichen Streuarten (Rayleigh und Thomsonstreuung   0 0 :  

 

 
  

  




2

, ,0 2 2 2
0 0 0

sin

4
in

R T in
e in

e
C E

m c r
. (2.11) 

 
Das elektrische Feld am Ort des Detektors wird auf Grund der Laufzeit der Welle ent-

lang der Strecke  
 

0D qr r t  zu einem Zeitpunkt 1t  detektiert. Die Laufzeit ist durch 

   
 

1 0 0 0D qt t r r t c  gegeben. Der Ortsvektor des Elektrons    
  

0 0 0q qr t r c t  zum 

Zeitpunkt 0t  besteht aus der Addition eines Vektors 

0r  und dem Einfluss der Ge-

schwindigkeit 


0qc t . Die Richtung der gestreuten EMW zwischen dem Ort der Streuung 

und dem Detektor wird erneut durch den Einheitsvektor 

sn  beschrieben. Daraus ergibt 

sich für den Zeitpunkt der Streuung: 
 

 

 

 

   
  

 
 

   





0 0
1 1

0 0
0

00

1 cos1

D D
s

qq
s

r r r r
t n t

c c
t

cc
n

cc

. (2.12) 

 
Der Winkel zwischen der Richtung der Geschwindigkeit und der Richtung der einge-
strahlten Welle wird mit   bezeichnet. Unter Definition der Kreisfrequenz 

 

 


 



  
 

 







0 0

00

1 1 cos

1 cos1

q q
in

s in
qq

s

c c
n

c c
cc

n
cc

 und des Wellenvektors 

 

 





  
 

 







0 0

00

1 1 cos

1 cos1

q q
in

s in
qq

s

c c
n

c c
k k

cc
n

cc

 der gestreuten und am Detektor einlaufenden 

Welle kann die zeitliche Änderung des elektrischen Feldes durch (2.13) angegeben wer-
den. 
 

          
   

1 , 1 0cosScat R T s in s s DE t C t k k r k r  (2.13) 

 
Die gestreute Wellenlänge ist aufgrund der Bewegung des Elektrons zwei Dopplereffek-
ten unterworfen. Der erste Dopplereffekt aufgrund der Bewegung des Elektrons relativ 
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zur Ausbreitungsrichtung des Lasers,  
0

1 cosqc

c
 und der zweite Dopplereffekt auf-

grund der Bewegung relativ zum Detektor    30.5 10x nm . 
 

2.2.3 Das Spektrum eines Ensembles in einem kleinen Streuvolumen 
 
In diesem Abschnitt wird der Einfluss von eN  Elektronen in einem Volumenelement 

  0.0065  auf das gesamte Streulichtspektrum betrachtet. Die in Streulichtexperi-
menten eingesetzten Detektoren integrieren die Strahlungsleistung der gestreuten EMW 
über ein Zeitintervall t  [42; 72]. Daraus ergibt sich für die Intensität der gestreuten 
Welle: 
 

 


  2

0 0

1

2Scat Scat ScatI S E
c

, (2.14) 

 
dies führt unter Verwendung des bereits eingeführten Faktors ,R SC  für die Intensität 

der gestreuten EMW am Detektor zu 



2

,

0 02
R S

scat
C

I
c

.  

Zur Beschreibung der Vorgänge innerhalb des betrachteten Volumens soll Abbildung 
2.3 den Sachverhalt illustrieren [24; 73]. Die einfallende und gestreute EMW werden 

durch die Wellenvektoren 

ink  und 


sk  beschrieben und bilden ein Interferenzmuster 

innerhalb des beobachteten Streuvolumens. Der Wellenvektor dieses Interferenzmusters 

ergibt sich aus geometrischen Überlegungen zu  
  

in sk k k . Aufgrund der geringen 

Verschiebung der Wellenlänge werden die Beträge der eingestrahlten und der gestreuten 

EMWs kaum voneinander abweichen 
 

in sk k .  

Aus der Betrachtung der gesamten gestreuten und am Detektor registrierten EMW wird 

ersichtlich, dass alle Elektronen die sich nicht in Richtung des Wellenvektors 

k  bewe-

gen EMWs mit der gleichen Wellenlänge wie die einfallende EMW abstrahlen [24; 73]. 

Für Elektronen die sich mit einer Geschwindigkeit 

qc  entlang des Wellenvektors 


k  

bewegen wird die gestreute EMW eine im Vergleich zur eingestrahlten EMW leicht 
verschobene Wellenlänge    s in  besitzen. Für einen Detektor der M  Wellen-

längenbereiche  i  auflösen kann, werden alle an Elektronen mit der Geschwindigkeit 

qc  gestreuten EMWs zur Intensität in dem dazugehörigen Wellenlängenbereich beitra-

gen. Aus der Verteilung des gestreuten Gesamtspektrums können Rückschlüsse auf die 
Geschwindigkeitsverteilung, und daraus resultierend auf die Temperatur, innerhalb des 
betrachteten Streuvolumens gezogen werden. 
Für die unwahrscheinliche Annahme, dass sich alle Elektronen gleichmäßig im Volu-
men verteilen, wird am Ort des Detektors kein Streulichtspektrum registriert werden, da 
es immer zwei gestreute Wellen mit gegenläufiger Phase geben wird, die sich auslö-
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schen. Aus dem in Abbildung 2.3 dargestellten geometrischen Zusammenhang kann für 
das Interferenzmuster eine Wellenlänge int  abgeleitet werden (2.15). 

 

 
 
 


in
int 2sin 2

 (2.15) 

 

Zur Beschreibung der Vorgänge wird in der Literatur der Formfaktor  ,S k  als Fou-

riertransformierte der Dichtefluktuation  
,n r t  eingeführt [24; 67; 68; 75].  

 

 
 
Dieser Formfaktor hängt sowohl von der Art der Streuung als auch von der Wechsel-
wirkung der Streulichtzentren mit der Umgebung ab. Für Thomsonstreuung ist die Cou-
lomb-Wechselwirkung der freien Ladungsträger und für Rayleighstreuung die Wech-
selwirkung der Atome und Moleküle ausschlaggebend. Bei der Untersuchung von Ga-
sen mittels Rayleighstreuung wird der Einfluss makroskopischer Größen auf den Streu-
prozess und das zu erwartende Streuspektrum durch die Einführung eines dimensionslo-

sen y-Parameters berücksichtigt 
int~

m

y
l

 [20; 21; 67; 68; 73; 75; 76; 77; 78; 79]. Wel-

cher die Wellenlänge des Interferenzmusters und die mittlere freie Weglänge ml  der 

Moleküle bzw. Atome in Relation setzt. Aus der bereits eingeführten Abhängigkeit der 
gestreuten Wellenlänge 

Abbildung 2.3 Darstellung des Streudiagramms 


ink


k




sk  



 
Messverfahren 
 

Direkte Geschwindigkeitsmessung an schnellen Gasströmungen 
 durch nichtresonante Lichtstreuung 

 
26 
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 von 

der Geschwindigkeit der Ladung und den Vektoren der einfallenden und gestreuten 
EMW ergibt sich die Veränderung der Wellenlänge zu: 
 

         
   

2 s in q s in q s inf f c k k c k k  (2.16) 

 

Der Betrag des Vektors    
  

s ink k k  lässt sich mittels des Kosinussatzes direkt aus 

Abbildung 2.3 ableiten [80] 
 

 
 

 
 


 2 sin

2ink k . (2.17) 

 
Für den Fall, dass die mittlere freie Weglänge deutlich größer als die Interferenzwellen-
länge ist, spielen Wechselwirkungen der Teilchen untereinander keine Rolle und das zu 
erwartende Spektrum wird nur von der Geschwindigkeit der Elektronen innerhalb des 
betrachteten Volumens bestimmt. Im Gleichgewichtszustand kann die Geschwindig-

keitsverteilung der Elektronen entlang des Vektors 

k  durch eine eindimensionale 

Maxwell-Boltzmann Verteilung angeben werden [81]. 
 

  


        

2
1

exp k
k

TT

c
p c

vv
 (2.18) 

 

Die wahrscheinlichste thermische Geschwindigkeit 
2 B

T
k T

v
m

 ergibt sich aus der 

Boltzmann-Konstante Bk , der Temperatur T  und der Molekülmasse m . Für die Ver-

teilung der am Detektor registrierten Frequenzen folgt daraus: 
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f

T T

f f
g f T
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. (2.19) 

 
Analog zu dieser Betrachtung kann ebenfalls die Verteilung der registrierten Wellenlän-
gen abgeleitet werden: 
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    
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 
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           

2

0 0, , exp
2sin 2sin

2 2

s in
f

in
in T T

c c
g T

v v
. (2.20) 

 
Die resultierende Breite bei halber Maximalintensität (engl. Full Width at Half Maxi-
mum FWHM) des gestreuten Spektrums  therm  ist in (2.21) angegeben. 

 

  
     

 0

8
2 sin ln 2

2
in B

therm
k T

c m
 (2.21) 

 
Für hohe Drücke und niedrige Temperaturen dominieren die Wechselwirkungen der 
Moleküle und Atome untereinander, das Gas verhält sich wie eine Flüssigkeit. Die mitt-
lere freie Weglänge ist deutlich kleiner als die Interferenzwellenlänge und das zu erwar-
tende Streulichtspektrum weist neben dem Lorentzförmigen Hauptmaximum zwei eben-
falls Lorentzförmige, mit der Schallgeschwindigkeit direkt verbundene, symmetrisch 
um das Hauptmaximum verteilte Nebenmaxima auf. Diese Art der Streuung wird als 
Brillouin-Mandelstam Streuung bezeichnet. Für den Übergangsbereich zwischen beiden 
Fällen wird das Spektrum einer abgeflachten Gaußverteilung ähneln. Auf eine nähere 
Betrachtung wird verzichtet, da die untersuchten Kaltgas-Strömungen primär im ther-
misch dominierten Bereich liegen [21; 73; 74; 76]. 
Zur Beschreibung der spektralen Verteilung des Thomsongestreuten Lichtes tragen nur 
die Elektronen bei [28; 82], wobei diese unter der Wirkung der einfallenden EMW den 
Einfluss der sie umgebenden anderen Ladungsträger im Plasma spüren. Um diesen Ef-
fekt zu berücksichtigen, wird ebenfalls ein Formfaktor         , , ,e iS k S k S k  

eingeführt. Dieser Formfaktor ist abhängig von den lokalen Ladungsträgerdichten und 
besteht aus dem Anteil der Wechselwirkung der Elektronen untereinander  ,eS k  

und der Elektronen mit den Ionen  ,iS k . Unter Vernachlässigung von Stoßeffekten 

und Nutzung der Salpeter-Näherung e iT T  können die beiden Anteile des Formfak-

tors wie folgt abgeschätzt werden [40; 82]: 
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. (2.22) 

 
Der Anteil der Elektronen-Elektronen Wechselwirkung ist nur vom Parameter 

 
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ben, es sei hier angemerkt, dass dieser Ausdruck im Allgemeinen ebenfalls von der Io-
nendichte und -temperatur abhängt, deren Einfluss für ein dichtes Plasma allerdings 
vernachlässigt werden kann [82]. 
Für ' 1   spielen Wechselwirkungen der Elektronen und Ionen keine Rolle und das 
gestreute Spektrum weist einen Gaußförmigen Verlauf auf. Der Anteil aufgrund der 
Ionen-Elektronenwechselwirkung ist von der Ionisationsstufe i StufeZ  und dem Ver-

hältnis der Elektronentemperatur eT  zur Ionentemperatur iT  abhängig. Eine genauere 

Betrachtung des Formfaktors wird im Anhang durchgeführt, siehe 8.5. 
Die in dieser Arbeit untersuchten Rekombinationsstrahlen stellen ein teilionisiertes 
Plasma dar [28], für ein solches Plasma besteht unter Vernachlässigung des Eigenleuch-
tens die am Detektor registrierte gestreute Intensität sowohl aus Rayleigh- als auch aus 
Thomsonstreuung  , ,Scat total Plasma Rayleigh ThomsonI I I .  

 

 
 
In Abbildung 2.4 ist die gestreute Intensität als Funktion der Elektronentemperatur be-
zogen auf die gestreute Intensität bei T=300K dargestellt (2.23), wobei das Verhältnis 
von Elektronen- zu Schwerteilchentemperatur 1 beträgt. 
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 (2.23) 

 

Abbildung 2.4 Einfluss der Elektronentemperatur auf die am Detektor registrierte Intensität des 
Thomson- und Rayleighgestreuten Laserlichtes an Argon bezogen auf die Intensität bei Raum-
temperatur 
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Das Verhältnis ist abhängig von den Teilchendichten der Argonatome Arn , der Argo-

nionen Arn  und der freien Elektronen en . Für Elektronentemperaturen unterhalb von 

~15000K kann der Beitrag der zweiten Ionisationsstufe vernachlässigt werden. Der Fak-
tor 0.5 vor der Teilchendichte der Argonionen repräsentiert den verringerten Streuquer-
schnitt [28]. Zur Bestimmung der verschiedenen Teilchendichten stehen drei Gleichun-
gen zur Verfügung: 

1. Die Gleichung       B e e Ar i BArp nk T n T n n T k  für ein ideales Gas, 

2. die Saha- Gleichung 


 e Ar
Saha

Ar

n n
K

n
 und 

3. die Quasineutralität e Arn n . 

Die Bestimmung des Sahafaktors SahaK  erfolgt unter der Annahme, dass Ionisation 

und Rekombination im Gleichgewicht sind, dies ist direkt am Ausgang eines Plasmage-
nerators gegeben, da die Energiezufuhr nur innerhalb der Bogenzone und die Wechsel-
wirkung mit der umgebenden Atmosphäre nach dem Ausgang stattfindet. Aus der Hei-
senbergschen Unschärferelation    Px p h , wobei Ph  das Plancksche Wirkungsquan-

tum bezeichnet, der Annahme, dass die Elektronen aufgrund ihrer Temperatur eT  nur 

eine kinetische Energie   21

2kin B e e eE k T m c  besitzen und unter Berücksichtigung des 

Elektronenspins kann für die freie Elektrondichte (2.24) als Funktion der Temperatur 
gefunden werden. 
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   
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m k T
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 (2.24) 

 
Das Verhältnis der Anzahldichten der Argonionen bezogen auf die Argonatome setzt 
sich aus dem Verhältnis der Summe der temperaturgewichteten Entartungen des Ionisa-
tions- Arg  und des Grundzustandes Arg  und der Wahrscheinlichkeitsverteilung der 

Ionisation (Boltzmannfaktor) zusammen: 
 

 
   
  
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exp ionAr Ar
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n g E

n g k T
. (2.25) 

 
Aufgrund der Beschränkung der Temperatur kann die Zustandssumme 



 
  
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1

exp
n

s
s

Bs

E
Z g

k T
, welche alle möglichen Energiezustände der Atome bzw. 

Ionen beschreibt, durch den Entartungsgrad der jeweiligen Grundzustände angenähert 
werden und der Sahafaktor ergibt sich zu [83]: 
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        
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. (2.26) 

 
Aus den drei oben bereits genannten Gleichungen kann nach kurzer Umformung und 
unter Vernachlässigung der zweite Ionisationsstufe für 15000eT K  (2.27) geschrie-

ben werden. 
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 (2.27) 

 
Eine genauere Betrachtung der Zusammenhänge erfolgt im Anhang 8.4 und in [84; 85]. 
Der bereits in (2.7) diskutierte differentielle Rayleighstreuquerschnitt enthält die natür-
liche Kreisfrequenz 0 , welche die Kreisfrequenz einer Oszillation eines gebundenen 

Elektrons zwischen dem Grundzustand und einem erlaubten angeregten Zustand be-
schreibt. Diese Kreisfrequenz ist meist deutlich größer als die Kreisfrequenz der einfal-
lenden Welle   0 in . Der differentielle Wirkungsquerschnitt der Rayleighstreu-

ung kann aus diesem Grund durch folgende Beziehung angenähert werden: 
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Für die in diesem Experiment verwendete Wellenlänge 





 02
532in

in

c
nm , und 

atomares Argon ist diese Näherung gut erfüllt, da die Wellenlänge einer Energie von 
2.3eV entspricht und die Energiedifferenz zwischen Grundzustand und erstem angereg-
ten Zustand 11.8eV beträgt [86]. Daraus ergibt sich für (2.28): 
 

 




 
  

   
 



4
3

0

1.5 10

Scat

Rayleigh in

Scat

Thomson

d

d

d

d

. (2.29) 

 
Unter Berücksichtigung der Allen-Gleichung [87], welche den Brechungsindex auf-
grund der gebundenen Elektronen im nicht ionisierten Argon herleitet, ergibt sich:  
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, (2.30) 

 

wobei     
2 62 294 1.039 10 m

srad  beträgt. Daraus lässt sich das Verhältnis der 

differentiellen Streuquerschnitte mit  
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angeben. In Tabelle 2-2 sind differentielle Rayleighstreuquerschnitte für verschiedene 
Gasspezies angegeben.  
 

Gasspezies  


23210Scat

Rayleigh

d m
sradd

 

 
Ar 

5.24a) 
5.32b) 
5.44c) 

N2 6.13 c) 
O2 5.04 c) 

Luft 5.89d) 
a) Streuquerschnitt gemäß [28] 
b) Berechneter Streuquerschnitt gemäß (2.30) 
c) Streuquerschnitt gemäß [20] 
d) berechneter Streuquerschnitt aus den Volumen Bestandteilen der Luft 

Tabelle 2-2 Darstellung des differentiellen Rayleighstreuquerschnittes für Argon, Stickstoff, Sauer-
stoff und Luft  
 
Für Argon wurden in der Literatur [20; 28] unterschiedliche Werte gefunden, welche 
beide von dem oben berechneten Wert abweichen. Der berechnete Wert entspricht in 
etwa dem Mittel der beiden Literaturwerte und wird daher in der weiteren Betrachtung 
verwendet. Der Streuquerschnitt für Luft wurde aufgrund der Volumenbestandteile aus 
den Streuquerschnitten von Stickstoff, Sauerstoff und Argon berechnet.  
Wie bereits erwähnt, setzt sich die gesamte gestreute Intensität (lila) aus einem Rayleig-
hanteil der gebundenen Elektronen in den Atomen (dunkelblau) und den Ionen (rosa) 
und dem Thomsonanteil der freien Elektronen zusammen, vgl. Abbildung 2.4.  
Aufgrund der bereits kurz diskutierten Wechselwirkung der Elektronen mit den sie um-
gebenden freien Ladungsträgern besteht der Thomsonanteil aus einem Elektronen-
Elektronen-Wechselwirkungsanteil (gelb) und einem Elektronen-Ionen-
Wechselwirkungsanteil (hellblau). Der Anteil der Rayleighstreuung an gebunden Elekt-
ronen in Atomen dominiert die gesamte Intensität für niedrige Elektronentemperaturen 
bis etwa 7500K, da in diesem Bereich kaum freie Elektronen vorhanden sind. Der Ein-
fluss des Elektron-Elektron-Wechselwirkungsanteils beginnt merklich zur Gesamtinten-
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sität ab dieser Temperatur beizutragen und dominiert ab circa 10000K die gestreute In-
tensität. Der Elektronen-Ionen-Wechselwirkungsanteil trägt erst ab einer Elektronen-
temperatur von mehr als 10000K merklich zur gesamten gestreuten Intensität bei, wobei 
der Rayleigh Anteil aufgrund des wesentlich kleineren Streuquerschnittes ab dieser 
Temperatur zu vernachlässigen ist. Die in dieser Arbeit untersuchten Rekombinations-
plasmastrahlen besitzen eine Elektronentemperatur in diesem Bereich. 
 

2.2.4 Die Betrachtung eines Volumenelementes innerhalb einer Gasströ-
mung 

 
Die Geschwindigkeit des im vorhergehenden Abschnitt betrachteten Volumenelementes 
dV  wird im Folgenden als Überlagerung der bereits diskutierten thermischen Bewe-
gung der Elektronen und einer viel langsameren Driftgeschwindigkeit aufgefasst Abbil-
dung 2.5.  
 

 
 
Im Mittel ist die sehr schnelle thermische Bewegung aller Streuzentren in einem kleinen 
Volumen null, dennoch kann der Einfluss auf das gestreute Licht nicht vernachlässigt 
werden, vgl. 2.2.3. Zur Vereinfachung soll im Folgenden angenommen werden, dass 
alle Streuzentren in einem räumlich sehr kleinen Volumen dieselbe Driftgeschwindig-
keit in Ausbreitungsrichtung des Gasstrahls besitzen. 
In Abbildung 2.6 wird der geometrische Zusammenhang des beschriebenen Experimen-

tes dargestellt. Eine durch den Pointingvektor 

1stS  dargestellte EMW trifft auf ein 

Elektron mit einer Geschwindigkeit 

Driftv , deren Einheitsvektoren einen Winkel 

   90  einschließen. Wie bereits oben diskutiert ergibt sich für die Kreisfrequenz 
der gestreuten EMW: 
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Abbildung 2.5 Darstellung der Geschwindigkeit innerhalb eines Volumenelementes einer Gasströ-
mung als Summe von Driftgeschwindigkeit und thermischer Geschwindigkeit 
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wobei der Winkel   90  beträgt. Eine zweite EMW, durch ihren Pointingvektor 

2ndS  dargestellt, ist der ersten EMW entgegengesetzt gerichtet und trifft ebenfalls auf 

das Elektron, auch in diesem Fall kommt es zu einer Streuung. Für diese EMW lässt 
sich analog die gestreute Kreisfrequenz angeben (2.33). 
 

 
 

 


 








0
,2

0

1 cos

1 cos

Drift

s nd in
Drift

v

c
v

c

 (2.33) 

 

 
 
 
 
 

Die relative Differenz der Kreisfrequenzen kann durch 
 

 


 ,1 ,2s st s nd

in in

 beschrie-

ben werden. Unter der bereits getroffenen Annahme, dass die Geschwindigkeit des 
Elektrons nicht relativistisch ist, beschreibt (2.34) die Verhältnisse ausreichend genau.  
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Die Kreisfrequenz ist mit der Wellenlänge gemäß  


 02in
in

c
 gekoppelt, daraus 

ergibt sich für   in Abhängigkeit von der Änderung der Wellenlänge   der Zu-

sammenhang     

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2

2 cos
in

c
. Die induzierte Verschiebung der Wellenlänge 

Abbildung 2.6 Darstellung der Streugeometrie des Experimentes, zwei um 180° versetzt einfallen-
de EMWs treffen auf ein Elektron 
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aufgrund der Bewegung des Elektrons relativ zu den einfallenden EMWs kann daraus 

durch      0
0

2 cosDriftv

c
 angegeben werden.  

 

 
Abbildung 2.7 Darstellung des Einflusses der Geschwindigkeit auf die Änderung der Wellenlänge 
zwischen hin- und rücklaufender EMW für drei Winkel    90  10°(grün), 17.5°(rot) und 

25°(blau) 
 
Der Zusammenhang zwischen der Driftgeschwindigkeit und der Wellenlängenverschie-
bung wird in Abbildung 2.7 für drei unterschiedliche Streuwinkel    90  darge-
stellt. Daher kann nach Detektion dieser Verschiebung bei bekannter Streugeometrie die 
Driftgeschwindigkeit bestimmt werden. 
 

2.3 Interferometrische Spektralfilterung  
 
Die Bestimmung der Verschiebung erfolgt durch die spektrale Untersuchung der ge-
streuten EMW, hierzu können hochauflösende optische Interferenzfilter verwendet wer-
den. In vielen bisherigen Arbeiten fanden klassische Fabry-Perot Interferometer (FPI) 
Verwendung [21; 26; 28]. Die ausschließliche Bestimmung der Wellenlängenänderung 
des gestreuten Lichtes erlaubt den Einsatz eines Fizeau Interferometers (FI), welches 
wesentlich unempfindlicher gegenüber Temperatureinflüssen als das FPI ist. An Hand 
eines klassischen FPI soll in diesem Abschnitt das neu verwendete FI vorgestellt und 
diskutiert werden. Ausgehend vom berechneten Interferenzmuster des FI wird der Ein-
fluss der spektralen Verteilung der untersuchten gestreuten EMW auf das resultierende 
gesamte Interferenzmuster betrachtet. 
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2.3.1 Das Fabry-Perot Interferometer  
 
Im Folgenden wird die Vielstrahlinterferenz an einem FPI aus der Interferenz zweier 
EMW gleicher Wellenlänge und unterschiedlicher Amplitude hergeleitet. 
 

 
 
Die komplexe Amplitude   einer monochromatischen linear polarisierten EMW wird 

durch    expE j  beschrieben, wobei   die Phase dieser Welle bezeichnet. Zur 

Registrierung des gestreuten Lichtes finden photoelektrische Detektoren Verwendung, 
welche die Intensität ~ *I  erfassen. Für die gesamt Intensität zweier linear polari-

sierte EMWs 1 und 2  ergibt sich         
 

1 2 1 2 1 2 1 22 cosI I I I I n n . Aus die-

Abbildung 2.8 Darstellung der Zusammenhänge an einem idealen Fabry-Perot Interferometer 
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sem Zusammenhang lassen sich unter Voraussetzung der Parallelität der beiden Ein-
heitsvektoren   

1 2,n n  der Polarisationsrichtungen und bei gleicher Phase zwei Ext-

remwerte finden, das Maximum   
2

max 1 2I I I  und das Minimum [88]. 

Zur Beschreibung der Mehrstrahlinterferenz soll die Anordnung in Abbildung 2.8 be-
nutzt werden. Zwei planparallele und unendlich dünne Platten mit identischen Reflexi-
ons- R  und Transmissionskoeffizienten T  für die Intensität einer EMW werden im 
Abstand d  zueinander angeordnet. Das Medium zwischen den beiden optischen Platten 
besitzt den Brechungsindex n . Für die Betrachtung der Amplitude eines solchen EMW 

werden der Reflexionskoeffizienten  2 2
1 2r r R  und die Transmissionskoeffizienten 

  1 2 1t t T R  benutzt. 

Eine monochromatische linear polarisierte Welle trifft unter einem Winkel   auf die 

erste Platte, wenn Absorptionseffekte in den Platten vernachlässigt werden   0A , 

dann ist die Summe der Amplituden der reflektierten   0, 1 0ref r  und der transmit-

tierten   0, 1 0in t  Welle gleich der Amplitude 0  der einfallenden Welle [88]. Der 

transmittierte Anteil 0,in  trifft auf die zweite Platte, an dieser finden ebenfalls Trans-

mission- und Reflexionsvorgänge statt. Für den die Anordnung verlassenden transmit-
tierten Teil ergibt sich         1, 1 2 0 0 01out t t T R . Der zweimal reflektierte 

und dann transmittierte Anteil wird durch 

        2, 2 1 0 0exp expout r r T j RT j  beschrieben. Die Phasendifferenz   

zwischen diesen beiden benachbarten transmittierten Wellenzügen kann mit 

 

 


2

2
cosin

d
n  angegeben werden.  

Für einen  ' 1m n  mal reflektierten und dann transmittierten Anteil ergibt sich daraus 

   '
, 0 exp 'n

m out R T jn . Die Zusammenfassung aller transmittierten Wellen an 

einem Punkt P mittels einer in der Abbildung nicht eingezeichneten Linse kann durch 
eine geometrische Reihe ausgedrückt werden (2.35). 
 

  

 









     

 

 




1, 2,

'
0

' 0

0

...

exp '

1

1 Rexp

sum out out

n

n

R T jn

T
j

 (2.35) 

 
Wird der Einfallswinkel zu Null gesetzt und als Medium zwischen den Platten Luft 

 1n  angenommen, dann kann die transmittierte Intensität mit (2.36) angegeben 

werden. 
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 



  
   
 

2
0

2
2

1
4

1 sin 2
1

sum

AIRY

I I
R d

R

 (2.36) 

 
Das AIRY-Profil in dieser Gleichung beschreibt die Filtereigenschaften eines FPIs [50; 
88; 89; 90; 91]. Die Funktion ist periodisch, wobei für die jeweiligen Maxima der Zu-

sammenhang 

2

d
k , k  eine ganze Zahl, gilt. Der Abstand zweier benachbarter Ma-

xima wird als spektraler Eindeutigkeitsbereich (engl. Free Spectral Range FSR) be-
zeichnet. Für diesen FSR gilt: 
 

 
 


       

2

2
2 1

2

d
k FSR

d
. (2.37) 

 
Zur Bestimmung der Driftgeschwindigkeit sollen wie bereits erwähnt zwei gestreute 
EMW spektral ausgewertet werden, aus diesem Grund ist eine Betrachtung des Auflö-
sungsvermögens eines Fabry-Perot Interferometers erforderlich. In Anlehnung an das 
Rayleighkriterium wird das Auflösungsvermögen eines idealen FPI durch die Breite bei 
halber Maximalintensität der resultierenden Interferenzfigur bestimmt. Die volle Halb-

wertsbreite des AIRY-Profils ergibt sich zu 
 


     
 

2

1
2

1
4arcsin

4

R

R
 [50; 89; 91]. 

Für verschiedene Abstände der optischen Platten d  zueinander sind die resultierenden 
FSRs und Halbwertsbreiten in Tabelle 2-3 als minimal auflösbarer Wellenlängenab-
stand zweier spektral untersuchter EMWs gleicher Intensität dargestellt. 
 
Abstand d in 
mm 

FSR in pm   in pm 
(R=0.7) 

  in pm 
(R=0.8) 

  in pm 
(R=0.9) 

  in pm 
(R=0.95) 

1,97 71,83 8,24 5,13 2,41 1,18 
5,00 28,30 3,25 2,02 0,95 0,46 
6,40 21,11 2,42 1,50 0,71 0,35 
10,00 14,15 1,62 1,01 0,48 0,23 
15,00 9,43 1,08 0,68 0,32 0,15 

Tabelle 2-3 Darstellung des FSR und der minimalen Halbwertsbreite in pm als Funktion des Plat-
tenabstandes d für ein ideales FPI mit Reflexionskoeffizienten von R=0.7, 0.8, 0.9 und 0.95 und 

einer verwendeten Wellenlänge von   532in nm  

 
Die im Experiment verwendeten Platten besitzen einen Reflexionsfaktor von ~ 0.8R , 
daraus ergibt sich für einen Abstand  6.4d mm  ein   1.5pm .  
Die zu erwartende Differenz der Wellenlänge der beiden gestreuten EMWs für eine 

Geschwindigkeit von  500mv s  und einem Winkel von    90 25  zwischen den 

einfallenden Laserstrahlen einerseits und der Strömungsrichtung der Gasströmung ande-
rerseits liegt bei   0.75pm  (vgl. Abbildung 2.7) und damit unterhalb dieses Auflö-
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sungsvermögens. Diesem Aspekt wurde beim Aufbau des Experimentes Rechnung ge-
tragen, indem die beiden gestreuten EMWs zeitlich getrennt betrachten werden. Die am 
Detektor registrierte Intensität ist aufgrund des geringen Wirkungsquerschnittes des 
betrachten Streuvorganges sehr klein. Eine Erhöhung des Reflexionskoeffizienten als 
Möglichkeit zur Verringerung der Halbwertsbreite führt zu einer Verringerung der ge-
samten Intensität am Detektor und ist deswegen nicht empfehlenswert. Eine andere 
Möglichkeit zur Untersuchung der spektralen Verteilung des gestreuten Spektrums liegt 
in der Variation des optischen Weges zwischen beiden Platten, dies kann durch Ände-
rung des Abstandes d  oder des Brechungsindexes n  erfolgen. Die Änderung der opti-
schen Eigenschaften ist notwendig, wenn der Verlauf des gesamten Spektrums be-
stimmt werden soll, dies ist sehr zeitaufwendig und stellt wesentlich höhere Anforde-
rungen an die Langzeitstabilität der optischen Aufbauten [50; 91; 92; 93; 94]. In diesem 
Experiment soll nur die Driftgeschwindigkeit der untersuchten Gasströmung bestimmt 
werden, deswegen muss der Verlauf des gestreuten Spektrums nicht ermittelt werden.  
 

2.3.2 Das Fizeau-Interferometer 
 
Aus diesem Grund wurde im vorliegenden Fall ein anders leicht modifiziertes Interfe-
rometer benutzt. Die Verkippung der hinteren zweiten optischen Platte um einen kleinen 
Winkel aus der Parallellage führt zu einem Keil- oder auch Fizeau-Interferometer [94; 
95]. Die resultierende Interferenzfigur weist verglichen mit einem klassischen AIRY-
Profil ein unsymmetrisches Verhalten auf, ist aber aufgrund der wesentlich geringeren 
Anforderungen an die Parallelität der Platten als Interferometer zur spektralen Untersu-
chung der gestreuten EMWs verwendbar [95; 96; 97; 98; 99; 100]. Im Folgenden wird 
die Intensitätsverteilung eines solchen Filters hergeleitet und diskutiert. Der prinzipielle 
Aufbau eines Fizeau-Interferometers ist in Abbildung 2.9 dargestellt.  
Die spektral zu untersuchende EMW trifft unter einem Winkel   von unten auf die 
erste optische Platte A, im Weiteren wird nur der transmittierte Teil der Welle betrach-
tet. Dieser Teil des einfallenden Wellenzuges trifft, da Effekte an der Grenzschicht zu 
vernachlässigen sind, am Punkt 0O  unter dem Winkel    auf die um den Winkel   

verkippte zweite, obere Platte B. Auch an dieser Platte treten sowohl Reflexion als auch 
Transmission auf. Der transmittierte Teil der EMW trifft unter dem Winkel   am 

Punkt 1P  auf die Beobachtungsebene C, für die komplexe Amplitude ergibt sich analog 

zu einem klassischen FPI    1, 1 2 0 0expout t t j , wobei 0  die Änderung der Phase 

aufgrund des zurückgelegten Weges zwischen A und C und 1 2,t t  die winkelabhängigen 

Transmissionskoeffizienten der Amplituden der beiden optischen Platten beschreiben. 
Im Experiment sind der Einfallswinkel   0  und der Verkippungswinkel der hinteren 

Platte   sehr klein, so dass sowohl die Transmissions- ( 1t  und 2t ) als auch die Reflexi-

onskoeffizienten ( 1r  und 2r ) der Amplituden der beiden Platten als konstant angesehen 

werden können. Der im Punkt 0O  reflektierte Wellenzug trifft unter dem Winkel 

 2  auf die vordere erste Platte. Da die Beobachtungsebene oberhalb des Interfero-
meters liegt, wird der nun an der ersten Platte transmittierte Teil nicht weiter betrachtet. 
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Abbildung 2.9 Darstellung des Zusammenhanges der drei ersten transmittierten Anteile eines ein-
fallenden Wellenzuges an einem Fizeau-Interferometer 
 
Der erneut reflektierte Teil des Wellenzuges trifft unter dem Winkel  3  wiederum 

auf die zweite Platte. An der Stelle 2P  werden die Amplituden des zweimal reflektier-

ten und dann transmittierten Wellenzuges    2, 0 1expout TR j  mit einem direkt 

transmittierten Wellenzug phasenrichtig2 addiert, wobei der Einfallswinkel gemäß Ab-
bildung 2.9  2  beträgt. Für den erneut reflektierten Teil des Wellenzuges ergibt 

sich eine analoge Betrachtung. Für einen Punkt nP  müssen die Amplituden aller n vor-

herigen Wellenzüge betrachtet werden. Die resultierende Amplitude lässt sich durch 
(2.38) ausdrücken. 
 

 

     

 

  




       

   

2
0 0 1 2

0
0

exp exp exp ...

exp

ges

n
i

ges n
i

T j R j R j

T R j
 (2.38) 

                                                 
2 Der Begriff phasenrichtige Addition beschreibt die Summenbildung der sich an einem Punkt 
überlagernden komplexen Amplituden. 
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Diese Summe besitzt keine analytische Lösung, da die Phase n  des n-ten Wellenzuges 

vom gesamten zurückgelegten Weg     


  , 0
1

cos
n

in ges i I i III
i

d d d d  innerhalb 

des Interferometers sowie vom Weg 
  




, cos 2
n

n out
AC d

d
n

 zwischen dem Punkt 

1nO  an welchem der Wellenzug das Interferometer verlässt und dem Ort der Beobach-

tung nP  abhängt. Der Abstand   0 0,min tand d y  ist eine Funktion des Ortes an 

welchem die betrachtete Wellenfront in das Interferometer eintritt. Die numerische Be-
rechnung des Interferenzmusters soll eine maximale Abweichung der relativen Intensi-
tät I  liefern. In der gängigen Literatur [96; 97] wird die Anzahl der zu betrachtenden 
N  Wellenfronten wie folgt abgeschätzt: 
 

   2nI R , (2.39) 
 
da die N-te Wellenfront 2N Reflexionen erfährt. Tabelle 2-4 zeigt für verschiedene Ge-
nauigkeitsanforderungen die Anzahl der zu betrachtenden Wellenfronten bei verschie-
denen Reflexionsfaktoren. Für die im Experiment verwendeten optischen Platten wurde 
die Anzahl der zu betrachtenden Wellenzüge auf  20N  festgelegt, gemäß (2.39) 

ergibt dies einen relativen Fehler von    41.38 10I . 
 
I   0.7R   0.8R   0.9R   0.95R  
10% 3,23 5,16 10,93 22,45 
5% 4,22 6,71 14,22 29,20 
1% 6,46 10,32 21,85 44,89 
0,1% 9,68 15,48 32,78 67,34 

Tabelle 2-4 Darstellung der Anzahl zu betrachtender Wellenzüge in Abhängigkeit von Reflexions-
faktor und Genauigkeitsanforderung der berechneten Intensität 
 
Die elektrischen Felder der verschiedenen betrachteten Wellenzüge besitzen aufgrund 
der Häufigkeit der stattfindenden Reflexionen eine Orientierung bezüglich der Beobach-
tungsebene, welche bei der Bestimmung der resultierenden Amplitude berücksichtigt 
werden muss. Für alle im Folgenden betrachteten theoretischen Interferenzmuster be-
trägt der Verkippungswinkel   0.0065 . Die Asymmetrie des Interferenzmusters ist 
in Abbildung 2.10 dargestellt, im Vergleich zu einem idealen FPI, dessen Interferenz-
muster einer Lorentzkurve entspricht, weist dieses Muster keinen symmetrischen Ver-
lauf auf, vielmehr sind neben dem Hauptmaximum weitere Nebenmaxima auf der Seite 
höherer Ordnung zu erkennen. Bei der Nutzung eines Fizeau-Interferometers hängt das 
resultierende Interferenzmuster ebenfalls von der Lage der Beobachtungsebene C ab.  
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In Abbildung 2.11 sind für zwei um    32 10 nm  gegeneinander verschobene 
EMWs die Interferenzmuster dargestellt, wobei die Grundwellenlänge  0 532nm  

beträgt. Aus dem Abstand zweier korrespondierender Maxima und dem Abstand zweier 
benachbarter Maxima kann die Verschiebung der Wellenlänge ermittelt werden. Aus 
diesen theoretischen Betrachtungen lässt sich ableiten, dass das neu verwendete Interfe-
rometer zur spektralen Untersuchung des gestreuten Signals grundsätzlich geeignet ist. 
Die thermische Verbreiterung des gestreuten Spektrums hat naturgemäß einen Einfluss 
auf das resultierende gefilterte Signal. Unter der Annahme einer Maxwell-Boltzmann 
verteilten thermischen Geschwindigkeit der Streulichtzentren innerhalb des betrachteten 
Volumens und bei genügend großem Abstand der Streuzentren zueinander kann das 
resultierende Spektrum mittels einer Gaußverteilung abgeschätzt werden [20; 21]. Die 
Halbwertsbreite dieser Gaußglocke ergibt sich aus (2.21).  
Das Spektrum des Thomsongestreuten Lichts setzt sich wie bereits erwähnt aus einem 
Elektron-Elektron- Wechselwirkungsanteil und einem Elektron-Ion-
Wechselwirkungsanteil zusammen. Für typische Elektronentemperaturen Te ~10000K 
liegt die spektrale Breite des Elektron-Elektron-Wechselwirkungsanteils im nm Bereich 
[24]. In Tabelle 2-4 wurde gezeigt, dass der spektrale Eindeutigkeitsbereich des ver-
wendeten Interferometers deutlich kleiner ist, sodass dieser Anteil nicht zur Bildung des 
Interferenzmusters beiträgt. Für die untersuchten Rekombinationsstrahlen besteht das 
Streulichtspektrum sowohl aus einem Thomson- als auch Rayleighanteil. Die spektrale 
Breite des Elektron-Ion-Wechselwirkungsanteils liegt in der gleichen Größenordnung 
wie der Rayleighanteil und wird vereinfacht ebenfalls als gaußförmig angenommen.  
 

m-0.5 m m+0.5 

Abbildung 2.10 Darstellung des berechneten asymmetrischen Interferenzmusters der Ordnung m 
eines Fizeau-Interferometers für 168 Stützstellen zwischen  0.5m  und  0.5m  
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Zur Berechnung des resultierenden Interferenzmusters wird diese spektrale Verteilung 
auf die Fläche eins normiert und in M  Wellenlängenintervalle  ,therm i  unterteilt, Ab-

bildung 2.12. Für jede mittlere Wellenlänge  ,therm i  wird die Verteilung der komple-

xen Amplitude auf der Beobachtungsebene berechnet. Aus der spektralen Verteilung 
wird für jede dieser komplexen Amplituden ein Gewichtsfaktor bestimmt und die resul-
tierende Gesamtamplitude des Interferenzmusters aus der Summe der gewichteten Teil-
amplituden numerisch berechnet. 

m-1 m m+1 

m-0.5 m m+0.5 

Abbildung 2.11 Gesamtübersicht (oben) und Betrachtung des m-ten Maximum für theoretisch 

berechnete Interferenzmuster zweier EMWs mit den Wellenlängen    1 0  (rot) und 

   2 0 (blau) für einem Plattenabstand d=6.4mm,  0 532nm ,    30.5 10x nm , 20 

phasenrichtig addierten Wellenzügen pro Punkt und einem Verkippungswinkel   0.0065  
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In Abbildung 2.13 ist der Einfluss einer solchen Verbreiterung für eine Temperatur 
 300T K  und Luft als streuendes Gas dargestellt. 

 

 
 

m-0.5 m m+0.5 
Abbildung 2.13 Gegenüberstellung eines ideal berechneten Fizeau Interferenzmusters (rot) und 
eines Interferenzmusters für eine Temperatur T=300K, einem Verkippungswinkel   0.0065  
und Luft als streuendes Gas in einer Entfernung von 15mm nach der zweiten optischen Platte 

Abbildung 2.12 Darstellung der Unterteilung eines thermisch verbreiterten Gaußförmigen Spekt-

rums in mittlere Wellenlängenintervalle  ,therm i  
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Das asymmetrische Interferenzmuster nimmt aufgrund des verbreiterten Spektrums ei-
nen Lorentzähnlichen3 Verlauf an, dieser Einfluss auf das untersuchte Spektrum wird 
für höhere Temperaturen noch deutlicher. 
 

 
 
In Abbildung 2.14 sind für zwei unterschiedliche Plattenabstände die jeweiligen idea-
len4 Interferenzmuster des Fizeau-Interferometers und einer gestreuten EMW mit einer 
Temperatur von 1000T K  dargestellt. Die obere Abbildung zeigt das Ergebnis für 
einen minimalen Plattenabstand von 6.4mm . Das resultierende Spektrum der gestreu-
                                                 

3 Lorentzkurve gegeben durch:  
 




  
 
 

2

2

1

1
2

f x A
x

 

4 Unter einem idealen Spektrum ist ein Spektrum ohne thermische Verbreiterung zu verstehen 

Abbildung 2.14 Darstellung des Interferenzmusters 15mm nach der hinteren optischen Platte 
einer gestreuten EMW mit einer Temperatur von T=1000K, einem Verkippungswinkel 
  0.0065  a) oben für einen Plattenabstand von 6.4mm und b) unten für einen Plattenabstand 
d=1.97mm 

Interferenzmuster 
für T=1000K 
~72% der Amplitude 

ideales Interferenz-
muster 

ideales Interferenz-
muster 

Interferenzmuster 
für T=1000K  
~43% der Amplitude 
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ten EMW (blau) weist, verglichen mit dem idealen Interferenzmuster des Fizeau-
Interferometers, eine starke Symmetrie auf. Allerdings beträgt der Maximalwert nur 
~43% des eigentlichen Interferenzmusters (rot), wobei bei der Berechnung für beide 
Fälle die gleiche Leistungsdichte an der ersten Platte angesetzt wurde. Die untere Ab-
bildung zeigt ebenfalls die Gegenüberstellung der Interferenzmuster, allerdings für ei-
nen minimalen Plattenabstand von 1.97d mm . Das Interferenzmuster der gestreuten 
EMW (blau) weist noch ein unsymmetrisches Verhalten auf, allerdings ist dieses we-
sentlich geringer als beim ursprünglichen idealen Interferenzmuster (rot). Der Maxi-
malwert der Amplitude beträgt in diesem Fall ~72%. Aufgrund der Änderung des Ab-
standes zwischen den beiden optischen Platten wird die gesamte Leistung in einen 
schmaleren Bereich des Interferenzmusters abgebildet, so dass eine höhere resultierende 
Amplitude zu erwarten ist. Aus diesen theoretischen Überlegungen ist erkennbar, dass 
der Wahl des Plattenabstandes eine entscheidende Rolle bei der Untersuchung von Gas-
strömungen höherer Temperatur zukommt. In Folgenden Abschnitt soll der Zusammen-
hang zwischen den Streuvorgängen und der Spektralfilterung betrachtet und Rück-
schlüsse auf die Wahl des Plattenabstandes gezogen werden. 
 

2.4 Zusammenhänge zwischen Streuprozess und Spektralfilterung 
 
Für das beschriebene Messverfahren sind sowohl die Driftgeschwindigkeit als auch die 
Temperatur des untersuchten Gases signifikante Parameter. Durch eine geschickte Ein-
stellung der Spektralfiltereigenschaften lässt sich zum Einen das Messsignal optimieren, 
zum Anderen das Anwendungsfenster bezüglich der Gasparameter maximieren. In die-
sem Abschnitt werden die Kriterien zur Einstellung des Interferenzfilters daher detail-
liert diskutiert. 
 

2.4.1 Einfluss der Geschwindigkeit auf die Wahl des Plattenabstandes und 
des Einfallswinkels 

 
Eine Zuordnung der Maxima gleicher Ordnung für den hin- und rücklaufenden Laser-

puls ist für eine Verschiebung  
4

FSR
 eindeutig möglich. In Abbildung 2.15 ist das 

Verhältnis der relativen Wellenlängenverschiebung gegen den FSR für verschiedene 
Geschwindigkeiten und Plattenabstände und einen Einfallswinkels von 25° dargestellt. 
Für das verwendete Interferometer sind Abstände im Bereich bis 15d mm  möglich, 

für diesen Fall beträgt die maximal aufgelöste Geschwindigkeit max 1573mv s , so-

dass für eine Vermessung der Kaltgasströmung theoretisch der minimale Plattenabstand 
auf diesen Wert vergrößert und dadurch die Auflösung erhöht werden kann. Unter der 
oben getroffenen Annahme, dass die relative Verschiebung 25% des FSR nicht über-
schreiten darf, und bei Verwendung eines Lasers mit einer Wellenlänge von 
  532nm , ist erkennbar, dass für die in der Kaltgasströmung erwarteten Geschwin-

digkeiten von  500mv s  der erste Arbeitspunkt (durchgezogene Linie) mit einem 

minimalen Plattenabstand von  6.4d mm  ausreichend ist, da die maximal messbare 
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Geschwindigkeit in diesem Fall max 3687mv s  beträgt. Die Vermessung von 

Gleichstrom-Plasmaquellen lässt Geschwindigkeiten in diesem Bereich erwarten [24], 
daraus kann abgeleitet werden, dass der Abstand der Platten zueinander verringert wer-
den muss. Der zweite Arbeitspunkt (gestrichelte Linie) mit einem Plattenabstand von 
1.97d mm  ermöglicht, unter den oben getroffenen Annahmen, die Messung von 

Geschwindigkeiten bis max 11981mv s .  

 

 
 

2.4.2 Einfluss der Temperatur auf die Wahl des Plattenabstandes  
 
Wie bereits in 2.3.2 diskutiert, besitzt die thermische Verbreiterung des gestreuten 
Spektrums einen Einfluss auf das registrierte Signal am Detektor. Aus der Nachrichten-
technik ist für die Abtastung eines analogen bandbegrenzten Signals im Zeitbereich 
bekannt, dass die Abtastfrequenz nach dem Shannonschen Abtasttheorem mindesten 
zweimal der maximal aufzulösenden Frequenz des Signals entsprechen muss und dass 
sich das resultierende Spektrum aus einer periodischen Fortsetzung des Spektrums des 
abgetasteten Signals zusammensetzt [101]. Für reale Systeme wird meist als Abtastfre-
quenz die vierfache Maximalfrequenz angesetzt. Die Filterung des Spektrums einer ge-
streuten EMW kann in analoger Weise betrachtet werden, wobei der FSR des Interfe-
rometers der Abtastfrequenz entspricht. Die Verwendung des zusätzlichen Interferenz-
filters in der Empfangsoptik beschränkt das betrachtete Spektrum lediglich auf 

Geschwindigkeit vs FSR

Änderung  
der Wellen-

länge 
vs 

FSR 

Abstand in mm 

Geschwindigkeit 
in m/s 

Abbildung 2.15 Darstellung des Verhältnisses von relativer Wellenlängenverschiebung und FSR 
für verschiedene Geschwindigkeiten der Gasströmung und Plattenabstände des Interferometers  
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 532 5 nm . Diese Bandpasseigenschaften des Interferenzfilters sind nicht geeignet 

Überlappungseffekte innerhalb des resultierenden Spektrums zu verhindern. Durch die 
Betrachtung der resultierenden thermischen Verbreiterung des untersuchten Streuspekt-
rums können Überlagerungseffekte zwischen benachbarten Maxima dennoch minimiert 
werden. 

 
 
Bei der Verwendung eines idealen Fabry-Perot-Interferometers genügt die Betrachtung 
der Intensitäten [50; 89; 90; 91; 102; 103], daraus kann sofort das resultierende gefilter-
te Streulichtspektrum in der Beobachtungsebene durch Faltung des AIRY-Profils, (2.36) 
mit dem Spektrum der gestreuten EMW gewonnen werden. Die Verwendung des Fi-
zeau-Interferometers bedingt die Betrachtung der Amplituden, sodass das resultierende 
gefilterte Spektrum nicht durch Faltung des Filterprofils mit dem Spektrum der gestreu-
ten EMW gewonnen werden kann, vgl. 2.3.2. Je größer der FWHM des Spektrums der 
gestreuten EMW, umso mehr geht das unsymmetrische Profil in ein symmetrisches Lo-
rentzförmiges Spektrum über. Für ein ideales FPI mit einer FWHM deutlich kleiner als 
der FWHM eines thermisch verbreiterten Gaußförmigen Streulichtspektrums, kann das 
resultierende Intensitätsprofil als periodische Wiederholung des Gaußförmigen Spekt-
rums betrachtet werden, wobei der Abstand zweier benachbarter Maxima durch den 
FSR des verwendeten FPIs gegeben ist. In Abbildung 2.16 sind zwei Gaußförmige 
Spektren gleicher Breite   0.25FWHM FSR  und Intensität und das resultierende 

Gesamtspektrum dargestellt, während in Abbildung 2.17 zwei Lorentzförmige Spektren 
gleicher Breite   0.25FWHM FSR

 
und Intensität sowie das daraus resultierende 

Gesamtspektrum visualisiert wurden. Für die Findung der Maxima der gefilterten Streu-
lichtspektren wird wie in Kapitel 4 beschrieben eine Lorentzkurve an die Daten gefittet. 
 

Abbildung 2.16 Darstellung zweier Gaußförmiger Spektren gleicher Intensität (blau und rot) und 
des resultierenden Gesamtspektrums (grün). Der FWHM beider Spektren beträgt 0.25 des FSRs. 
und das Minimum des resultierenden Spektrums 12.5% des Maximums 
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In Abbildung 2.18 ist das Verhältnis des thermisch verbreiterten Streulichtspektrums 
zum FSR des Interferometers als Funktion der Temperatur und des Plattenabstandes bei 
einer Wellenlänge von   532nm  und Luft als Gas dargestellt. 
 

 

Abstand in mm 

FWHM 
vs 

FSR 

Temperatur vs FSR 

Abbildung 2.18 Einflusses der Temperatur auf die Wahl des Arbeitspunktes für Luft als verwen-
detes Gas  

Abbildung 2.17 Darstellung zweier benachbarter Lorentzförmiger Maxima (blau & violett) mit 
gleicher Intensität und gleichem FWHM (0.25FSR) und dem resultierenden Spektrum (rot). Das 
Verhältnis von Minimum zu Maximum beträgt 0.118 

Maximum:~1.01 

Minimum:~0.118 
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Die beiden Arbeitspunkte (  6.4d mm  und 1.97d mm ) wurden hervorgehoben. Die 
Dissoziation der Moleküle ist nicht berücksichtigt worden, da die zu erwartenden Tem-
peraturen der Gasströmung nicht oberhalb von 1700K liegen sollten.  
 

 
 
Das Verhältnis der FWHM eines an Argon gestreuten Spektrums gegenüber dem FSR 
des verwendeten Interferometers bei einer Wellenlänge von   532nm  ist in Abbil-
dung 2.19 dargestellt. Der erste Arbeitspunkt bei  6.4d mm  (durchgezogene Linie) 
zeigt, dass Untersuchungen für Temperaturen im Bereich von 10000K , wie sie bei 
thermischen Plasmastrahlen auftreten können, nicht möglich sind und der Abstand ver-
ringert werden muss. 
 

2.5 Techniken zur Bestimmung der Driftgeschwindigkeit 
 
Nach der Betrachtung der grundsätzlichen Einsatzmöglichkeiten des Experimentes wer-
den in diesem Abschnitt zwei unterschiedliche Vergleichsmessverfahren kurz vorge-
stellt. Die beiden Verfahren sollen der Verifizierung der im weiteren Verlauf vorgestell-
ten Ergebnisse dienen. Die PIV-Technik ist im Bereich der Strömungsmechanik zur 
Bestimmung der Geschwindigkeit etabliert und wurde deswegen als Referenzverfahren 
ausgewählt [8; 49; 104]. Aufgrund der notwendigen Zugabe von meist ölbasierten Par-
tikeln in die Gasströmung ist eine Anwendung an rekombinierenden Plasmastrahlen 

Temperatur vs FSR

Abstand in mm
Abbildung 2.19 Darstellung des Temperatureinflusses auf die Wahl des Arbeitspunktes für ein 
Argon-Plasma bei Betrachtung der Rayleighstreukomponente 

Temperatur vs FSR 
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nicht möglich, deswegen soll an diesem Messobjekt ein diodenbasiertes Messverfahren 
zur Bestimmung der Driftgeschwindigkeit verwendet werden [105; 106]. 
 

2.5.1 Das partikelbasierte Messverfahren 
 
In der PIV-Technik werden Partikel (Seeding) der zu untersuchenden Gasströmung zu-
gesetzt, diese Partikel bestehen in der Regel aus Öl und werden im Seeding-Generator 
durch Zerstäubung mittels Pressluft erzeugt. Der Durchmesser der Partikeln beträgt un-
gefähr   0.5 2 m . Die Grundidee des PIV besteht darin aus der Bewegung dieser 
Partikel auf die Geschwindigkeit der Gasströmung zurückzuschließen. Die injizierten 
Partikel werden durch eine starke Lichtquelle, z.B. ein Laser beleuchtet, wobei der La-
serstrahl mittels geeigneter Linsen in einen Lichtschnitt der Dicke z  umgeformt wird. 
Alle Partikel der Strömung, welche innerhalb des durch den Laservorhang beleuchteten 
Volumens liegen, werden unter Nutzung einer Kamera detektiert. Die Wahl der Kamera 
und der Strahlungsintensität des Lasers bestimmen maßgeblich die messbare Geschwin-
digkeit. Für schnelle Gasströmungen, wie sie in dieser Arbeit zu erwarten sind, werden 
Hochgeschwindigkeitskameras mit sehr geringer Interframingzeit5 und Doppelpulsla-
sers mit hoher Pulsenergie verwendet. Die Doppelpulslaser sind typischerweise fre-
quenzverdoppelten Nd:YAG Laser mit einer Wellenlänge von   532nm  und einer 
zeitlichen Trennung der Pulse im ns – Bereich. Die Kamera wird auf den Laservorhang 
scharfgestellt und mit dem Laser synchronisiert. Ist der Abbildungsmaßstab bekannt, so 
kann aus der zeitlichen Trennung der Pulse    t t t  und der Verschiebung des Parti-
kels   ; ,D X t t  der Betrag und die Richtung der Geschwindigkeit angegeben werden 

[107]: 
 

    




     , , ,
t

t

D X t t v X t t dt , (2.40) 

 
wobei  X t  den jeweiligen Ortsvektor des Partikels zu den Zeitpunkten   ,t t  be-

zeichnet. Wenn die Anzahl der zugegebenen Partikel im betrachteten Volumen groß und 
daraus resultierend der mittlere Abstand zwischen den Partikeln geringer als die zu er-
wartende Verschiebung ist, dann kann die Bewegung der einzelnen Partikel nicht mehr 
aufgelöst werden. In diesem Fall wird das Gesamtsystem über die statistischen Eigen-
schaften der Partikel beschreiben. Die aufgenommenen Bilder werden in verschiedene 
gleichgroße Interessenregionen (engl. Region of Interest – ROI) eingeteilt und eine 2D-
Kreuzkorrelation für jede dieser ROI durchgeführt. Die Verschiebung des Maximums 
im Ergebnisfeld entspricht dem gesuchten Geschwindigkeitsvektor, die so erhaltenden 
Geschwindigkeitsvektoren der einzelnen ROIs bilden zusammen das Geschwindigkeits-
feld der untersuchten Strömung. Das System ist in dieser oder ähnlichen Versionen 
kommerziell erhältlich, allerdings sind die Kosten besonders für Hochgeschwindig-
keitskameras und Doppelpulslaser erheblich. Als Vergleichssystem in dieser Arbeit 
wurde eine Hochgeschwindigkeitsversion des PIV, welche am Institut für Strömungs-
                                                 
5 Jeder Pixelwert des ersten Bildes wird in separatem Speicher abgelegt und zusammen mit dem zweiten 
Pixelwert des zweiten Bildes ausgelesen  
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mechanik und Aerodynamik der Fakultät Luft- und Raumfahrttechnik an der Universität 
der Bundeswehr München vorhanden ist, verwendet. Das Auflösungsvermögen des Sys-

tems betrug ungefähr  3200 400 1000x x m . Die ermittelten Geschwindigkeiten stellen 
die Geschwindigkeiten der injizierten Partikel nicht aber der Gasströmung dar, im Be-
reich expandierender Strömungen können diese beiden Geschwindigkeiten aufgrund der 
Massenträgheit der Partikel differieren, auch handelt es sich bei den Partikelgeschwin-
digkeiten um Mittelwerte bezüglich der Breite des Laservorhangs [36; 107; 108; 109]. 
Für schnelle Gasströmungen werden die Partikel vor der Düse injiziert, dies ist in kon-
ventionellen Plasmaquellen aufgrund der bisher nicht realisierten Axialinjektion nicht 
möglich. Die bereits erwähnte Massenträgheit der injizierten Partikel schließt auch eine 
externe Injektion am Ausgang des Generators aus [24].  
 

2.5.2 Das diodenbasierte Messverfahren 
 
Zur Ermittlung der Geschwindigkeit des Plasmastrahls wird das emittierte Licht in min-
destens zwei Lichtwellenleiter eingekoppelt, welche direkt mit zwei schnellen Fotodio-
den verbunden sind. Die Fotodioden wandeln die registrierte Intensität in eine Span-
nung um. Ändert sich die Intensität an der ersten Fotodiode zu einem Zeitpunkt t , so 
wird sich die Spannung  1s t  am Ausgang der Diode ebenfalls ändern. Wenn sich diese 

Intensitätsänderung entlang der Strömungsrichtung mit der Gasgeschwindigkeit ausbrei-
tet, wird die Fluktuation zu einem Zeitpunkt  t t  an einem Ort x  auftreten. Eine 
weitere, an diesem Ort positionierte, Fotodiode registriert diese Änderung, sodass für 
das Zeitsignal dieser Diode      2 1s t s t t  gilt. Wenn der Abstand x  bekannt ist, 

kann aus der Laufzeit der Fluktuation sofort die Gasgeschwindigkeit  
xv t  berech-

net werden. Zur Ermittlung der zeitlichen Verschiebung wird die Kreuzkorrelation zwi-
schen den Signalen  1s t

 
&  2s t  bestimmt [101]: 

 

       




 12 1 2a s t s t dt . (2.41) 

 
Aus dieser Gleichung kann sofort die Autokorrelationsfunktion des Signals  1s t  mir 

      




 11 1 1a s t s t dt  berechnet werden. Wie bereits diskutiert, soll das zweite 

Signal nur um die Laufzeit t  zum ersten Signal verschoben sein, daraus ergibt sich 
unter Nutzung des Verschiebungssatzes der Fouriertransformation sofort die Kreuzkor-
relationsfunktion beider Signale 
 
      12 11a t a t t . (2.42) 
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Das Maximum der Autokorrelationsfunktion liegt immer bei null, sodass durch Finden 
des Maximums der Kreuzkorrelationsfunktion sofort die Laufzeit der Fluktuation be-
stimmt werden kann.  
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3 Experiment- Aufbau, Funktion und Datenaufnahme 
 
Die Bestimmung der lokalen Driftgeschwindigkeit in den untersuchten Messobjekten ist 
durch hohe messtechnische Anforderungen gekennzeichnet. Aufgrund des geringen 
Wirkungsquerschnittes der zugrunde liegenden physikalischen Streuprozesse sind um-
fangreiche und empfindliche Experimentaufbauten notwendig. Das Verhältnis der ge-
streuten zur eingestrahlten Leistung liegt im günstigsten Fall im Bereich von 

 14 1210 ...10 [24]. In diesem Kapitel werden der verwendete Aufbau und die zur Re-
gistrierung des gestreuten Laserlichtes notwendigen Bauteile beschrieben.  
 

3.1 Prinzipieller Aufbau des Experimentes 
 
Der Aufbau des gesamten Experimentes kann prinzipiell auf die in Abbildung 3.1 dar-
gestellten Komponenten vereinfacht werden. Das Messobjekt ist in einem Unterdruck-
kessel auf einer Dreiachsenverfahreinrichtung befestigt, so können Versuche bei unter-
schiedlichem Druck und an verschiedenen Positionen durchgeführt werden. Der Laser-
strahl wird über eine Sendeoptik in das Messobjekt fokussiert und das gestreute Laser-
licht mittels einer Detektionsoptik und spektraler Filterung auf eine Kamera abgebildet. 
 

 
Die Positionierung des Messobjektes mittels der Dreiachsverfahreinrichtung relativ zum 
ortsfesten Streuvolumen ermöglicht eine hochauflösende Vermessung. Als Quelle der 
elektromagnetischen Strahlung dient das Coherent Infinity Lasersystem, wobei es sich 
um einen Nd:YAG-Pulslaser (Neodym-Yttrium-Aluminium-Granat) handelt, der mittels 
Frequenzverdopplerkristall eine Wellenlänge von   532nm  zur Verfügung stellt. 
Das System ist leistungsstabilisiert und kann Pulsenergien zwischen 1mJ  und 600mJ  
mit verschiedenen variablen Repetitionsfrequenzen liefern. In diesem Experiment wird 
das System extern mit einer Frequenz von 25 Hz synchronisiert. Die Pulsbreite des La-
serpulses wird durch den Hersteller mit 3ns bei halber Intensität angegeben. Zur Auf-
nahme des gefilterten Streulichtes dient eine MCP-CCD (Mikro-Channel-Plate Charged 
Coupled Device) Kamera (Stanford Computer Optics, 4Quick05), welche als Ausgangs-
signal ein standardisiertes 50Hz Videosignal liefert. Die Möglichkeit sehr kleiner Be-

Laser Sendeoptik Empfangsoptik, Filter, Kamera  

Streuvolumen Gasströmung 

Abbildung 3.1 Prinzipieller Aufbau des Experimentes 
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lichtungszeiten bis zu 5ns erlaubt einen Einsatz auch an stark emittierenden Lichtquel-
len wie zum Beispiel thermische Plasmen. 
 

3.2 Sendeoptik 
 
In Abbildung 3.2 ist der Aufbau der Sendeoptiken schematisch dargestellt. Der Durch-
messer des Laserpulses wird durch den Strahlaufweiter (BE1) von 6mm auf 12mm ver-
doppelt. Diese Verdopplung führt zu einer Verringerung der Strahlungsleistung an den 
Oberflächen der optischen Bauteile um den Faktor 4 und dient zur Erhöhung der Le-
bensdauer.  
 

 
 
Aus Gründen der Übersichtlichkeit wurden die zur Minimierung des Falschlichtanteils 
verwendeten Blenden nicht in Abbildung 3.2 dargestellt. Aufgrund der Anordnung der 
Sendeoptik kann diese in einen linken, Abbildung 3.3, und einen rechten, die Umlen-
kung des Laserstrahls darstellenden, Teil, Abbildung 3.4 untergliedert werden. In bei-
den Abbildungen ist die Laufrichtung des hin- und rücklaufenden Laserstrahls darge-
stellt. Die Linse L1 mit einer Brennweite von  500f mm  ermöglicht die Fokussierung 
des Laserstrahls  1stS  innerhalb der zu untersuchenden Gasströmung. Das von der 

Gasströmung gestreute Laserlicht ist leicht ins Blaue zu niedrigeren Wellenlängen ver-
schoben. Der sich anschließend aufweitende Laserpuls wird durch eine zweite Linse L2 

  500f mm  parallelisiert. 

Abbildung 3.2 Schematische Darstellung der Sendeoptiken 
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Die zur Umlenkung des Laserstrahls verwendeten sechs Spiegel wurden der Übersicht-
lichkeit halber durch die Bezeichnung „Umlenkung“ ersetzt. Ein Teil der Umlenkung ist 
in Abbildung 3.4 dargestellt. 
 

 
 
 
 

Abbildung 3.3 Darstellung der Sendeoptik links mit hinlaufendem Laserstrahl 1stS  vor der ers-

ten Streuung und rücklaufendem Laserstrahl 2ndS  nach der zweiten Streuung  

Abbildung 3.4 Teildarstellung der Umlenkung. die Ausbreitungsrichtung des Laserstrahls wird 
durch die Pfeile symbolisiert.  
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Der als 2ndS  bezeichnete rücklaufende Laserpuls wird durch die Linse L2 erneut in den 

Gasstrahl fokussiert und ein zweiter Streuprozess findet statt, diesmal ist das gestreute 
Laserlicht leicht ins Rote zu höheren Wellenlängen verschoben. Der zusätzliche opti-
sche Weg  4l m  führt am Ort der Streuung zu eine zeitliche Differenz von  13t ns  
zwischen den beiden Wellenfronten und ermöglicht eine getrennte Betrachtung beider 
Streuprozesses. Der sich anschließend erneut aufweitende Laserstrahl wird nach passie-
ren der Linse L1 in eine Lichtfalle gelenkt, Abbildung 3.3. Die am Ort des Detektors 
registrierte Intensität des Streusignals ist unter anderem auch proportional zur Pulsener-
gie. Eine Erhöhung der Pulsenergie wird durch das Erreichen der Durchschlagsfeldstär-
ke im Fokuspunkt begrenzt, da die Intensität solcher Durchschläge das schwache ge-
streute Signal maskiert. Die Vergrößerung des Durchmessers des Laserstrahls führt zu 
einer Verkleinerung der Fokustaille, um dennoch höhere Pulsenergie verwenden zu 
können, wurde die Verdopplung im zweiten Aufbau entfernt. Die Erhöhung der Intensi-
tät des Streusignals ermöglicht eine Reduktion der Messdauer. 
 

3.3 Streuvolumen 
 
Für eine Sammellinse mit Brennweite f  kann der Durchmesser FokusD  eines Laser-

strahls mit totalem Divergenzwinkel 2  im Fokuspunkt mittels Gleichung (3.1) abge-
schätzt werden [100]. 
 
  2FokusD f  (3.1) 

 
Unter Verwendung einer Strahlaufweitung verringert sich der Divergenzwinkel zu 

  1

2

2 2neu
f

f
, hierbei bezeichnen 1f  und 2f  die Brennweiten der benutzten Linsen. 

Aus diesen Überlegungen lassen sich für das beschrieben Experiment 

  500  und 2 0.7f mm mrad  die Strahldurchmesser angeben, Tabelle 3-1. 

 
Aufbau Divergenzwinkel f=100m f=500mm f=1000mm 

ohne BE1 <0.7mrad <70x10-6m <350x10-6m <700x10-6m 
mit BE1 <0.35mrad <35x10-6m <175x10-6m <350x10-6m 

Tabelle 3-1 Darstellung des Durchmessers der Fokustaille für verschiedene Brennweiten der Sam-
mellinsen und Einfluss der Strahlaufweitung 
 
Die Breite des verwendeten Präzisionsspalt ist variable und liegt im Bereich von 

  6100 10d m  bis   6400 10d m . In Abbildung 3.5 ist die Lage des fokussierten 
Laserstrahls bezüglich der Öffnung des Präzisionsspaltes dargestellt.  
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Der Verlauf des hinlaufenden Laserstrahls ist aufgrund von Durchschlägen gut erkenn-
bar. Die durch Falschlicht beleuchtete lange Düse mit einem Außendurchmesser von 

 2.4ausD mm  ermöglicht die Abschätzung der Spaltbreite mit ~ 0.1Slitd mm .  

 
 
Eine schematische Darstellung des Streuvolumens ist in Abbildung 3.6 dargestellt, das 
am Detektor registrierte Streulicht stammt aufgrund des Aufbaues aus diesem Streuvo-

Abbildung 3.6 Schematische Darstellung des Streuvolumens 

Spaltbreite 

Strahldurch-
messer

Abbildung 3.5 Abbildung des fokussierten Laserstrahls auf den Präzisionsspalt in der Bildebene 
der Linse L3 

Spalt 
~0.1mm 

~2.4mm

Laser
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lumen. Die hohe nahezu punktförmige Ortsauflösung wird durch die berechnet Strahl-
taille und die Breite des Präzisionsspaltes bestimmt. 
 

3.4 Empfangsoptik 
 
Die gesamte Detektionsoptik befindet sich oberhalb des Unterdruckkessels, da wie in 
Abschnitt 3.2 beschrieben aufgrund der horizontalen Polarisation des einfallenden La-
sers, die maximale Intensität des gestreuten Lichtes oberhalb des Streuvolumens gemes-
sen werden kann. Abbildung 3.7 zeigt schematisch und Abbildung 3.8 den tatsächlichen 
Aufbau. Die Linse L3 bildet die Streuebene auf einen Präzisionsspalt ab.  
 

 
 
Die Breite dieses Spaltes und die Strahltaille der Laserstrahlen bilden das Streuvolumen 
des Experiments. Die Linse L4 parallelisiert das Streulicht. Die eingezeichnete Strah-
laufweitung BE2 vergrößert die benutzte Fläche des CCD-Chips, sodass eine höhere 
Auflösung möglich ist. Für eine Verkürzung der Messdauer wurde diese Strahlaufwei-
tung entfernt um den zu digitalisierenden Bildausschnitt zu verkleinern. Die Verwen-
dung eines Objektivs, welches auf die Linse oder den Ausgang des FIs scharf gestellt 
ist, ermöglicht, bei idealem Aufbau, theoretisch eine Abbildung des gefilterten Streu-
lichtes ohne jegliche Ortsinformation. Die Beobachtung durch das optische Filter führt 
zur Bildung von Interferenzmustern auf dem CCD-Chip der Kamera. Die Wahl der Be-
obachtungsebene aufgrund der Bildebene des Objektivs ist ausschlaggebend für die Be-
rechnung des zu erwartenden Interferenzmusters, vgl. 2.3.2. 
 

Abbildung 3.7 Schematische Darstellung der Empfangsoptik mit 50Hz Videonorm als Mastertakt 
des Experimentes 
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Lampen- 
trigger 

Q-Switch 

KAMERA 

2:1 

Laser 

Puls- 
former 

IF 

Slit BE2 L4 FIF 

M 

L3 



 
Experiment- Aufbau, Funktion und Datenaufnahme 
 

Direkte Geschwindigkeitsmessung an schnellen Gasströmungen 
 durch nichtresonante Lichtstreuung 

 
59 

 
 
 
 
 
 
Bei der Untersuchung von emittierenden Quellen, wie es zum Beispiel thermische 
Plasmen darstellen muss eine Begrenzung des Spektrums mittels eines zusätzlichen In-
terferenzfilters durchgeführt werden. Dieser Filter wird zwischen der Linse L4 und dem 
FI positioniert und weist einen Durchlassbereich von  532 5 nm  auf. 

 

3.5 Streulichtdetektion 
 
Zur Datenaufnahme wurde das in Abbildung 3.9 dargestellte Ablaufdiagramm entwi-
ckelt. Das 50Hz Videosignal der Kamera stellt für das gesamte System das Frequenz-
normal dar, da in diesen 20ms der elektronische Verschluss des Systems betätigt und 
der CCD-Chip ausgelesen werden muss. Aufgrund der notwendigen Digitalisierung der 
bereitgestellten Bilder sind, abhängig von der Größe der abgespeicherten Bilder, 15-20 
fps (engl. Frames per second) möglich. Der am FSYNC Ausgang anliegende TTL-Puls 
wird mittels eines BCD-Zählers auf 25Hz herunter geteilt und auf den Triggereingang 
(Lamp-Trigger) des Lasers gegeben. Aufgrund von internen Signallaufzeiten und eines 
Jitters von 100ns innerhalb des Lasersystems wird dessen Ausgang QS-Sync zur Steue-
rung des elektrischen Verschlusses verwendet, da dieser einen Jitter kleiner 0,5ns besitzt 
und den Zeitpunkt der Abgabe des Laserpulses darstellt. Die Bauteile Kanalauswahl 
und TTL-Pulsgenerator dienen der Einstellung einer externen Verzögerungszeit und der 
Dauer der Belichtungszeit. Aufgrund des geringen Streuquerschnittes sind die am De-
tektor registrierten Strahlungsdichten sehr gering, weswegen die Kamera mit einem 
möglichst hohen Verstärkungsfaktor (107) betrieben wird. Zur Steuerung der Kamera 
dient ein Rechner welcher mittels RS232 Schnittstelle die entsprechenden Befehle 
übermittelt, durch den installierten Framegrabber das Videosignal digitalisiert und die 
Bilder abspeichert. Eine Belichtungszeit von 10-12ns hat sich durch wiederholte Tests 
als optimal herausgestellt, da so möglichst viel gestreute Intensität auf dem CCD-Chip 
registriert werden kann und gleichzeitig die zeitliche Trennung zwischen den beiden 
Laserpulsen möglich ist. Bei höheren Belichtungszeiten kann die zeitliche Trennung 
zwischen dem hin- und rücklaufenden Laserpuls nicht sichergestellt und Streulicht bei-
der Pulse gleichzeitig detektiert werden. Zur Extrahierung des gefilterten Streulichtsig-
nals werden sowohl Bilder mit als auch ohne Streulicht aufgenommen, gemittelt und 
von einander abgezogen. Aufgrund des sich zeitlich ändernden Hintergrundbildes ist die 
Aufnahme der Referenzbilder möglichst zeitgleich mit der Aufnahme der Messbilder 

Präzisions-
spalt  Linse L4 

Kamera mit 
Objektiv  

Fizeau-IF 

Interferenz-
filter-IF  

Abbildung 3.8 Darstellung der Empfangsoptik ab dem Präzisionsspalt bestehen aus der Linse 4L , 

dem Interferenzfilter, dem Fizeauinterferometer und der Kamera. Der Verlauf des gestreuten 
Lichtes ist ebenfalls schematisch angedeutet(grün) 
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durchzuführen. Um mit einer Messung sowohl Referenzbilder als auch Bilder für den 
hin- und rücklaufenden Laserpuls aufnehmen zu können, wurde das Bauteil Kanalaus-
wahl konstruiert. Dieses Bauteil stellt ausgehend vom eingehenden Triggersignal des 
Lasers drei Ausgangsignale zur Verfügung. Diese drei Signale repräsentieren den Zeit-
punkt für die Messung der Referenz, des hinlaufenden und des rücklaufenden Laserpul-
ses. Im Vorfeld der Messung müssen die Anzahl der aufzunehmenden Bilder sowie die 
Blockgröße, d.h. die Anzahl der hintereinander aufzunehmenden Bilder in einem Block, 
bestimmt werden. 
 

 
Aus diesen Angaben wird durch die Software die Anzahl N der Blöcke berechnet, Ab-
bildung 3.10.a. Die Aufnahme der Bilder innerhalb eines Blockes wird softwareseitig 
durch Setzten entsprechender digitaler Ausgänge des Framegrabbers gesteuert. Das 
Bauteil Kanalauswahl schaltet, ausgehend vom jeweiligen Wert, einen der drei Kanäle 
auf den Ausgang. Der Ablauf eines Blockes soll im Folgen beschreiben werden, Abbil-
dung 3.10.b: 

 Durch Setzen der digitalen Ausgänge des Framegrabbers auf den Wert eins wird 
die Verzögerung innerhalb des Bauteils Kanalauswahl zwischen Triggereingang 
und dem Beginn der Belichtungszeit auf t~90ns festgelegt, Abbildung 3.10.c. 
Die abgespeicherten Bilder enthalten kein Streulicht, da zu diesem Zeitpunkt der 
Laserpuls das Streuvolumen noch nicht erreicht hat und dienen als Referenzsig-
nal. 

 Für den Wert zwei der digitalen Ausgänge wird der Kanal mit einer Verzöge-
rungszeit von t~285ns ausgewählt und die abgespeicherten Bilder enthalten ge-
streutes Licht des ersten, hinlaufenden Laserpulses.  

Kamera 

2:1 

FSync  

Lamp 
-Trigger  

50Hz 25Hz 

Laser 

QS Sync 

Puls- 
generator 

Kanal-
auswahl 

externe 
Auswahl 

Frequenzteiler 

externer 
Trigger 

Abbildung 3.9 Signallaufplan des Experimentes 



 
Experiment- Aufbau, Funktion und Datenaufnahme 
 

Direkte Geschwindigkeitsmessung an schnellen Gasströmungen 
 durch nichtresonante Lichtstreuung 

 
61 

 Der dritte Kanal mit einer Verzögerungszeit von t~295ns wird für den Wert vier 
der digitalen Ausgänge ausgewählt. Die abgespeicherten Bilder enthalten ge-
streutes Licht des zweiten, rücklaufenden Laserpulses. 

Der gesamte Messvorgang ist beendet, sobald die vorher eingestellte Anzahl an Bildern 
abgespeichert wurde. Abbildung 3.10 zeigt den Ablauf eines solchen Messvorgangs. 
 

 
 
Abbildung 3.10 Darstellung des Ablaufdiagrams an einem Messpunkt innerhalb der Gasströmung 
und in Falschfarben drei Beispielbildern für die Referenz R, den hinlaufenden L1 und den rück-
laufenden L2 Laserpuls 
 
Zur Einstellung der Verzögerungszeiten wird eine Spitze in das Messvolumen gefahren 
und der rücklaufende Laserstrahl durch Einbringen eines Klappspiegels auf der rechten 
Seite der Sendeoptik in eine Lichtfalle gelenkt. Nach dem Einstellen der Verzögerungs-
zeit für den hinlaufenden Laserstrahl, wird der Klappspiegel aus dem Strahlengang auf 
der rechten Seite der Sendeoptik entfernt und die Verzögerungszeit für den rücklaufen-
den Laserstrahl kann in analoger Weise eingestellt werden. 
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4 Datenverarbeitung 
 
Die Rohmessdaten des Experimentes sind Bilder einer CCD-Kamera mit einer Auflö-
sung von 768x576 Pixel und einer Dynamik von 8bit. Das gestreute und gefilterte Sig-
nal muss aus den Einzelbildern extrahiert werden. Die Anzahl der zu analysierenden 
Bilder ist bedingt durch den sehr kleinen Wirkungsquerschnitt groß, typischerweise 
werden bis zu 3000 Bilder (1000 R, 1000 L1, 1000 L2) pro Messung aufgenommen. 
Aufgrund dieser hohen Anzahl an Bildern ist eine rechnergestützte Datenverarbeitung 
notwendig. Zur Reduktion des Speicherplatzes wird je nach Aufbau nur ein Teil der 
Rohmessdaten mittels Framegrabber digitalisiert. Alle weiteren Datenverarbeitungs-
schritte werden nur auf diesen Ausschnitt angewendet. Die entwickelte Software zur 
Datenverarbeitung besteht aus einem dreiteiligen Auswerteverfahren, welches in diesem 
Kapitel vorgestellt werden soll.  
 

4.1 Vorsortierung  
 
In einem ersten Schritt müssen eventuell auftretende Fehler innerhalb der abgespeicher-
ten Bilder aussortiert werden, dazu wird die Verteilung der registrierten Intensitäten 
ausgewertet. Aufgrund des im vorherigen Kapitel beschriebenen Ablaufes einer Mess-
reihe können Ausreißer nach unten, d.h. Bilder ohne Streulicht, ausgeschlossen werden. 
Es können allerdings Ausreißer nach oben (zu hohe Intensität) auftreten. Diese Ausrei-
ßer werden durch zwei unterschiedliche Ereignisse hervorgerufen: 

 Streuung an Staubpartikeln in der Größenordnung der Wellenlänge (Mie-
Streuung) und 

 Durchschlag aufgrund einer zu hohen Feldstärke des Laserstrahls. 
Zur Minimierung von Mie-Streuung wird der Unterdruckkessel vor einer Messreihe 
gereinigt, evakuiert und anschließend bis zum gewünschten Druck (z.B. 0.1bar , 
0.2bar  oder 1bar ) befüllt. Die Wahrscheinlichkeit eines Durchschlagsereignisses im 
Fokuspunkt der Laser kann durch geeignete Wahl der Pulsenergie minimiert werden. 
Trotz dieser Maßnahmen können beide Ereignisse während einer Messreihe auftreten, 
weswegen eine Bewertung der aufgenommenen Bilder vor der eigentlichen Auswertung 
durchzuführen ist.  
Sowohl Rayleigh- als auch Thomsonstreuung sind Poissonprozesse [20; 21], welche 
durch den Mittelwert x  und die Standardabweichung   beschrieben werden können. 
Zur Charakterisierung der aufgenommenen Bilder werden für beide Laserpulse getrennt 
die Pixelsummen iSum  aller Messbilder bestimmt und anschließend ausgewertet. Die 

ermittelten Pixelsummen repräsentieren die Intensität der am Ort des Detektors regist-
rieren EMWs. Der Mittelwert und die Wurzel aus dem mittleren quadratischen Abstand, 
als Abschätzung der Standardabweichung werden durch die Ausreißer stark beeinflusst. 
Aus diesem Grund werden stattdessen der Median x  und der Median der absoluten 
Abweichung (engl. median absolute deviation MAD) zur Sortierung benutzt, (4.1) 
[110]. 
 
    iMAD median x x  (4.1) 
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Der Median bezeichnet den Wert innerhalb einer Reihe, für den genau 50% der Werte 
unterhalb und 50% oberhalb liegen. Als Ergebnis der Vorsortierung werden die unter-
suchten Bilder mittels der berechneten Pixelsummen nach folgenden Kriterien in fünf 
Kategorien eingeteilt: 
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und zusammengefasst. Für eine Normalverteilung der gestreuten Intensitäten entspricht 
der Median dem Mittelwert. Die Ergebnisse der fünf genannten Kategorien unterschei-
den sich in der jeweiligen mittleren Pixelsumme, allerdings ist mit bloßem Auge kaum 
ein Unterschied festzustellen. 
 

 
 
Die erstellte Software speichert für beide Laserpulse getrennt sowohl die zusammenge-
fassten Interferenzbilder als auch die zugehörigen Summenbilder ab und erstellt eine 
Datei, in welcher die Anzahl der Bilder, das gefundene Maximum der aufsummierten 
Pixel sowie die durchschnittliche Pixelsumme der einzelnen Kategorien enthalten sind. 
Die Zuordnung der einzelnen Bilder der beiden Laserpulse wird in einer zweiten Datei 
abgespeichert. Der Einfluss des Rauschens [111] des CCD-Chips auf die Bildung der 
Summen kann durch Wahl einer unteren Grauwertstufe minimiert werden. Die Untersu-
chung von Referenzbildern zeigt, dass Grauwerte größer 10 sehr selten sind, deswegen 
wird dieser Wert als untere Stufe verwendet. Für die Zusammenfassung der Bilder fin-
den alle Grauwerte Verwendung, da auch unterhalb der oben genannten Schwelle In-
formationen über das gefilterte Streulicht enthalten sein können. In Abbildung 4.1 ist 

Abbildung 4.1 Darstellung des resultierenden Streulichtspektrums, unter Einfluss eines Ausrei-

ßers links und nach der Sortierung rechts für die fünfte Kategorie    2iSum x MAD . 

A
bszisse 

Richtung der Addition  
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der Einfluss eines oder mehrere Ausreißer auf das zusammengefasste Spektrum einer 
gestreuten EMW dargestellt. Die starke Ausleuchtung des linken Bildes macht eine 
Auswertung unmöglich, während das rechte Bild für eine Auswertung geeignet er-
scheint. 
 

4.2 Finden der Interessenregion 
 
Nachdem bereits bei der Digitalisierung der Bilder eine Interessenregion (engl. Region 
of Interest ROI) definiert wurde, um sowohl die Bearbeitungsgeschwindigkeit zu erhö-
hen als auch den benötigten Speicherplatzbedarf zu minimieren, werden für die Auswer-
tung des gefilterten Streulichtspektrums bezüglich der Lage der Maxima innerhalb die-
ser ROI weitere verschiedene Sub-ROIs bestimmt:  
Aus diesem Grund werden sowohl die Periodizität des zugehörigen AIRY-Profils als 
auch die örtliche Lage des gefilterten Streulichtes innerhalb des Ergebnisfeldes ausge-
wertet. Die Findung der Sub-ROIs erfolgt dabei in zwei Schritten:  

 zuerst, unter Ausnutzung der Periodizität des AIRY-Profils und der Symmetrie 
der Lorentzverteilung, die horizontale Eingrenzung und  

 anschließend nach Findung der oberen6 und unteren Grenzen in einem zweiten 
Schritt, unter Ausnutzung der örtlichen Verteilung die vertikale Eingrenzung. 

 
Horizontale Eingrenzung 
 
Die Bestimmung der oberen und unteren Grenze einer Sub-ROI erfolgt durch Auswer-
tung des gesamten aufgenommenen Interferenzbilds, dazu werden zeilenweise alle Pixel 
entsprechend der eingezeichneten Richtung aufaddiert. Die resultierende diskrete Folge 
ist in Abbildung 4.2 rot dargestellt. Zur Abschätzung der Anzahl der Maxima in einer 
automatisierten Auswertung wird unter Nutzung der Periodizität der maximalen Fou-
rierkomponente eine diskrete Fouriertransformation (DFT) durchgeführt. Im hier be-
trachteten Beispiel ist das Ergebnis fünf. Dieses Vorgehen ist notwendig, um besonders 
bei niedriger registrierter Intensität die Anzahl der Maxima abschätzen zu können. 
Die diskrete Folge wird mittels eines Gaußfilters (4.2) variabler Länge geglättet und 
anschließend mittels eines Gradientenfilters (4.3) auf Vorzeichenwechsel untersucht.  
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Der Gradientenfilter berechnet den Wert an der Stelle n aus dem vorherigen und dem 
nachfolgenden Wert, indem die Summe aus dem mit -1 multipliziertem vorherigen und 
dem nachfolgenden Wert gebildet wird. Ist der nachfolgende Wert kleiner als der vorhe-
rige, so ist das Ergebnis negativ, sonst positiv. Der Wechsel des Vorzeichens von posi-
tiv zu negativ zeigt dabei die Lage eines Maximums an. 
 
      0.5 1,0,1g n  (4.3) 

                                                 
6 Die Bezeichnung obere/untere Grenze bezieht sich auf die Zeilennummer. 
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Sobald die Anzahl der Vorzeichenwechsel die Anzahl der vorher ermittelten Maxima 
übersteigt, wird die diskrete Folge mit einem breiteren Gaußfilter erneut geglättet und 
anschließend auf Vorzeichenwechsel untersucht. 
 

 
 
Dieser Vorgang wird iterativ solange wiederholt, bis die Anzahl der gefundenen Vor-
zeichenwechsel mit der Anzahl der Maxima übereinstimmt. Die blaue Kurve in Abbil-
dung 4.2 zeigt die aus diesem Vorgang resultierende diskrete geglättete Folge. An-
schließend wird diese Folge zwischen zwei benachbarten Maxima auf einen weiteren 
Vorzeichenwechsel, diesmal von negativ zu positiv untersucht. Dieser Vorzeichenwech-
sel symbolisiert ein Minimum der diskreten Folge und wird als obere Grenze für das 
Maximum n  und als untere Grenze für das Maximum 1n  festgelegt. Zur Bestim-
mung der unteren Grenze des ersten sichtbaren Maximums wird die Symmetrie der Lo-
rentzfunktion ausgenutzt. Der Abstand zwischen unteren Grenze und Maximum wird 
dem Abstand zwischen oberer Grenze und Maximum gleichgesetzt, sollte der so errech-
nete Wert kleiner Null sein, wird die untere Grenze auf null gesetzt, um einen Zugriffs-
fehler bei der Auswertung zu verhindern. In analoger Weise wird die obere Grenze für 
das letzte sichtbare Maximum bestimmt, wobei hier die Grenze maximal die um eins 
verminderte Länge der diskreten Folge ist. Nachdem alle Sub-ROIs horizontal einge-
grenzt worden sind, werden anschließend die vertikalen Begrenzungen gefunden.  
 
Vertikale Eingrenzung  
 
Zur Bestimmung der linken bzw. rechten Grenze wird die örtliche Verteilung des Streu-
lichtes innerhalb des Ergebnisfeldes ausgewertet.  
 

Abbildung 4.2 Darstellung der zeilenweise aufaddierten diskreten Folge(rot) und der geglätteten 
Folge(blau) 

diskrete Summenfolge 

geglättet Folge  Abszisse 
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Für die Ermittlung der örtlichen Verteilung werden entweder die aussortierten Bilder 
oder Ergebnisse welche nicht eindeutig auswertbar sind benutzt. Abbildung 4.3 zeigt die 
Vorgehensweise einer solchen Bestimmung der örtlichen Verteilung des Streulichtbil-
des am Beispiel eines nicht auswertbaren Ergebnisfeldes.  
 

 
 
Aus dem zum Ereignisfeld gehörenden Ergebnisbild wird unter Vorgabe einer Grenze 
durch den Benutzer ein erstes Binärbild (links unten) erzeugt. Nach der horizontalen 
und vertikalen Glättung des Bildes mittels Gaußfilter werden erneut Binärbilder erstellt. 
Die örtliche Lage des Interferenzbilds innerhalb des Ergebnisfeldes kann durch die 
Kontur beschrieben werden. Abbildung 4.4 zeigt die gefundene linke bzw. rechte Be-

rechte 
Begrenzung 

Abbildung 4.4 Darstellung der gefundenen linken und rechten örtlichen Begrenzung  

linke 
Begrenzung 

Abbildung 4.3 Darstellung des Ablaufes zum Auffinden der örtlichen Verteilung des Streulichtes 
a) Ausgangsbild und dazugehörige Binärbild b) vertikal geglättetes Zwischenbild und Binärbild 
und c) anschließend horizontal geglättetes Zwischenbild mit dazugehörigem Binärbild 

a) b) c) 
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grenzung des Streulichtes nach der Glättung. Die so erhaltene örtliche Verteilung des 
Interferenzbildes kann anschließend zur Bestimmung der linken bzw. rechten Grenze 
der Sub-ROIs verwendet werden. Zur Ermittlung der linken Grenze werden die Schnitt-
punkte der vorher ermittelten oberen und unteren Begrenzung ausgewertet, wobei in 
diesem Fall der am weitesten rechts liegende Punkt als linke Grenze benutzt wird. Die-
ses Vorgehen stellt sicher, dass im späteren Verlauf der Auswertung auch immer eine 
Lorentzkurve betrachtet werden kann. Die Bestimmung der rechten Grenze erfolgt in 
analoger Weise, hierbei wird allerdings der Schnittpunkt der am weitesten links liegt 
ausgewählt. Wird kein Schnittpunkt für die untere (erstes Maximum) bzw. obere (letztes 
Maximum) Grenze gefunden, so liegt dieses Maximum zu nah am Rand der örtlichen 
Verteilung für eine Bestimmung der Verschiebung und kann nicht ausgewertet werden. 
 

4.3 Berechnungen der Doppler-Verschiebung 
 
Zur Berechnung der Verschiebung aufgrund des optischen Dopplereffektes müssen so-
wohl die relative Verschiebung innerhalb der verschiedenen Sub-ROIs als auch der 
spektrale Eindeutigkeitsbereich bestimmt werden. Obwohl die theoretischen Interfe-
renzfiguren einen nicht symmetrisch Verlauf aufweisen, kann die Form als Lorentzähn-
lichen beschrieben werden, vgl. Abbildung 4.2. Aus diesem Grund wird zunächst das 
Vorgehen zur Findung einer Lorentzfunktion für eine zweidimensionale Messreihe vor-
gestellt.  
 

4.3.1 Lorentzfit 
 
Zur eindeutigen Beschreibung der Lage der Interferenzfiguren innerhalb der Sub-ROIs 
muss der Schwerpunkt der jeweiligen Profile mittels Lorentzfit gefunden werden. 
In diesem Abschnitt wird beschrieben, wie für eine 2 dimensionale Messreihe 

      1 1 2 2, , , ,..., ,N Nx f x f x f , wobei alle f-Werte positiv sein müssen, die beste Lorentz-

Kurve (4.4) angepasst wird. 
 

  
 







2

2
1

2

A
f x

x
 (4.4) 

 
Es soll bemerkt werden, dass die Lorentz-Kurve für x-Werte nah zum Maximum   die 

Form eine Gauß-Kurve annimmt, d.h. für 





2

x
 klein gilt folgendes: 

 

        

 

       
     
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2 2, ,

2 2
1 exp

2 2

klein kleinx x
f x A A . (4.5) 
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Das Integral der Lorentz-Kurve innerhalb eines Intervalls zwischen minx  und maxx  ist 

gleich 
 

 
 

 


 


           
    



max

min

max min
2

2

2 arctan arctan
2 2

1
2

x

L
x

x xA
I dx A

x
 ,(4.6) 

 
was mittels des oben bereits eingeführten Wechsels der Variablen leicht berechnet wer-
den kann. Für die Messreihe       1 1 2 2, , , ,..., ,N Nx f x f x f  entspricht dieses der folgen-

den Summe 

 

  





  1

1
2 2

N
i i

L i i
i

f f
I x x  (4.7) 

 
Aus (4.6) ergibt sich für die Amplitude A  der Lorentz-Kurve die folgende Gleichung: 
 

        


 

              
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1ln ln ln 2 ln arctan arctan
2 2

N
L

x x
A I  (4.8) 

 
Im weiteren Verlauf werden die nächsten zwei Beziehungen benötigt und deswegen hier 
eingefügt: 
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 (4.9) 
 

wobei LI  selbst dazu nicht beiträgt, da  





  1

1
2 2

N
i i

L i i
i

f f
I x x  gegeben und konstant 

ist. Die Anpassung der zwei unbekannten Parameter   und   in der Lorentz-Kurve 
wird mittels der Technik des Maximum Likelihoods (ML) durchgeführt. Dafür werden 
in einem ersten Schritt die f-Werte auf Eins normiert (4.10), so dass eine Interpretation 
als Häufigkeit oder Wahrscheinlichkeit zulässig ist. 
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 






1

i
i N

i
i

f

f

 (4.10) 

 
Nun wird die Likelihood-Funktion (und ihr Logarithmus) für eine Wahrscheinlichkeits-
verteilung (oder Häufigkeitsverteilung) definiert: 
 

         


  
11
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ii

L p x L p x . (4.11) 

 
Die ML-Methode basiert darauf, dass die beste Abschätzung für   und   aus der er-

mittelten Messreihe       1 1 2 2, , , ,..., ,N Nx f x f x f  dann erfolgt, wenn für die Maximie-

rung des Likelihood als Wahrscheinlichkeit die gewünschte Kurve 

 
 







2

2
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A
p x

x
 verwendet wird. Die Maximierung der Likelihood-Funktion L  ist 

äquivalent zur Maximierung des Logarithmus  ln L  
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Für die Maximierung müssen die Bedingungen
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(4.13) & (4.14). 
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   
 

 

 

 
  





 

   


  
   



 

 




  





 

  
  




  

 


 

  





2

2

2

2

2
1 1

2

1
1

1
2

2
1 1 1

1 2

ln ln 2 20

1
2

ln 2 2 1

1
2

i

i
N N

i i
i i i

x

N N N

i i i
i i i i

G

x
L A

x

A

x

 (4.14) 

  
Diese zwei Gleichungen können mittels der folgenden Definitionen etwas vereinfacht 
werden 
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Das gesuchte Maximum entspricht der Lösung des, aus zwei nicht linearen Gleichungen 
bestehenden, Gleichungssystems. 
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 (4.16) 

 
Diese Lösung muss iterativ gefunden werden, wobei das notwendige Verfahren aus 7 
Schritten besteht. Als Eingabegrößen finden die experimentell ermittelten Messdaten 

      1 1 2 2, , , ,..., ,N Nx f x f x f  Verwendung. Am Ende des Verfahrens werden die ge-

suchten Parameter  ,  ,  A  der Lorentz-Kurve ausgegeben. 

Schritt 0:  

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
  1

1
2 2

N
i i

L i i
i

f f
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
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i
i N

i
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f

f

 berechnen. 

Schritt 1: Initialisierung durch Setzen von  min 0  und   max 1Nx x . 
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Schritt 2: In der äußeren Schleife wird 
 




 min max

2
 gesetzt und folgende Schritte 

durchgeführt: 
Schritt 3: Initialisierung durch Setzen von  min 0  und   max 1Nx x . 

Schritt 4, in der inneren Schleife wird 
 




 max min

2
 gesetzt und die folgenden Grö-

ßen bestimmt: 
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Schritt 5: Wenn  0G  erfüllt ist, befindet sich die Lösung für 
 






ln

0
L

 zwischen 

min  und dem aktuellen  , d.h., die obere Grenze wird auf  max  gesetzt; sonst 

muss die untere Grenze auf  min  gesetzt werden. Die Schritte 4 und 5 werden bis 

zum Erreichen der Konvergenzkriterien wiederholt, d.h., sodass     max min abr  

gilt, z.B.   max min 0.01. 

Schritt 6: Wenn F  erfüllt ist, befindet sich die Lösung für 
 






ln

0
L

 zwischen 

min  und dem aktuellen  , d.h. die obere Grenze wird auf  max  gesetzt; sonst 

 min . Anschließend werden die Schritte 2-6 bis zur Konvergenz wiederholt, d.h., 

bis min  und max  nah genug zueinander liegen, z.B.    max min 0.01. 
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Schritt 7: Mit der bereits gefundenen Lösung für   und  , wird die Amplitude der 
Lorentz-Kurve berechnt. 
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  (4.17) 

 

4.3.2 Bestimmung des spektralen Eindeutigkeitsbereiches 
 
Wie bereits im Abschnitt 2.3 beschrieben, stellt der Abstand zweier benachbarter Ma-
xima eine Längeninformation dar, welche zur Bestimmung der relativen Wellenlängen-
verschiebung benutzt werden kann.  
 

 
 
Der Abstand zweier Maxima in Pixel wird durch die Lage der dazugehörigen Lorent-
zähnlichen Profile bestimmt. Dieser Abstand entspricht dem spektralen Eindeutigkeits-
bereich des verwendeten Interferometers. Abbildung 4.5 zeigt die zeilenweise Summa-
tion des gefilterten Interferenzbilds (rot) und die gefundenen Lorentzfunktionen (grün). 
Aus dem Abstand der Schwerpunkte zweier benachbarter Lorentzfunktionen kann der 
spektrale Eindeutigkeitsbereich bestimmt werden. 
 

4.3.3 Ermittlung der Verschiebung 
 
Nachdem die Sub-ROIs bestimmt wurden, werden in diesem Abschnitt die Kurven in-
nerhalb der einzelnen Sub-ROIs ausgewertet. Für ein klassisches FPI ist ein kreisförmi-
ges Interferenzmuster charakteristisch. Die Linien innerhalb des Ergebnisfeldes sind 
Kreisbogenabschnitte dieses Interferenzmusters und sollen über eine quadratische Funk-
tion beschrieben werden. Für das verwendete Fizeau-Interferometer werden gerade Li-

R
el

. 
In
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t 

Abbildung 4.5 Darstellung der diskreten Summenfolge (rot) und der gefundenen Lorentzkurven 
(grün) 

diskrete Summenfolge gefundene Lorentzkurve 

FSR 
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nien erwartet, da für diesen Interferometertyp keine Zylindersymmetrie mehr vor-
herrscht. Auf den resultierenden Ergebnisbildern ist ebenfalls eine leichte Krümmung 
erkennbar. Jeder dieser Kreisbogenabschnitte wird als eine Spaltenweise Aneinander-
reihung verschiedener Lorentzfunktionen aufgefasst und die Lage ihrer Maxima durch 
eine quadratische Funktion (Parabel) beschrieben. Zur Findung der quadratischen Funk-
tion wird der Kreisbogenabschnitt in gleichbreite Unterabschnitte aufgeteilt, es werden 
z.B. jeweils drei Spalten zusammengefasst und für diese Zwischensumme ein Lorentzfit 
durchgeführt. Die ermittelten Lagen der Lorentzfunktionen innerhalb der Sub-ROI wer-
den zur Bestimmung der quadratischen Funktion benutzt, indem das dazugehörige line-
are Gleichungssystem gelöst wird Abbildung 4.6. Zur Bestimmung des Abstandes zwi-
schen den beiden gefundenen Funktionen wird auf der ersten Funktion für jeden diskre-
ten Wert innerhalb der Sub-ROI eine Senkrechte konstruiert und der Schnittpunkt mit 
der zweiten Funktion bestimmt, anschließend wird der Abstand zwischen den jeweili-
gen Start- und Schnittpunkten errechnet und alle so erhaltenen Abstände gemittelt. Zur 
Kontrolle werden anschließend die beiden Funktionen vertauscht und erneut der gemit-
telte Abstand bestimmt. Aufgrund von Ungenauigkeiten an den Rändern der Sub-ROI 
kommt es zu leichten Unterschieden zwischen den beiden gemittelten Beträgen. Ist ein 
deutlicher Unterschied zwischen den beiden ermittelten Abständen erkennbar, so war 
die Findung der quadratischen Funktionen nicht möglich und eine weitere Auswertung 
mit diesem Verfahren ist nicht sinnvoll. 
 

 
Abbildung 4.6 Darstellung einer ermittelten Interferenzfigur, wobei die Krümmung der Maxima 
gut zu erkennen ist  
 
Ein solcher Unterschied tritt dann auf, wenn zum Beispiel aufgrund thermischer Ein-
flüsse die Filtereigenschaften während der Messung nicht konstant waren und das Er-
gebnisfeld zwei zueinander verschobene gefilterte Streulichtbilder enthält. In diesem 
Fall ist entweder eine erneute Messung durchzuführen oder, wenn der Zeitpunkt der 
Änderung abschätzbar ist, sind die unbearbeiteten Ausgangsbilder aufzuteilen und sepa-
rat auszuwerten. Zur Bestimmung der gesamten relativen Verschiebung   werden die 
ermittelten Verschiebungen innerhalb der verschiedenen Sub-ROIs im Anschluss gemit-
telt  Pixel  und mittels des bereits bestimmten mittleren spektralen Eindeutigkeitsbe-

reiches PixelFSR  umgerechnet (4.18). 
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
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Pixel

FSR
FSR

 (4.18) 

 
Aus dieser relativen Verschiebung der gestreuten Wellenlängen zueinander kann die 
Geschwindigkeit bei bekannter Streugeometrie bestimmt werden (4.19).  
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Für einen idealen Aufbau des Experimentes entspricht die ermittelte Verschiebung aus 
(4.18) der geschwindigkeitsinduzierten Änderung der Wellenlänge. Ein solch idealer 
Aufbau ist nicht realisierbar, aus diesem Grund muss die aufbaubedingte Verschiebung 
zwischen den beiden gestreuten und gefilterten EMWs an einer ruhenden Atmosphäre 
bestimmt und anschließend von der ermittelten geschwindigkeitsinduzierten Verschie-
bung abgezogen werden.  
Zur Bestimmung der Geschwindigkeit kann auch die relative Lage der bereits in 4.3.2 
beschriebenen Schwerpunkte der zeilenweise summierten Sub-ROIs verwendet werden. 
Die gemittelte Verschiebung  Pixel  wird dann wie in (4.18) beschrieben in die Wel-

lenlängenverschiebung umgerechnet. Dieses Vorgehen war bei der Untersuchung der 
Plasmaströmungen notwendig, da die gestreute Intensität deutlich niedriger als an der 
untersuchten Kaltgasströmung war. 
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5 Messobjekt 
 
Das in dieser Arbeit vorgestellte berührungslose und rückwirkungsfreie Verfahren zur 
Messung lokaler Driftgeschwindigkeiten in Gasströmungen ist eine Neuentwicklung. 
Um das innovative Potential des Messverfahrens demonstrieren zu können wurden zwei 
unterschiedliche Messobjekte ausgewählt: 
 

1. Die Überschallkaltgasströmung 
2. Der thermische Rekombinationsplasmastrahl  
 

Die Existenz etablierter messtechnischer Verfahren zur Bestimmung der Driftgeschwin-
digkeit in Überschallkaltgasströmungen [49] sowie der Vergleich mit theoretisch be-
rechneten Geschwindigkeiten erlauben die Nutzung einer solchen Strömung zur Refe-
renzierung des Experimentes. Aus diesem Grund ist eine eingehende Betrachtung der 
Lavaldüse im nächsten Abschnitt notwendig. 
Das zweite Messobjekt ist der Rekombinationsstrahl einer thermischen Plasmaquelle, 
für dieses Messobjekt sind sowohl Simulationen als auch andere Messverfahren nur 
bedingt verfügbar. Aus diesem Grund ist der Einsatz des hier neu beschriebenen Expe-
rimentes gerechtfertigt und eine vertiefende Betrachtung dieses Messobjektes erfolgt im 
zweiten Teil des Kapitels. 
 

5.1 Die Überschallkaltgasströmung 
 
Die Erzeugung einer definierten Überschallkaltgasströmung ist nur durch eine spezielle 
Düsengeometrie möglich, welche in diesem Abschnitt diskutiert werden soll. 
Zur Beschreibung einer Überschalldüse nach deLaval kann eine isentrope Zustandsän-
derung herangezogen werden, da solche Änderungen im Vergleich mit der typischen 
Zeitskala für Stöße langsam genug sind (=quasistatisch) aber gleichzeitig für Dissipati-
on schnell genug stattfinden, so dass irreversible Energieverluste vernachlässigbar sind 
[112]. Im Folgenden werden ausgehend von den kalorischen Zustandsgleichungen für 
innere Energie bzw. Enthalpie und der Zustandsgleichung idealer Gase die Isentropeng-
leichungen hergeleitet [113; 114; 115; 116]. Unter Einführung der Schallgeschwindig-
keit werden aus der Kontinuitätsgleichung die Zusammenhänge in einer isentropen 
Strömung sowie das Flächenverhältnis zwischen Düsenausgang und Düsenhals disku-
tiert und für die verwendete Düse berechnet.  
 

5.1.1 Kalorische Zustandsgleichungen  
 
Die im Inneren eines Systems gespeicherte Energie wird als innere Energie U bzw. als 
auf die Masse bezogene spezifische Energie oder Energiedichte u  bezeichnet und ist 
eine Zustandsgröße [112; 115]. Diese Zustandsgröße lässt sich als Funktion der Zu-
standsgrößen Temperatur T  und spezifisches Volumen v  beschreiben   ,u f T v . Zur 
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Angabe der Änderung der inneren Energie ist das vollständige Differential notwendig 
(5.1) 
 

 
 

 
 v T

u u
du dT dv

T v
 (5.1) 

 

wobei 

 v

u

T
 die partielle Ableitung der inneren Energie nach der Temperatur bei kon-

stantem spezifischen Volumen v  darstellt. Für ein ideales Gas ist die innere Energie nur 
eine Funktion der Temperatur und die partielle Ableitung nach dem spezifischen Volu-
men bei konstanter Temperatur ergibt 0 [115]. Daraus kann für die Änderung der spezi-

fischen inneren Energie 


 
 v

v

u
du dT c dT

T
 abgeleitet werden, mit vc  der spezifi-

schen Wärmekapazität bei konstantem Volumen. Eine Änderung du  der spezifischen 
inneren Energie wird durch eine Änderung der Wärme dq  und oder durch mechanische 
Arbeit (Kompression) pdv  am spezifischen Volumen dv  hervorgerufen 
 
  du dq pdv , (5.2) 
 
mit dem Druck p . Aufgrund der Tatsache, dass es sich bei der deLavalschen Düse im 
thermodynamischen Sinn um ein offenes System handelt [112], da der Druck anstatt des 
Volumens von außen kontrolliert wird, setzt sich die gesamte Energie eines Systems aus 
der inneren Energie und der Verschiebearbeit zusammen und wird als Enthalpie H  
bzw. auf die Masse normierte spezifische Enthalpie  h u pv  bezeichnet, wobei pv  
die spezifische Verschiebearbeit darstellt. Die spezifische Enthalpie ist ebenfalls eine 
Zustandsgröße welche sich als Funktion der Zustandsgrößen Temperatur und Druck 
beschreiben lässt. Zur Angabe der Änderung der spezifischen Enthalpie wird ebenfalls 
das totale Differential eingeführt: 
 

 
 

 
 p T

h h
dh dT dp

T p
. (5.3) 

 
Für ein ideales Gas ist die spezifische Enthalpie unabhängig vom Druck und so wird die 
partielle Ableitung der spezifischen Enthalpie nach der Temperatur 


 
 p

p

h
dh dT c dT

T
 als spezifische Wärmekapazität bei konstantem Druck multipli-

ziert mit der Änderung der Temperatur dT  bezeichnet [115]. Aus den beiden einge-

führten spezifischen Wärmekapazitäten kann sowohl der Isentropenexponent   p

v

c
c  

als auch die Gaskonstante  p vR c c  berechnet werden, wobei die Gaskonstante R  

der universellen Gaskonstante normiert auf die molare Masse des betrachteten Gases 
entspricht. Die Änderung der spezifischen Enthalpie als Summe aus spezifischer innerer 
Energie und der spezifischen Arbeit ist in (5.4) dargestellt.  



 
Messobjekt  
 

Direkte Geschwindigkeitsmessung an schnellen Gasströmungen 
 durch nichtresonante Lichtstreuung 

 
77 

 
        dh du d vp du vdp pdv dq vdp  (5.4) 

 
Die spezifische Entropie als Maß für die Unordnung eines Systems hängt von der zuge-
führten Wärme bezogen auf die Temperatur ab [115]. 
 

 
dq

ds
T

 (5.5) 

 
Die Änderung der Entropie ist für reale irreversible Prozesse immer größer Null 

  0ds  und für ideale reversible Prozesse als Grenzfall realer Prozesse gleich Null 

  0ds
 
[112; 115]. In Abhängigkeit von der Entropie lässt sich für die Änderung der 

spezifischen inneren Energie eines Systems schreiben: 
 
  du Tds pdv . (5.6) 
 
Für einen isentropen, d.h. wärmeisolierten, und reversiblen Prozess ist die Änderung der 
spezifischen Entropie Null und aus (5.6) ergibt sich: 
 

 


 

  


p

p

dh c dT pv RT

dh v dT dp
dp c R

T T T p
. (5.7) 

 
Aus der Zustandsgleichung idealer Gase pv RT  kann unter Nutzung des Zusammen-

hangs  1v  zwischen spezifischem Volumen und Dichte   die thermische Zu-

standsgleichung in differentieller Form abgeleitet werden (5.8). 
 

 



   0
dp d dT

p T
 (5.8) 

 
Beide Gleichungen (5.7) und (5.8) lassen sich zur Isentropengleichung zusammenfas-
sen: 
 

 
 
 

 
1

dp d dT

p T
 (5.9) 

 

5.1.2 Relation zwischen Gasgeschwindigkeit und durchsetzter Fläche einer 
isentropen Strömung 

 
Zur Bilanzierung einer isentropen und stationären eindimensionalen Strömung stehen 
drei Gleichungen zur Verfügung: 
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a) Die Eulersche Bewegungsgleichung entlang eines Stromfadens   0
dc dp

c v
dx dx

, 

wobei der Einfluss der Schwerkraft vernachlässigt wird. Diese Gleichung beschreibt die 
Änderung der Impulsdichte in der Strömung unter Vernachlässigung von Reibungskräf-
ten (isentrop). 
b) Die Kontinuitätsgleichung    m V cA const , wobei m  den Massenfluss und 
c  die mittlere Geschwindigkeit der Gasteilchen durch die Fläche A  bezeichnet, 
Und c) die Erhaltung der gesamten Energiedichte aus Enthalpie und kinetischer Energie, 

   
 

21
0

2

dh d
c

dx dx
, wobei erneut die Dissipationsrate der Reibungskräfte vernachläs-

sigt worden ist (isentrop). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Die Kontinuitätsgleichung für eine isentrope Strömung und der Impulssatz liefern den 

Zugang zur Schallgeschwindigkeit 


 
s

dp
a RT

d
, proportional zur isentropi-

schen Änderung des Druckes als Funktion der Massendichte, und der, als das Verhältnis 

der Geschwindigkeit xc  zur Schallgeschwindigkeit a  definierten, Machzahl  xcM a .  

Für eine isentrope Strömung, welche in einen Kontrollraum an der Stelle 1 ein- und an 
der Stelle 2 austritt, Abbildung 5.1, muss die totale Enthalpie konstant bleiben, deswe-
gen gilt: 
 

   
2 2
1 2

1 22 2

c c
h h . (5.10) 

 
Aus (5.10) kann unter Verwendung der Schallgeschwindigkeit und der Machzahl fol-
gender Zusammenhang abgeleitet werden: 
 

Abbildung 5.1 Darstellung des Kontrollraumes 1-2 einer isentropen Düsenströmung 

2 2,T c

2 

2 2,p

1 

1 1,p

1 1,T c



 
Messobjekt  
 

Direkte Geschwindigkeitsmessung an schnellen Gasströmungen 
 durch nichtresonante Lichtstreuung 

 
79 

 
 

  
 

2 2 2 2
1 1 2 2

1 2 1 2

a c a c
  (5.11) 

 
          

   
2 2 2 2
1 1 2 2

1 1
1 1

2 2
a M a M

.
 (5.12) 

 

Die Umsetzung der totalen spezifischen Enthalpie 



 



   


2
0 0

0
0

0

2
2 1Total p
c p

h h c T  

eines in einem Behälter befindlichen Gases mit Ruhedruck 0p , Ruhedichte 0 , Ruhe-

temperatur 0T  und Ruhegeschwindigkeit 0 0mc s  gegenüber dem totalen Vakuum 

( 2 0p ;   2 20 0T a ) ermöglicht das Erreichen einer maximalen Geschwindigkeit: 

 

 
 

   
 

2 2
0 2

2 max 0
2

1 2 1

a c
c c a , (5.13) 

 
wobei 0a  die Schallgeschwindigkeit im Ruhezustand beschreibt.  

 

 
Abbildung 5.2 Darstellung des Zusammenhanges zwischen Strömungsgeschwindigkeit xc , Schall-

geschwindigkeit a  und Machzahl M  [112]  
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Diese Geschwindigkeit stellt bei allen Überlegungen zur Konstruktion einer deLaval-
schen Überschaldüse einen nicht erreichbaren Grenzwert da. Aus (5.11) und (5.13) 
ergibt sich  
 

 
   

    
   

2 2

0 max

1
a c

a c
, (5.14) 

 
welches eine Parabelgleichung darstellt und den Zusammenhang zwischen der Ge-
schwindigkeit entlang einer isentropen Strömung und der Schallgeschwindigkeit sowie 
der Machzahl aufzeigt, Abbildung 5.2. 
Wird (5.12) erneut aus dem Ruhezustand betrachtet, so kann für das Quadrat des Ver-
hältnisses der Ruheschallgeschwindigkeit zu einer Schallgeschwindigkeit 2a  innerhalb 

einer isentropen Strömung  
 

 
       

  

2
20
2

2

1
1

2

a
M

a
 (5.15) 

 
angegeben werden. Die Gleichung (5.9) und (5.14) liefern den Zugang zu den Verhält-
nissen entlang einer isentropen Strömung innerhalb einer deLavaldüse: 
 

 









         
                

         

1
2 2 1

max 0 0 0 0

1 1 1 1
c a T p

c a T p
. (5.16) 

 
Zur Bildung der differentiellen Form der Kontinuitätsgleichung wird diese logarithmiert 
und anschließend partiell abgeleitet (5.17). 
 

 



  
dA dc d

A c
 (5.17) 

 
Unter Verwendung der Eulerschen Bewegungsgleichung, der Schallgeschwindigkeit 
und (5.17) kann die Relation zwischen Änderung der Fläche und der Geschwindigkeit 

dargestellt werden   2 1
dA dc

M
A c

.  

 

0

Halsa

a

 
 
 

 
0

HalsT

T

 
 
 

 
0

Hals


 
 
 

 
0

Halsp

p

 
 
 

 

2

1 
 

2

1 
 

1
12

1




 

  
 

12

1





 

  
 

Tabelle 5-1 Abhängigkeit zwischen Düsenhals und –eingang als Funktion des Isentropenexponenten 
  
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Zur Diskussion dieses Zusammenhanges werden drei Fälle unterschieden  1M ,  1M  
und  1M . Für den ersten Fall ist die Änderung der Fläche umgekehrt proportional zur 
Geschwindigkeitsänderung, d.h. zur Beschleunigung muss die Fläche entlang einer 
isentropen Strömung kleiner werden. Für den zweiten Fall - die örtliche Geschwindig-
keit erreicht gerade Schallgeschwindigkeit - ist die Änderung der Fläche null, hier liegt 
der Wendepunkt der Gleichung. Für den dritten Fall  1M  ist eine Vergrößerung der 
Geschwindigkeit mit einer Zunahme der von der Strömung durchdrungenen Fläche ver-
bunden. Für die deLavalsche Überschalldüse ist der Punkt des engsten Querschnitts, 
auch als Hals bekannt, ein charakteristischer Punkt, da hier gerade die Schallgeschwin-
digkeit erreicht werden muss um anschließend eine weitere Beschleunigung im diver-
genten Düsenteil ermöglichen zu können. Für diesen Punkt lassen sich ausgehend von 
(5.9) und (5.12) charakteristische Verhältnisse aufstellen welche nur von der Art des 
Gases abhängig sind, Tabelle 5-1. Die Integration der Gleichung (5.17) an den Eintritts-
flächen des oben genannten Kontrollraumes kann sofort ausgeführt werden 




2 1 1

1 2 2

 
A c

A c
. Durch Verwendung der Isentropengleichung (5.9) wird das Dichtever-

hältnis in ein Temperaturverhältnis umgeformt und dieses anschließend mittels (5.15) in 
ein Geschwindigkeitsverhältnis. Unter Nutzung der Machzahl ergibt sich: 
 

 

 

 





















  
   

 
 

  
   

 

1
2 12

2
2 1

21 2
1

1

1
2 12

1
1

2
1

1
2

1

1
11 2

1
2

aus
aus

Hals aus

MA M

A M M

M

MA

A M

. (5.18) 

 
Für das Erreichen der gewünschten Geschwindigkeit am Ausgang der Düse ist nur das 
Verhältnis zwischen Hals- und Austrittsfläche ausschlaggebend. Die Kontinuitätsglei-
chung liefert den Zusammenhang zwischen Massenfluss und Fläche, d.h. unter Berück-
sichtigung der örtlichen Temperatur kann die Fläche an charakteristischen Punkten (Dü-
seneingang, -hals, -ausgang) bestimmt werden (5.19). 
 

 





i
i

i i

m
A

c
 (5.19) 

 
Für die Ermittlung der Düsenkontur wurde auf die Methode von Foelsch [117] zurück-
gegriffen. Für diese Methode müssen der Austrittsdurchmesser und die zu erreichende 
Machzahl bekannt sein, eine Zusammenfassung findet sich in [118; 119] und in 8.3. 
Für den Entwurf der betrachteten deLavalschen Überschalldüse stehen als Ausgangspa-
rameter die Gasart   Luft 1.4 , die Eingangstemperatur  0 298.15T K , der Druck 
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am Düsenausgang  1ausp atm  und die Austrittsgeschwindigkeit   550aus
mc s  

zur Verfügung. Aus den Gleichungen (5.13), (5.15) und (5.16) kann sofort die Mach-

zahl am Ausgang 
  


 


2 2
max

2
2.258

1

aus
aus

aus

c
M

c c
 bestimmt werden. Für das 

Flächenverhältnis zwischen Austrittsfläche und Halsfläche ergibt sich dann 

 2.11aus

Hals

A

A
. Zur Bestimmung der Austrittsfläche wird in (5.19) ein Massenfluss von 

 450m slpm  (Standardliter pro Minute) eingesetzt, woraus der Austrittsdurchmesser 

 3.06ausd mm  sowie der Durchmesser am Düsenhals  2.11Halsd mm  berechnet 

werden kann. 
Für die bereits berechnete Machzahl am Ausgang E ausM M , den Adiabatenexponent 

  und die molare Masse molM  werden im Folgenden die einzelnen Schritte zur Be-

stimmung des divergenten Düsenteils beschrieben, eine ausführliche Diskussion des 
Models wird in 8.3 durchgeführt. Das Düsenprofil soll eine stationäre, isentropische und 
zylindrische Strömung parallel zur Düsenachse erzeugen.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Die zylindersymmetrische Strömung am Hals wird durch den Kreisbogen TD und das 
geraden Segment DA in eine kegelförmige Strömung überführt. Diese Strömung wird 
durch das Profil AE erneut in eine zylindersymmetrische Strömung mit der gewünsch-
ten Machzahl überführt, Abbildung 5.3. Zur Bestimmung der einzelnen Abschnitte wird 
wie folgt vorgegangen:   
1. Für einen Punkt E wird das Verhältnis des Abstandes zum Ursprung und 0r , an 

welchem gerade die Schallgeschwindigkeit erreicht wird, gebildet und als dimen-
sionsloser Parameter 

Abbildung 5.3 Schematische Darstellung des divergenten Teils der Düse 
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 
 







        

1
4 121 2 1

1
1 2E E

E

M
M

 bezeichnet. Der Ausbreitungswinkel 

  
 

   
           

2 21 1 1
arctan 1 arctan 1

2 1 1E E EM M  der an diesem 

Punkt startenden Machlinie wird berechnet. 

2. Bestimmung des Öffnungswinkels     
1

2A E  und der zugehörigen Mach-

Zahl AM  welche zum Ausbreitungswinkel der Mach-Linie 

  
 

   
           

2 21 1 1
arctan 1 arctan 1

2 1 1A A AM M  gehört. Da 

A EM M  gilt kann der dimensionslose Parameter 

 
 







        

1
4 121 2 1

1
1 2A A

A

M
M

 berechnet werden. 

3. Für beliebige Punkte P auf der Linie AE wird der jeweilige Strömungswinkel P  

bestimmt. Wobei startend am Punkt A die Mach-Zahl PM  von P AM M  in 

kleinen Schritten solange erhöht wird, bis am Ende die Machzahl P EM M  am 

Punkt E erreicht wird. Für jede Machzahl PM  wird der entsprechende Ausbrei-

tungswinkel 

  
 

   
           

2 21 1 1
arctan 1 arctan 1

2 1 1P P PM M  und der Strö-

mungswinkel    P P E  berechnet.  

4. Nach diesen Vorbetrachtungen können die Koordinaten eines beliebigen Punktes K 
auf dem Profil AB im vierten Schritt bestimmt werden:
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5. Zur Konstruktion der Düse soll der Koordinatenursprung am Hals der Düse lie-
gen, deswegen muss der Wert  
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 
 

   




  

  
 
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 
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1

cos1 1 2
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E
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E

R
x  bestimmt und von jedem K

out

x

R
 

aus dem vorherigen Schritt subtrahiert werden. 

6. Zur Berechnung des Radius am Hals wird Gleichung 



1throat

out E

R

R
 benutzt. 

7. Im siebten Schritt wird der Krümmungsradius curvR  und die Länge   welche die 

zylindrische Strömung an der Verengung in eine kegelförmige Strömung umwan-
delt, gleichgesetzt und mittels 

 
 

   
 

   


 


cos 2 11

2 sin 2 cos 2 sin 2
Acurv

out out E

R

R R
 bestimmt.  

8. Zum Abschluss werden die Koordinaten des Punktes D, an welchem die kreis-
förmige expandierende Verengung in das gerade Segment   übergeht bestimmt. 

 
 

  






  

sin

1 cos

D curv

D throat curv

x R

y R R
 

Die Ergebnisse der Berechnung sind in Abbildung 5.4 dargestellt, wobei für den kon-
vergenten Düsenteil ein strömungsmechanisch sinnvolles Profil verwendet wurde. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Die Durchmesser von Hals und Ausgang und die Kontur zwischen beiden Punkten er-
geben sich aus den obigen Überlegungen. Zum Betrieb der Düse wird Druckluft aus 
einer Flasche verwendet. Um die Anströmungsgeschwindigkeit vernachlässigen zu 
können, wurde der Durchmesser des Verbindungschlauches auf 19mm festgelegt. Die 
Länge vor dem divergenten Düsenteil dient der mechanischen Stabilität der Düse und 

Abbildung 5.4 Darstellung der Geometrie der deLavalschen Überschalldüse 

31.77mm  

 19mm  

 3.06mm  

6.77mm

 2.11mm  



 
Messobjekt  
 

Direkte Geschwindigkeitsmessung an schnellen Gasströmungen 
 durch nichtresonante Lichtstreuung 

 
85 

hat keinen Einfluss auf die strömungsmechanischen Eigenschaften der Düse. Für den 
Betrieb der Düse im Auslegungspunkt muss anschließend der Eingangsdruck bestimmt 
werden, dieser ergibt sich ebenfalls aus (5.16) zu 0 11.87p bar . Für die festgelegte 

Düsengeometrie können auch andere Betriebsparameter gefunden werden, so führt die 
Absenkung des Ausgangsdruckes auf ,2 0.2ausp atm  und die Verringerung des Mas-

senflusses auf  90m slm  ebenfalls zu den oben genannten geometrischen Verhältnis-
sen und der gewünschten Machzahl [112]. 
 

5.2 Der thermische Plasmastrahl 
 
Das zweite Messobjekt ist der Rekombinationsstrahl einer thermischen Plasmaquelle.  
Für die Simulationsrechnungen einer Atmosphärendruck Plasmaströmung ist, aufgrund 
der geringen Reynoldszahlen eine, bisher noch nicht implementierte, genaue Turbu-
lenzmodellierung notwendig [120]. Die besonderen Eigenschaften des Messobjektes 
(hohe Temperatur, teilweise Ionisation) schränken die Nutzung klassischer Geschwin-
digkeitsmessverfahren (Enthalpiesonde, partikelbasierte Messverfahren) ebenfalls ein. 
Aus diesen beiden Gründen erscheint der hohe experimentelle Aufwand dieses Verfah-
rens gerechtfertigt.  
 

 
 
Am Markt sind momentan verschiedenste Systeme erhältlich, die sich in der Anzahl der 
verwendeten Anoden (DeltagunTM) bzw. Kathoden(Triplex-ProTM) unterscheiden [37; 
121]. Die prinzipielle Funktionsweise der verschiedenen Systeme soll am Beispiel eines 
typischen Einlichtbogensystems beschrieben werden, Abbildung 5.5.  
Das zu ionisierende Plasmagas (blau) wird an der stiftförmigen Kathode vorbeigeführt 
und in der Bogenzone, zwischen Kathode und ringförmiger Anode durch thermische 
Expansion und eigenmagnetischer Kräfte beschleunigt [12; 24]. Der austretende Plas-
mastrahl ist durch hohe Temperaturen und Geschwindigkeiten gekennzeichnet. In un-
mittelbare Nähe der Düsenöffnung werden die für die Schichtbildung benötigten Parti-
kel in den Plasmastrahl injiziert, beschleunigt, aufgeschmolzen und auf dem zu be-
schichtenden Substrat aufgetragen. Die Eingabe der Partikel erfolgt entweder mittels 
Trägergas oder Suspension [30; 122]. Die hohe thermische Belastung im Bereich des 

Abbildung 5.5 Darstellung der prinzipiellen Funktionsweise eines DC-Plasmagenerator 

Bogenzone Rekombination-
zone Plasmagas 

Kathode Anode Generatorausgang 
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Anodenfußpunktes bedingt eine Wasserkühlung, sodass nur etwa 50% der eingesetzten 
elektrischen Leistung tatsächlich im Plasmagas umgesetzt wird. Die Ionisation des 
Plasmagases in der Bogenzone führt zu einer Erhöhung der Zahl freier Elektronen. Auf-
grund der teilweisen Ionisation treten bei der Untersuchung der Strömung in der Re-
kombinationszone sowohl Streuung an gebundenen als auch freien Elektronen auf. Die 
Anwendung solcher Plasmaquellen kann sowohl im Atmosphären- (engl. atmospheric 
plasma spraying APS) als auch Unterdruck (engl. vacuum plasma spraying VPS) erfol-
gen, je nach Anwendungsgebiet unterscheiden sich die Rekombinationsplasmastrahlen 
in der Form, Geschwindigkeit und Temperatur an verschiedenen Punkten nach dem 
Düsenausgang. Im Allgemeinen weisen bedingt durch die großen Massenunterschiede 
die freien Elektronen und die schweren Gasteilchen eine unterschiedliche Temperatur 
auf. Als Plasmagas finden hochreines Argon und unterschiedliche Sekundärgase (H2, 
N2, He) in verschiedenen Konzentrationen Verwendung. Die Zugabe der Sekundärgase 
erhöht die in das Plasmagas abgegebene elektrische Leistung. Im Folgenden soll sowohl 
das Geschwindigkeits- als auch das Temperaturprofil eines Einlichtbogengenerators 
hergeleitet werden. 
 

5.2.1 Temperatur- und Geschwindigkeitsprofil am Generatorausgang 
 
Die typische axialsymmetrische Strömung eines solchen Systems sollte dazu führen, 
dass alle Größen ausschließlich von der radialen Koordinate r  abhängig sind. Wird der 
Radius am Düsenausgang mit R  bezeichnet, so kann das Temperatur- und Geschwin-
digkeitsprofil an diesem Ort durch den folgenden Ansatz beschrieben werden [120]: 
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. (5.20) 

 
In dieser Gleichung stellen 0 300T K  die Umgebungstemperatur und  bzw. c cT v  die 

maximalen Werte der Temperatur und Geschwindigkeit in der Mitte der Strömung dar.  
Zur Beschreibung einer Strömung soll diese aus sehr vielen sehr dünnen Schichten be-
stehen. Für eine laminare Strömung führen die Transportkoeffizienten Wärmeleitfähig-
keit und Turbulenz dazu, dass in zwei benachbarten Schichten minimale Änderungen 
der Temperatur bzw. Geschwindigkeit auftreten, sodass eine merkliche Abnahme zwi-
schen dem Zentrum und dem Rand der Strömung zu beobachten ist. Eine konvektive 
Durchmischung der Schichten findet hingegen nicht statt, zur Beschreibung einer sol-
chen Strömung werden kleine Exponenten  , 2n m  benutzt. Wenn die Schichten 

aufgrund von Turbulenzen durchmischt werden, führen die jeweiligen Transportkoeffi-
zienten zu keiner merklichen Abnahme der Größen Temperatur und Geschwindigkeit. 
Das resultierende Profil ist flach und wird durch hohe Exponenten  , 6n m  beschrie-

ben. Die Werte der Temperatur und Geschwindigkeit im Zentrum einer Plasmaströ-
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mung sollen im Folgenden für vorgegebene  ,n m  bestimmt werden, wenn folgende 

Größen bekannt sind: 

 Die im Generator umgesetzte effektive Leistung effW , d.h. die elektrische Leis-

tung ohne die abgegebene Wärme an die Kühlkreislauf des Systems und 
 der in den Generator injizierte Massenfluss  

Der injizierte Massenfluss verteilt sich gemäß (5.21) über den gesamten Ausgangsquer-
schnitt, wobei   die Massendichte und  gasv v die lokale Gasgeschwindigkeit darstel-

len.  
 

    
     

   
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0

1 2
mR

c
r

m T r v rdr
R

 (5.21) 

 
Die zugeführte effektive Leistung erhöht einerseits den Enthalpieinhalt und andererseits 
die kinetischen Energie der Strömung. Für die Leistungsbilanz der gesamten Strömung 
muss die anfängliche Leistung der kalten Gasströmung  

0mh T  ebenfalls berücksich-

tigt werden, sodass gilt: 
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. (5.22) 

 
Die spezifische Enthalpie h  setzt sich aus der spezifischen inneren Energie u  und der 
Verschiebearbeit pv  zusammen und ist eine Funktion der Temperatur. Die Definition 

der drei Folgenden nur von der Temperatur T  nicht aber von der Geschwindigkeit cv  
abhängigen Parametern 
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 (5.23) 

 
erlaubt die Umformung der Gleichung (5.22) zu:  
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Um diese Gleichung zu lösen, werden in einem ersten Schritt für ein vorgegebenes Ver-

hältnis   e

h

T

T
 der Elektronentemperatur eT  zur Gastemperatur hT  die jeweiligen Teil-

chendichten für verschiedene Elektronentemperaturen im Bereich zwischen 1000K und 
20000K berechnet, vgl. 8.4. 
Für jede Elektronentemperatur wird sowohl die Massendichte 

          e e A A A AA A AT n m n m n m m n n  als auch die entsprechende spezifi-

sche Enthalpie  h T  des Gases bestimmt.  

 

 
 
Abbildung 5.6 Darstellung der theoretischen Geschwindigkeitsprofile für ein turbulentes (rot) und 
ein laminares (blau) Profil bei einer effektiven Leistung von 7kW 
 
Für jede mögliche maximale Elektronentemperatur cT  werden die drei oben genannten 

Koeffizienten  m cT ,  h cT  und  k cT  und daraus resultierend die notwendige 

effektive Leistung berechnet. Durch Vergleich dieser theoretischen Leistung mit der 
effektiv abgegebenen Leistung kann die Elektronentemperatur und daraus resultieren 
die maximale Geschwindigkeit der Gasströmung berechnet werden: 
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In Abbildung 5.6 und Abbildung 5.7 sind die theoretisch berechneten Geschwindig-
keits- und Elektronentemperaturprofile für ein laminares bzw. turbulentes Profil und 
einer effektiven in das Plasma abgegebenen Leistung von  7effP kW  dargestellt. 

  

 
 
Abbildung 5.7 Darstellung der theoretischen Elektronentemperaturprofile für eine laminare (blau) 
und eine turbulente (rot) Gasströmung bei einer effektiven Leistung von 7kW 
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6 Ergebnisse  
 
In diesem Kapitel werden die Ergebnisse der Geschwindigkeitsmessung an einer Über-
schallkaltgasströmung und einem rekombinierenden Plasmastrahl vorgestellt und disku-
tiert. 
Im ersten Abschnitt dieses Kapitels wird eine Fehlerbetrachtung durchgeführt, um die 
Interpretation der gemessenen Ergebnisse zu ermöglichen. Im zweiten  
Abschnitt werden die Ergebnisse für die Überschalldüse dargestellt. Zur Verifizierung 
der berechneten Geschwindigkeiten der Kaltgasdüse wurde diese mittels des partikelba-
sierten Messverfahrens PIV (engl. Particle imaging velocimetry) vermessen, die so ge-
wonnen Ergebnisse werden kurz diskutiert. Im Anschluss werden diese Ergebnisse mit 
den gemessenen Geschwindigkeiten des hier beschriebenen Experimentes verglichen 
und mögliche Ursachen für die beobachteten Abweichungen dargestellt. Im dritten Teil 
des Kapitels werden die Geschwindigkeiten an Gleichstromplasmaquellen besprochen 
und mit einem diodenbasierten Verfahren verglichen. 

6.1 Fehlerbetrachtung 
 
Im folgenden Abschnitt wird der Einfluss verschiedene systematischer und statistischer 
Fehlerquellen auf die Ergebnisse des vorgestellten Experiments diskutiert. Zu den sys-
tematischen Fehlerquellen werden der Temperatureinfluss auf die optischen Bauteile, 
der registrierte Falschlichtpegel am Detektor und Ungenauigkeiten bei der Bestimmung 
des Winkels zwischen den einfallenden Laserstrahlen und der Gasströmung gezählt. 
Das Photonenrauschen der verwendeten nicht-resonanten Streuprozesse stellt einen sta-
tistischen Einfluss auf die gewonnenen Ergebnisse dar, es wird eine Fehlerabschätzung 
durchgeführt. Am Ende des Abschnittes erfolgt eine Betrachtung des Lasereinflusses 
auf die Messobjekte. 
 

6.1.1 Temperatureinflüsse auf die optischen Bauteile 
 
Wie bereits in 4.3.3 beschrieben, ist zur Ermittlung der geschwindigkeitsbasierten Wel-
lenlängenänderung die Verschiebung aufgrund der aufbaubedingten Ungenauigkeiten 
zu ermitteln und abzuziehen. Sowohl Sende- als auch Empfangsoptiken unterliegen 
einem Temperatureinfluss, welcher nur bedingt abschätzbar ist. Der Einfluss auf die 
Ergebnisse kann minimiert werden, wenn die Dauer einer Messung möglichst klein ge-
wählt und die Geschwindigkeit am jeweiligen Punkt mehrfach gemessen wird. Auch 
wird die aufbaubedingte Verschiebung mehrfach während einer Messkampagne ermit-
telt, um eventuelle Änderungen zu erkennen und zu berücksichtigen. 
 

6.1.2 Falschlichteinfluss auf die detektierte Geschwindigkeit 
 
Unter dem Begriff Falschlicht soll in dieser Arbeit der gesamte Einfluss des nicht an der 
Gasströmung gestreuten und am Detektor registrierten Laserlichts verstanden werden. 
Aufgrund von Reflexionen und Transmissionen an optischen Übergängen kommt es 
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innerhalb des betrachteten Streuvolumens bzw. durch Einkopplung in der Empfangsop-
tik zur Registrierung solchen Falschlichts am Detektor. Das Spektrum des an der Gas-
strömung gestreuten Lichtes ist aufgrund der Temperatur und Driftgeschwindigkeit 
spektral verbreitert (2.3.2) und zu anderen Wellenlängen verschoben (2.2.4), während 
die spektrale Verteilung des registrierten Falschlichts dem des einfallenden Lasers ent-
spricht. Eine Separierung beider Spektren am Ort des Detektors ist nicht möglich, daher 
führt das registrierte Falschlicht insgesamt zu einer Verringerung der ermittelten Ver-
schiebung. Ausgehend von der Ermittlung des Falschlichtpegels soll das resultierende 
Gesamtspektrum am Detektor beschrieben und der Einfluss auf die ermittelte Ge-
schwindigkeit diskutiert werden. Die Verwendung von Blenden entlang der optischen 
Wege sowie die Verbauung dieser Wege führen zu einer Reduktion des Falschlichtan-
teils, dennoch muss vor der Untersuchung eines neuen Messobjektes der Falschlichtan-
teil abgeschätzt werden. 
 

 
Abbildung 6.1 Darstellung des linearen Zusammenhangs zwischen gestreuter Gesamtintensität und 
absolutem Druck. Der absolute Falschlichtanteil für den hin- und rücklaufenden Laserstrahl ent-
spricht den jeweiligen Gleichanteilen der Regressionsgeraden. 
 
In Abbildung 6.1. sind die relativen Intensitäten für den hin- und rücklaufenden Laser-
strahl bei unterschiedlichem Umgebungsdruck innerhalb des Unterdruckkessels an einer 
ruhenden Atmosphäre dargestellt. Die gestreute Intensität nimmt bei konstanter Puls-
energie linear mit der Anzahl der Streuzentren innerhalb des Streuvolumens zu. Eine 
solche Zunahme innerhalb des Streuvolumens ist für eine konstante Temperatur linear 
mit einer Erhöhung des Drucks verbunden. Die Interpolation der ermittelten Ergebnisse 
für totales Vakuum liefert den absoluten Falschlichtanteil, wie am Gleichanteil der je-
weiligen Regressionsgeraden zu erkennen ist. Für die Bestimmung des relativen Falsch-

Einfluss des 
registrierten 
Falschlichtes 
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lichtpegels wird aus den gefundenen Anstiegen der Regressionsgeraden  1 2,m m  die 

relative Intensität für den Arbeitsdruck bestimmt und anschließend das Verhältnis aus 
Gleichanteil und relativer Intensität ermittelt. Für den hinlaufenden Laserstrahl ergibt 
sich bei einem absoluten Druck von , 209Kessel absp mbar  in diesem Beispiel ein 

Falschlichtpegel von  1 2.77%  und für den Rücklaufenden ein Falschlichtpegel von 

 2 12.40% . Die verwendeten Linsen zur Fokussierung bzw. die optischen Gläser zur 

Einkopplung der Laserstrahlen in den Unterdruckkessel bestehen aus handelsüblichem 
BK7 Glas. Für jeden der n  optischen Übergange Luft-Glas werden ~4% der gesamten 
Intensität reflektiert, sodass die gesamte Intensität des rücklaufenden Laserstrahls 

 0.96n
rück hinI I  beträgt. Der gewählte Aufbau bedingt  8n  Übergänge, sodass die 

Intensität des rücklaufenden Laserstrahls im Streuvolumen ~72.1% der Intensität des 
hinlaufenden Laserstrahls beträgt. 
 

 
 
Das Reflexionsvermögen der verwendeten sechs Laserspiegel zur Umlenkung des La-
serstrahls wird vom Hersteller mit >99% angegeben, werden diese Verluste ebenfalls 
berücksichtigt, so reduziert sich die relative Intensität des rücklaufenden Laserstrahls 
auf 67.9% der Intensität des hinlaufenden Laserstrahls. Das Verhältnis der gestreuten 
Intensitäten für die beiden Laserstrahlen kann aus den ermittelten Anstiegen bestimmt 
werden. In dem hier betrachteten Beispiel liegt das Verhältnis der Anstiege bei ~0.4, 
woraus zu schließen ist, dass die eingestellte Verzögerung (3.5) nicht optimal gewählt 
wurde. Im Vorfeld der Messkampagnen konnten Werte im Bereich 0.62-0.65 eingestellt 
werden, diese Werte liegen im Bereich der theoretischen Abschätzung. Eine optimale 

Abbildung 6.2 Darstellung des Falschlichteinflusses auf das resultierende Gesamtstreuspektrum 

für  1 2.77%  (blau) und  2 12.40%  (rot) bei einer Driftgeschwindigkeit von 

 500Drift
mv

s
 und einem Streuwinkel von 25° 

hinlaufender Laserstrahl 
blau: 2.77% Falschlichtanteil 

rücklaufender Laserstrahl  
rot: 12.40% Falschlichtanteil 
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Einstellung der Verzögerung ist notwendig, da sonst ein Teil der gestreuten Photonen 
des rücklaufenden Laserstrahls nicht detektiert werden. 
Der Einfluss der beiden ermittelten Falschlichtanteile bei einer Driftgeschwindigkeit 

von  500Drift
mv s  und einem Streuwinkel von 25  auf das resultierende Streulicht-

spektrum ist in Abbildung 6.2 dargestellt. Der Falschlichteinfluss auf die jeweiligen 
Gesamtspektren ist im Bereich der Laserwellenlänge 0  (grün) deutlich erkennbar. Die 

so ermittelten resultierenden Streulichtspektren wurden zur Bestimmung des resultie-
renden Interferenzmusters benutzt. Die ermittelte Geschwindigkeit beträgt für den oben 

genannten Fall ~ 458mess
mv s , dies entspricht ungefähr 92% der tatsächlichen Ge-

schwindigkeit. Der Einfluss des detektierten Falschlichtes ist abhängig vom Streuwin-
kel, der Temperatur der betrachteten Gasströmung, sowie des Plattenabstandes. Für hö-
here Temperaturen nimmt der Einfluss des Falschlichtes zu, so verringert sich die ermit-
telte Geschwindigkeit von 92.9% der tatsächlichen Geschwindigkeit bei 150K auf 
91.9% bei 1000K für einen minimalen Abstand von d=1.97mm und einem Streuwinkel 
von 25°. In Tabelle 6-1 sind einige ausgewählte Beispiele für zwei verschiedene mini-
male Plattenabstände, zwei Streuwinkel und unterschiedliche Temperaturen dargestellt. 
 
Temperatur Abstand d=1.97mm Abstand d=6.4mm 

15° 25° 15° 25° 
150K 465.6 m/s 462.7 m/s 460.7 m/s 457.7 m/s 
300K 467.3 m/s 463.4 m/s 457.2m/s 451.9 m/s 
1000K 469.2 m/s 460.3 m/s 426,3 m/s 416.8 m/s 

Tabelle 6-1 theoretisch errechnete Geschwindigkeiten für einen Falschlichtanteil von  1 2.77%  

(blau) und  2 12.40%  für drei verschiedene Temperaturen (T=150K, 300K, 1000K), zwei un-

terschiedliche Streuwinkel (15°, 25°) und zwei unterschiedliche minimale Abstände (d=1.97mm, 
6.4mm) 
 

6.1.3 Fehler in der Bestimmung des Winkels zwischen Laserstrahl und 
Gasströmung 

 
Der Einfallswinkel kann nur bis zu einem gewissen Maß (~1°) genau bestimmt wer-
den. Diese Ungenauigkeit in der Bestimmung hat gemäß (4.19) direkten Einfluss auf 
die ermittelte Geschwindigkeit. In Abbildung 6.3 sind der resultierenden relativen Feh-
ler eines um jeweils ein Grad falsch detektierter Einfallswinkels dargestellt. Aus dieser 
Abbildung ist erkennbar, dass der Winkel möglichst groß gewählt werden muss, um 
den relativen Fehler zu minimieren. Eine beliebige Erhöhung des Winkels ist für Mes-
sorte nah am Ausgang nicht möglich, da beide Laserstrahlen an den äußeren Abmes-
sungen der Düse bzw. des Plasmagenerators vorbeigeführt werden müssen.  
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6.1.4 Einfluss des Photonenrauschens  
 
Neben den bisher betrachteten systematischen Fehlern muss bei der Fehleranalyse des 
Experimentes ebenfalls das Photonenrauschen der zugrunde liegenden Streuprozesse 
Berücksichtigung finden. Zur Beschreibung dieses Phänomens wird der Streuprozess 
aufgrund der statistischen Unabhängigkeit zwei aufeinander folgender Streuprozesses 
als Poissonprozess angenommen [20; 21]. Ein Poissonprozess zeichnet sich dadurch 
aus, dass die Standardabweichung   gleich der zu erwartenden mittleren Anzahl der 
Ereignisse ist. Die Anzahl RN  der gestreuten und am Empfänger detektieren Photonen 

eines Laserpulses der Energie 0E  kann mit (6.1) abgeschätzt werden [20; 21; 79]. 

 

 
 





0 slit L
R

E d n d
N

hc d
 (6.1) 

 

Die nach Winkeln aufgelöste Streuwahrscheinlichkeit ist durch 


  
L

d
dW n xd

d
 

gegeben, wobei Ln  die Dichte der Streuzentren, 



d

d
 den differentiellen Streuquer-

schnitt (winkelaufgelöster Wirkungsquerschnitt) und x  die von den einfallenden Pho-
tonen innerhalb der streuenden Wolke zurückgelegte Wegstrecke, hier   slitx d  be-

schreiben, Abbildung 3.8. Die Anzahl der, unter einer bestimmten Winkelrichtung, ge-

 Winkel zu groß +1° 

Winkel zu klein -1° 

Abbildung 6.3 Darstellung des relativen Fehlers aufgrund falsch ermittelter Einfallswinkel (zu 
großer Winkel unten zu kleiner Winkel oben) 

Winkel 
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streuten Photonen ist gleich der Anzahl der einfallenden Photonen multipliziert mit der 
oben erwähnten Streuwahrscheinlichkeit. Diese Anzahl an einfallenden Photonen lässt 
sich aus dem Quotienten der Energie des Laserpulses 0E  und der Energie eines einzel-

nen Photons 



c

hf h  bestimmen. 

 
Bauteile resultierende Quantenef-

fizienz in % 
Anzahl der detektierten Photonen 

100mJ 200mJ 
total 100 82933 165865 
Kamera 13.28 11013 22027 
Fizeau* 1.5 1224 2448 
Linsen* 1.3 1039 2079 
Filter* 0.6 520 1040 
* Diese Werte stellen keine Quanteneffizienz im eigentlichen Sinne dar, es wurden 
vielmehr die Transmissionseigenschaften der Bauteile auf die resultierende Effizienz 
des Gesamtsystems berücksichtigt. 

Tabelle 6-2 Darstellung der detektierbaren Photonen abhängig von der Quanteneffizienz des Expe-
rimentes 
 
Zur Berechnung der Anzahl der am Detektor registrierten Photonen wird die Anzahl der 
gestreuten Photonen mit der Quanteneffizienz des Detektors   multipliziert. Die Quan-
teneffizienz des Detektors kann aus den Angaben des Herstellers für die spektrale Emp-
findlichkeit bestimmt werden und ergibt sich für einen Wellenlängenbereich von 
  500...550nm  zu  0 13.28% . Bei der Berechnung der Anzahl der detektierten 

Photonen müssen die abgeschätzten Reflexionseigenschaften des verwendeten Fizeau-
Interferometers sowie gegebenenfalls weiterer optischer Elemente (Linsen, Spektralfil-
ter) Berücksichtigung finden. In Tabelle 6-2 ist der Einfluss der verschiedenen Bauteile 
auf die resultierende Quanteneffizienz   des Experimentes dargestellt. 
Mittels der Cramer-Rao Ungleichung [21] lässt sich die minimale Messungenauigkeit 
angeben, diese beträgt für die Driftgeschwindigkeit: 
 

  
2Drift

T
v

R

v

N
. (6.2) 

 
Die wahrscheinlichste Geschwindigkeit Tv  ist wie bereits in 2.2.3 erwähnt eine Funkti-

on der Temperatur und der Molekülmasse, daraus ist erkennbar, dass der relative Fehler 
nicht von der zu messenden Geschwindigkeit sondern bei gleichbleibender Gaszusam-
mensetzung von der Temperatur der Gasströmung abhängt. Zur Ermittlung der Driftge-
schwindigkeit muss die relative Verschiebung der gefilterten Streulichtspektren zuei-
nander bestimmt werden. Der Fehler bei der Bestimmung des Schwerpunktes einer Lo-
rentzförmigen Kurve der Breite   kann durch (6.3) angegeben werden [91]. 
 

  
 1.11L

RN
 (6.3) 
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Die Anzahl der gefundenen Sub-ROIs ROIN  und deren mittlere Breite 

  ,
1

BR BR i
ROI

N N
N

 definieren eine Anzahl ges Roi BRN N N  von gleichen Instru-

menten zur spektralen Untersuchung des gefilterten Streulichtspektrums. Die gestreuten 
und gefilterten Photonen verteilen sich gemäß der Filterfunktion (Abbildung 2.13) des 
verwendeten Interferometers auf dem CCD-Chip. Die mittlere Anzahl der Photonen pro 
Pixel ergibt sich aus der gesamt Anzahl der Photonen dividiert durch die Anzahl der 

Pixel 

R

Pix
N

N
Breite Höhe

. Für ein einzelnes Instrument kann die Verschiebung zwi-

schen den beiden gestreuten EMWs durch die Differenz der Schwerpunkte der gefunde-
nen zugehörigen Lorentzförmigen Kurven bestimmt werden   ,1 2i iy y y . Die Stan-

dardabweichung dieser Differenz wird aus der Gaußschen Fehlerfortpflanzung abgelei-
tet. 
 

        
    

              

2 2
2 2

,1 ,2 ,1 ,2
,1 ,2

y i L i L L L
i i

y y
y y

 (6.4) 

 
Der rücklaufende Laserpuls besitzt aufgrund von Verlusten an den optischen Übergän-
gen eine geringere Intensität als der hinlaufende Puls, daraus resultierend ist die Anzahl 
der Photonen auf dem CCD-Chip geringer. Der Fehler bei der Findung des Schwer-

punktes ist aus diesem Grund um den Faktor 
1

abn
 größer. Der Dämpfungsfaktor 

 1abn  beschreibt die angegeben Verringerung der Intensität. Die Differenz innerhalb 

einer Sub-ROI wird durch Mittelung aller Verschiebungen bestimmt 

  ,
,

1
ROI i j

BR i j

y y
N

. Aufgrund der Annahme, dass die gestreuten Photonen 

gleichmäßig auf dem CCD-Chip verteilt sind, kann der Fehler für die gemittelte Diffe-
renz direkt durch (6.5) angegeben werden. 
 

 


 
 

,

,

i

ROI i

y
y

BR iN
 (6.5) 

 
Aus der Mittelung aller so gewonnen Verschiebungen der verschiedenen Sub-ROIs 

kann die resultierende Verschiebung 
 

   
 

 ,
,

1 BR i
ges ROI i

ROI BRi

N
y y

N N
 zwischen den 

gefilterten Streulichtspektren bestimmt werden. Für den resultierenden Fehler ergibt 
sich: 

     
,

21
ges ROI iy y BR

ROI BR i

N
N N

. (6.6) 
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Zur Berechnung der resultierenden Wellenlängenverschiebung 


  ges

Pix

y
FSR

FSR
 

muss der mittlere Abstand der Sub-ROIs zueinander bestimmt werden (6.7).  
 

  








 

 
1

, , 1
, 1,

1

1

1 2

ROIN
BR i BR i

Pix i ROI i ROI
ROI BRi

N N
FSR y y

N N
 (6.7) 

 
Zur Vereinfachung wird im Folgenden die Breite der verschiedenen Sub-ROIs als 
gleich angenommen, so dass sich (6.7) zu (6.8) vereinfacht. 
 

 





1, ,

1
ROIROI N ROI

Pix
ROI

y y
FSR

N
 (6.8) 

 
Für diese Vereinfachung ergibt sich der resultierende Fehler für die Bestimmung des 
gemittelten Abstandes der Maxima zu: 
 

  
 ,

2

1Pix i ROIFSR y
ROIN

. (6.9) 

 
Für den Fehler bei der Berechnung der Verschiebung der Wellenlänge y  muss der 

Fehler bei der Ermittlung des FSR bestimmt werden  
FSR

d
FSR

d
: 

 

     
    

            

2 22

2ges Pix

ges ges
y FSR FSR

Pix PixPix

y FSR yFSR

FSR FSRFSR
. (6.10) 

 
Zur Bestimmung der resultierenden Verschiebung wird die Offsetverschiebung auf-
grund von Ungenauigkeiten in der Justage berücksichtigt       res off . Für den 

Fehler ergibt sich daraus: 
 

           
22

res off
. (6.11) 

 

Die Geschwindigkeit wird durch 
 


 


 0 1

2 sin
res

in

c
v  angegeben und der daraus resul-

tierende Fehler mit (6.12) abgeschätzt. 
 

 
     
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  
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 (6.12) 
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In Tabelle 6-3 sind die wichtigsten Ergebnisse der Fehlerbetrachtung für eine Pulsleis-
tung von 250mJ(IR) und jeweils 166 gültigen Bildern für den hinlaufenden und rück-
laufenden Laserpuls dargestellt. Die Standartabweichung für eine Geschwindigkeit 
 500v m s  über fünf Messreihen beträgt 2,7% bzw. 3,7%. Der erste Wert entspricht 

der Messung ohne zusätzliches Interferenzfilter in der Empfangsoptik, während das 
zweite Ergebnis dieses Filter berücksichtigt. Für eine Erhöhung der gültigen Bilderan-
zahl auf 666 liegen die Standardabweichungen für sonst gleich Einstellungen bei 1,7% 
(8,4m/s) bzw. 2,2% (10.8 m/s). 
 

zus. 
Filter 

Photonen pro 
Schuss 

 gesy  in 

Pixel 

FSR  in 

Pixel 
  in 

pm 

v  in 

m/s 

5 Messungen 

L1 L2  m/s % 
Nein 2230 1515 0.055 0.051 0.0324 30.5 13.7 2.7 
Ja 1115 757 0.077 0.073 0.0442 41,77 18.7 3.7 

Tabelle 6-3 Ergebnisse der Fehlerabschätzung für eine Luftströmung bei 209mbar Umgebungs-
druck, einer Temperatur von T=150K, einer Pulsenergie von 250mJ(IR), jeweils 166 gültigen Bil-
dern für beide Pulse, einer Geschwindigkeit von 500m/s, einem Plattenabstand von d=6.4mm und 
einem Streuwinkel von 25° 
 
Tabelle 6-4 zeigt Ergebnisse für die Untersuchung eines Argon Plasmajets, allerdings 
wurden aufgrund der zu erwartenden geringeren Anzahl an Streuzentren im Streuvolu-
men die Messdauer auf 667 gültige Bilder pro Laserpuls und die Spaltbreite auf 

 0.2Slitd mm  erhöht. Zur Berechnung des Beitrages aus der Thomsonstreuung wurde 

nur der Elektronen-Ionenwechselwirkungsanteil betrachtet. 
 

zus. 
Filter 

Photonen pro 
Schuss 

 gesy  in 

Pixel 

FSR  in 

Pixel 
  

in pm 

v  in 

m/s 

3 Messungen 

L1 L2  m/s % 
Nein 1458.1 990.3 0.178 0.178 0.379 252.9 146 5.5 
Ja 729.1 495.2 0.252 0.252 0.527 351.3 203 7.6 

Tabelle 6-4 Ergebnisse der Fehlerabschätzung für einen Argon Plasmajet bei 100mbar Umge-
bungsdruck, einer Elektronentemperatur von T=11800K, einer Pulsenergie von 250mJ(IR), jeweils 
666 gültigen Bildern für beide Pulse, einer Geschwindigkeit von 2650m/s, einem Plattenabstand von 
d=1.97mm und einem Streuwinkel von 25° 
 
Die theoretisch bestimmte Standardabweichung beträgt für eine dreifache Wiederholung 
der Messung 7.6% oder 203m/s, dieser Wert stimmt gut mit der berechnet quadrati-
schen Abweichung (9.33% bzw. 247m/s) aus den ermittelten Geschwindigkeiten für die 
untersuchte Plasmaströmung überein. 
 

6.1.5 Die Rückwirkung des Laserstrahls auf das Messobjekt 
 
Durch die Wahl einer zu hohen Pulsenergie kann es wie bereits beschrieben zu einem 
Durchschlag innerhalb des Messvolumens kommen. Der Durchschlag führt zur Erzeu-
gung eines örtlichen Plasmas und einer Temperaturerhöhung am Messort. Auch für ge-
ringe Pulsenergien kann es zu einer Wechselwirkung mit dem Messobjekt kommen. Die 
freien Elektronen in einer Gasströmung werden durch das externe elektrische Feld 
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thermisch aufgeheizt während der Einfluss auf die Atome und Moleküle aufgrund der 
vergleichsweise hohen Masse zu vernachlässigen ist. Für eine Elektronentemperatur von 

10000eT K  beträgt die mittlere Geschwindigkeit der Elektronen 

  55.5 10therm
mv s . Die maximale Geschwindigkeit aufgrund der Einwirkung des 

elektrischen Feldes beträgt bei einer Pulsenergie von 250mJ, einer Pulsdauer von 
 3Pulst ns  und einem Strahldurchmesser von  350FokusD m  

  4
max 3.6 10 mv s , sodass eine merkliche Aufheizung nicht stattfindet. Für deutlich 

niedrigere Temperaturen kann die maximale Geschwindigkeit im Bereich der mittleren 
thermischen Geschwindigkeit liegen, allerdings sei hier angemerkt, dass die Anzahl der 
freien Ladungsträger bei Raumtemperatur zu vernachlässigen ist. 
 

6.2 Die Kaltgasströmung 
 
An der Kaltgasströmung wurden Untersuchungen mittels PIV, Schlierentechnik und 
Laserstreuverfahren durchgeführt. Die Ergebnisse der unterschiedlichen Techniken 
werden in diesem Abschnitt verglichen und mögliche Ursachen für die Abweichungen 
diskutiert.  
 

6.2.1 Partikelbasierte Vergleichsmessungen 
 
Das Vorgehen zur Vermessung der Düse ist detailliert in [119] beschrieben. Zur Ermitt-
lung des Geschwindigkeitsprofils wurde die Düse mit unterschiedlichem Druck 

  12 &  12.5abs abs abs
p bar bar  nacheinander betrieben. Die Ergebnisse für beide 

Betriebsdrücke sind in Abbildung 6.4 dargestellt. Aufgrund der geringen Ausmaße der 
Düse wurde die Düse aus zwei identischen Teilschalen gefertigt, wobei das Zusammen-
fügen beider Schalen zu einer geringen Abweichung von der berechneten Geometrie 
führen kann. Aufgrund von eventuell auftretenden Ungenauigkeiten bei der Fertigung 
wurden zur Verhinderung von Verdichtungsstößen in der Düse beide Betriebsdrücke 
oberhalb des Auslegungsdruckes gewählt. Die erwartete Nachexpansion außerhalb der 
Düse ist an den Knoten 2mm bzw. 9mm nach dem Düsenausgang erkennbar (in Abbil-
dung 6.4. durch schwarze Kreise dargestellt). Die Düsenströmung zeigt für den ersten 
Betriebsdruck ein sehr symmetrisches Verhalten. Die Erhöhung des Betriebsdruckes um 
0.5bar auf 12.5bar führt bereits zu einer merklichen Reduktion der Symmetrie. Die Ab-

weichung der maximalen gemessenen Geschwindigkeit max ~ 535mv s  zur theoreti-

schen Geschwindigkeit ~ 550theor
mv s  beträgt weniger als 2.73% und kann einerseits 

durch die Fertigungstoleranzen der Düse und andererseits durch die Nutzung der Mach-
zahl  2.25M  statt  2.258theoM  bei der Berechnung der Düsengeometrie bedingt 

sein.  
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6.2.2 Geschwindigkeitsmessungen mittels Laserstreuung 
 
In diesem Abschnitt werden die ermittelten Geschwindigkeitsverteilungen für verschie-
dene Abstände vom Düsenausgang und für zwei Arbeitspunkte dargestellt und mit den 
durch das PIV- System bestimmten Geschwindigkeitsverteilungen verglichen. In Abbil-
dung 6.5 und Abbildung 6.6 sind die gemessenen Geschwindigkeiten an verschiedenen 
Orten nach dem Düsenausgang für den minimalen Plattenabstand von 1 6.4d mm  

dargestellt. Für jedes Geschwindigkeitsprofil wurden 6 Einzelmessreihen durchgeführt 
und das gemittelte Ergebnis dargestellt. Beide Geschwindigkeitsprofile zeigen eine gute 
Übereinstimmung mit dem PIV-Ergebnissen. Für die Abweichungen zwischen den Er-
gebnissen können mehrere Gründe angeführt werden.  

a) b) 

Knoten 

Abbildung 6.4 Geschwindigkeitsverteilungen der Überschalldüse für zwei verschiedene absolute 
Betriebsdrücke a) 12bar und b) 12.5bar. 

11 11 
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Die räumliche Auflösung des Laserstreuverfahrens wird durch die Größe des Streuvo-
lumens definiert und ist je nach gewähltem Aufbau bis zu einer Größenordnung höher 
als die des PIVs. Die Bestimmung des Streuwinkels hat, wie bereits diskutiert, einen 
Einfluss auf die berechneten Geschwindigkeiten des Laserstreuverfahrens. Es sei hier 
angemerkt, dass bei der Verwendung einer Überschalldüse die Umgebungstemperatur 
ebenfalls einen Einfluss auf die erreichte Geschwindigkeit am Ausgang hat. Die PIV-
Messungen wurden in einem anderen Gebäude bei ungefähr 18 C  Umgebungstempera-
tur durchgeführt, während die Messungen mittels Laserstreuung bei einer Raumtempe-
ratur von ~ 25 C  durchgeführt wurden, dieser Temperaturunterschied führt bereits zu 
einer Abweichung der Geschwindigkeit von mehr als 1%. In Abbildung 6.7 ist das Ge-
schwindigkeitsprofil für einen minimalen Plattenabstand von 1.97d mm  und einem 
Abstand von 11mm  nach dem Düsenausgang dargestellt. Die ermittelten Geschwindig-
keiten weichen deutlicher von den PIV-Ergebnissen ab als in Abbildung 6.6. Eine mög-
liche Erklärung liegt in der geringeren Anzahl (4 statt 6) der gemittelten Messreihen, 
auch führt die Vergrößerung des FSR durch Minimierung des Plattenabstandes zu einer 
Verringerung der Auflösung des Experimentes, was durch die größeren Fehlerbalken 
deutlich wird. 

Abbildung 6.5 Gegenüberstellung der gemessenen Geschwindigkeitsprofile mit Laserstreuung 
(blau) und PIV (rot) für einen Abstand 8.5mm vom Düsenausgang und einen minimalen Platten-
abstand des Interferometers von 6.4mm  
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Abbildung 6.7 Darstellung der Geschwindigkeitsprofile für einen minimalen Plattenabstand von 
1.97mm und einen Abstand von 11mm nach dem Düsenausgang  

Abbildung 6.6 Darstellung der ermittelten Geschwindigkeitsprofile für einen Abstand 11mm nach 
dem Düsenausgang und einen minimalen Plattenabstand des Interferometers von 6.4mm für PIV 
(rot) und Laserstreuung (blau)  
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6.2.3 Die Intensitätsverteilung 
 
Für Rayleighstreuung skaliert die am Detektor registrierte Intensität direkt mit der An-
zahl gebundener Elektronen im Streuvolumen [20; 21]. Die Teilchendichte ist proporti-
onal zum Druck und umgekehrt proportional zur Temperatur am Messort. Unter der 
Annahme eines konstanten Druckes folgt für höhere Temperaturen daher eine Abnahme 
der gestreuten Intensität. Für nicht Wechselwirkungsdominierte Streuung, d.h. das ge-
streute Spektrum ist gaußförmig, kann aus der Breite des gestreuten Profils eine Aussa-
ge über die Temperatur und aus der gestreuten Gesamtintensität eine Aussage über die 
Dichte abgeleitet werden [20; 21; 73].  
 

 
 
Aufgrund des verwendeten Interferometers ist eine Bestimmung der Temperatur nicht 
möglich, so dass nur relative Intensitätsverteilungen betrachtet werden können. Als 
Vergleichstechnik wurde ein am Institut vorhandenes Schlieren-System verwendet, 

Abbildung 6.8 Darstellung der relativen Intensitätsverteilung für die gesamte Düsenströmung 
mittels Schlierentechnik oben und für einen transversalen Schnitt 10mm nach dem Düsenausgang 
für Laserstreuung (blau) und Schlierentechnik (rot)  
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welches auf der bekannten Toeplerschen z-Schlierenanordnung basiert. Die Schlieren-
Technik ist ein etabliertes Verfahren in der Strömungsmesstechnik und ermöglicht die 
Visualisierung von Strömungsvorgängen aufgrund der Änderung des optischen Bre-
chungsindexes. Diese Änderung des Brechungsindexes wird durch Änderung der Dichte 
hervorgerufen. Im oberen Teil der Abbildung 6.8 ist die düsennahe Strömung für einen 
absoluten Betriebsdruck von 12absP bar  dargestellt. Die Ergebnisse 10mm nach der 

Düsenöffnung sind in Abbildung 6.8 dargestellt, beide Messverfahren weisen eine hohe 
Übereinstimmung auf, welche so nicht zu erwarten war, da die Schlieren-Technik ein 
integrierendes Messverfahren ist, während das Laserstreuverfahren ortsaufgelöste Er-
gebnisse liefert. 
Die an der Überschallströmung ermittelten Ergebnisse sowohl im Bereich der Ge-
schwindigkeitsmessung als auch im Bereich der relativen Dichtemessung weisen eine 
hohe Übereinstimmung mit den Vergleichsverfahren auf. Die Abweichungen für die 
ermittelten Geschwindigkeiten können wie dargestellt entweder auf die unterschiedli-
chen Messverfahren oder Ungenauigkeiten bei der Durchführung der Messungen zu-
rückzuführen sein. 
 

6.3 Der rekombinierende Plasmastrahl 
 
In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse der Laserstreu-Messungen an einem kon-
ventionellen Einlichtbogenplasmagenerator vorgestellt. Das ermittelte Geschwindig-
keitsprofil wurde 15mm  nach dem Düsenausgang bei einem Umgebungsdruck von 

, 100Kessel absp mbar  bestimmt und mit den Ergebnissen der Diodenmessung vergli-

chen.  
  

6.3.1 Geschwindigkeitsverteilungen an einem Einkathoden-Einanoden 
Plasmasystem 

 
In Abbildung 6.9 ist das gemessene Geschwindigkeitsprofil eines rekombinierenden 
Plasmastrahls für einen Strom  600I A  und 40slpm  Argon als Plasmagas dargestellt. 
Der Umgebungsdruck innerhalb der Unterdruckkammer wurde auf 

 100Kesselp mbar  eingestellt, da für einen solchen geringen Druck die Wechselwir-

kung mit der umgebenden Atmosphäre sehr gering ist und die Plasmaeigenschaften am 
Messort (15mm  nach der Generatoröffnung) kaum von den Eigenschaften am Ausgang 
des Generators abweichen. Der Düsendurchmesser des verwendeten Generators beträgt 
  6mm , aufgrund des geringen Umgebungsdruckes und der daraus resultierenden 
Nachexpansion ist der Durchmesser der Plasmaströmung am Messort 1.3 1.5  mal 
größer als der Generatordurchmesser. Die bei Atmosphärendruck stattfindende Dissipa-
tion in Strömungsrichtung wird aufgrund des niedrigen Umgebungsdruckes unterdrückt. 

Die höchste Geschwindigkeit beträgt im Mittel 2648m
s . Das gemessene Profil weist 

bezüglich der Generatorachse einen symmetrischen eher turbulenten Verlauf auf, da die 

Geschwindigkeiten in der Mitte kaum von denen am Rand ( 1946mv s ,  3r mm ) 
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abweichen. Ein laminares Profil wäre durch eine wesentlich größere Abnahme der mitt-
leren Geschwindigkeit gekennzeichnet. Für jede Position innerhalb des Plasmastrahls 
wurden drei Messungen durchgeführt und die mittlere Geschwindigkeit dargestellt. 
 

 
 
Die ebenfalls dargestellte mittlere quadratische Abweichung wird ausgehend von der 
Generatorachse größer, was auf eine Abnahme der gestreuten Intensität schließen lässt. 
Die niedrigen Geschwindigkeiten können durch den registrierten Falschlichtanteil be-
dingt sein, dessen Einfluss im Folgenden abgeschätzt werden soll. 
 

6.3.2 Die relative Intensitätsverteilung und Rückschlüsse auf die Elektro-
nentemperatur 

 
Die registrierte Intensität an einem rekombinierenden Plasmastrahl setzt sich wie bereits 
diskutiert aus der Streuung an gebundenen und freien Elektronen sowie der Eigenstrah-
lung (Bremsstrahlung, Rekombinationsstrahlung, Anregungsstrahlung der Ionen und 
Atome) des Plasmas zusammen [123],(6.13).  
 
   , ,GAS ePlasma Rayleigh T Thomson T EigenstrahlungI I I I  (6.13) 

 
Aufgrund des gewählten Aufbaues kann der Anteil der Eigenstrahlung vernachlässigt 
werden, vgl. 2.2.3. In Gleichung (6.14) ist das Verhältnis der gestreuten Intensität an 

Abbildung 6.9 Darstellung des radialen Geschwindigkeitsprofils für einen Strom I=600A, einem 
Umgebungsdruck von p=100mbar und einem Massenfluss von 40slpm Ar gemessen 15mm nach 
dem Düsenausgang  

Generatorachse 

mittlere 
quadratische 
Abweichung 
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einem rekombinierenden Plasmastrahl gegenüber der Intensität an der ruhenden Atmo-
sphäre dargestellt und beschreibt die in Abbildung 6.10 visualisierten Verhältnisse. 
 

 
 

 

  


, ,, ,

, 298 , 298

GAS eGAS GAS
Ray T Thomson TRay T Ar Ray T ArPlasma

Ray T K Ray T K

I I I II

I I
 (6.14) 

 
Die Interaktion mit der ruhenden Atmosphäre führt an den Rändern des untersuchten 
Freistrahls zu einer Verringerung der Anzahl der freien Elektronen und der Gastempera-
tur verglichen mit dem Zentrum [28], sodass in diesem Bereich die gestreute Intensität 
als Rayleighstreuung dominiert angenommen werden kann. Wie bereits in Abbildung 
2.4  dargestellt, nimmt die relative gestreute Intensität aufgrund des bis T~7500K domi-
nierenden Rayleighanteils für größer werdende Temperaturen ab. Für den untersuchten 
Plasmastrahl kann aufgrund der von außen nach innen abnehmenden, gestreuten Intensi-
tät davon ausgegangen werden, dass in den äußeren Bereichen  3 5mm  von der Ge-

neratorachse entfernt die gestreute Intensität primär Rayleigh dominiert ist, Abbildung 
6.10. Das ermittelte Verhältnis für den Bereich um die Generatorachse ist in Abbildung 
6.11 verschiedenen theoretisch berechneten Intensitätsverhältnissen gegenübergestellt 
[28].  
 

 
 

Düsendurchmesser 

Abbildung 6.10 Darstellung des Verhältnisses der gestreuten Intensität am rekombinierenden 
Plasmastrahl für I=600A, p=100mbar 15 mm nach der Düse bezogen auf die gestreute Intensität 
an der ruhenden Atmosphäre für eine Temperatur T=298K 

Generatorachse 

Rayleigh 
dominiert 

Rayleigh 
dominiert 
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Abhängig vom Verhältnis   e

i

T
T  der Elektronen- eT  zur Schwerteilchentemperatur 

iT  kann für verschiedene Elektronentemperaturen das Geschwindigkeits- und Tempera-

turprofil am Ausgang des Plasmagenerators für eine effektiv in das Plasma abgegebene 
Leistung von ~ 7effP kW  und einen injizierten Massenfluss von  40m slm  Argon 

berechnet werden, vgl. 5.2.1 und 8.4. Aus den daraus resultierenden Teilchendichten 
wird die relativ gestreute Intensität für die verschiedenen Elektronentemperaturen und 
Temperaturverhältnisse   am Plasmastrahl bestimmt, vgl. 2.2.3 und 8.4. Der Vergleich 
(grüne Ellipse in Abbildung 6.10 und Abbildung 6.11) der berechneten und gemessenen 
relativen Intensitäten ergibt eine Abschätzung der Elektronentemperatur im Bereich von 

 11700 12000eT K . Aus der effektiven in das Plasma abgegebenen elektrischen 

Leistung und dem Massenfluss folgt sofort, dass die Gastemperatur iT  nicht in dieser 

Größenordnung liegen kann. Der Vergleich mit der effektiven Leistung von ~ 7kW  
und dem Massenfluss ~ 40slpm  liefert theoretisch ein Temperaturverhältnis in der 

Größenordnung    3e

i

T

T
 und daraus resultierend eine Gastemperatur von 

 4000iT K . 

Zur Berechnung der maximalen Elektronentemperatur wurde sowohl eine laminare als 
auch turbulente Strömung angenommen, woraus die Angabe eines Temperaturbereiches 
herrührt. Die daraus resultierenden maximalen Geschwindigkeiten betragen 

~ 4350turb
mv s  für eine turbulente respektive ~ 5950lam

mv s  für eine laminare 

Strömung.  
 

 
 

Abbildung 6.11 Darstellung der ermittelten Intensität des gestreuten Lichtes bezogen auf die 
gestreute Intensität an einer ruhenden Atmosphäre bei T=300K gegenüber theoretisch berechne-
ten Intensitätsverhältnissen für verschiedenen Elektronen-Ionentemperaturverhältnisse 

gemessene 
rel. Intensität 

berechnete 
rel. Intensität 
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Die spektrale Verteilung des an Argonatomen und -ionen gestreuten Anteils wird auf-
grund der Temperatur und des geringen Druckes ein gaußförmiges Profil aufweisen. 
Der größere Anteil des gestreuten Lichtes stammt von den freien Elektronen, wobei, wie 
bereits in 2.2.3 diskutiert, dieser Anteil abhängig von  '  ,vgl. (2.22), aus einem Elekt-
ron-Elektron-Wechselwirkungsanteil und aus einem Elektron-Ionen-
Wechselwirkungsanteil besteht. Das verwendete Interferometer kann den Elektron-
Elektron-Wechselwirkungsanteil, aufgrund dessen spektraler Breite im nm-Bereich, 
nicht auflösen, sodass zur Bildung der Maxima in der Beobachtungsebene nur der 
Elektronen-Ionen-Wechselwirkungsanteil beiträgt. Dieser Anteil besitzt eine spektrale 
Breite in der gleichen Größenordnung wie der Rayleighanteil und soll vereinfacht eben-
falls als gaußförmig angenommen werden. Für die Abschätzung des Einflusses der er-
mittelten Falschlichtpegel auf die gemessene Geschwindigkeit an einem rekombinieren-
den Plasmastrahls muss das in 6.1.2 diskutierte Modell erweitert werden. 
 

6.3.3 Interpretation der gemessenen Geschwindigkeit mittels Falschlicht-
modell 

 
Die Gesamtintensität des Falschlichts ist für eine konstante Pulsenergie ebenfalls kon-
stant wie bereits in 6.1.2 gezeigt wurde, d.h. eine Verringerung bzw. Vergrößerung der 
an einer Gasströmung gestreuten Intensität führt zu einer Änderung des Falschlichtpe-
gels. Für die Bestimmung der absoluten Falschlichtintensität im Vorfeld einer Mess-
kampagne existieren zwei unterschiedliche Vorgehensweisen. Die erste Möglichkeit 
ermittelt die Intensität unter Nutzung des verwendeten Plasmagases, z.B. Argon, wäh-
rend die zweite Möglichkeit in der Bestimmung der Intensität an einem anderen Gas, 
z.B. Luft und der anschließenden Umrechnung unter Nutzung der unterschiedlichen 
Rayleighstreuquerschnitte besteht. Das Verhältnis der Streuquerschnitte von Argon und 

Luft beträgt 



, ,

, ,

0.903Ray total Ar

Ray total Luft
. Für die Falschlichtpegel in der Nähe der Genera-

torachse (vgl. 6.1.2) wurden für den hinlaufenden  1 0.78%  und für den rücklaufen-

den Laserstrahl  2 8.5%  an Luft und Umgebungstemperatur ermittelt, daraus erge-

ben sich  1, 0.86%Ar  bzw.  2, 9.41%Ar  für die resultierenden Falschlichtpegel an 

einer Argon-Atmosphäre. Zur Bildung der Maxima tragen wie oben bereits beschrieben 
nur der Rayleighstreu- sowie der Elektron-Ionen-Wechselwirkungsanteil bei, daraus 
resultiert, dass die bisher berechneten Falschlichtpegel auf diese Intensität umgerechnet 
werden müssen. Für die oben abgeschätzten Elektronentemperaturen kann die relative 
Intensität dieser Anteile mit ~0.1 angegeben werden, sodass die resultierenden Falsch-
lichtpegel  1, , 8.6%Ar res  bzw.  2, , 94.1%Ar res  betragen. Der Falschlichtpegel des 

rücklaufenden Laserstrahls ist sehr hoch, sodass zu vermuten ist, dass die tatsächliche 
Geschwindigkeit deutlich oberhalb der gemessenen Geschwindigkeit liegen wird. Die 
aus diesen Überlegungen resultierenden Werte für den Pegel des tatsächlich registrierten 
Falschlichtes können in das entwickelte Interferometermodell übernommen werden. Zur 
endgültigen Abschätzung des Falschlichteinflusses auf die gemessene Geschwindigkeit 
wird analog zur Betrachtung des Falschlichtanteils für eine Kaltgasströmung eine Gas-
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temperatur benötigt, diese entspricht der Schwerteilchentemperatur iT  und ergibt sich 

für die oben ermittelten Elektronentemperaturen zu   3900...4000e
i

TT K .  

Zur Bestimmung der tatsächlichen Geschwindigkeit der Gasströmung Driftv  wird unter 

Berücksichtigung des Falschlichtanteils für eine vorgegebene Geschwindigkeit 

,Drift theorv  das resultierende Interferenzmuster und daraus die Wellenlängenverschie-

bung berechnet. Aus dieser Verschiebung kann sofort eine resultierende Geschwindig-
keit ,Drift resv  bestimmt werden. Ist diese Geschwindigkeit kleiner als die gemessene 

 , ,Drift res Drift Messv v , dann ist die theoretische Geschwindigkeit zu erhöhen sonst zu 

verkleinern. Dieses Vorgehen wird widerholt bis die resultierende Geschwindigkeit mit 
der gemessenen in etwa übereinstimmt. Die verwendete theoretische Geschwindigkeit 
stellt dann eine Abschätzung der tatsächlichen Geschwindigkeit dar. Aus diesem Vor-
gehen ist erkennbar, welche Bedeutung der Reduktion des Falschlichtpegels zukommt. 
 

 
 
Eine Interpretation der gemessenen Geschwindigkeiten unter Berücksichtigung der er-
mittelten Falschlichtpegel wurde nur in der Mitte des Plasmastrahls durchgeführt, da die 
Gastemperatur und die Zusammensetzung des gestreuten Lichtes nur hier abschätzbar 
ist, Abbildung 6.12. Die aus dieser Betrachtung resultierenden Ergebnisse der Laser-
streuung weisen eine hohe Übereinstimmung mit den Geschwindigkeiten mittels Dio-
denmessung auf, allerdings beträgt die gemittelte quadratische Abweichung für die Er-
gebnisse der Fotodiodenmessung bis zu 50%, obwohl eine sehr große Anzahl an Mess-
reihen ausgewertet worden ist. Die maximal gemessenen Geschwindigkeiten beider 

Abbildung 6.12 Interpretation des Falschlichtanteils und Vergleich mit gemessenen Geschwindig-
keiten mittels Fotodioden und Spektralfilter 

gemessene Geschwindigkeit 
(mit Falschlicht) mittels La-
serstreuung  
korrigierte Geschwindigkeit 
ohne Falschlichteinfluss 
gemessene Geschwindigkeit 
mittels Dioden 
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Messverfahren liegen zwischen den bereits abgeschätzten theoretischen Geschwindig-

keiten für eine turbulente  ~ 4350turb
mv s  bzw. eine laminare  ~ 5950lam

mv s  

Strömung.  
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7 Diskussion und Ausblick 
 
In dieser Arbeit wurde ein neues Messverfahren zur direkten Bestimmung der Driftge-
schwindigkeit an schnellen heißen und kalten Gasströmungen vorgestellt.  
Durch die Nutzung der nicht-resonanten Lichtstreuung ist es möglich die räumliche 
Verteilung der Geschwindigkeit berührungslos und rückwirkungsfrei in verschiedenen 
Messobjekten zu bestimmen. Diese Technik erlaubt es, sowohl Überschallkaltgasströ-
mungen als auch rekombinierende Plasmastrahlen zu untersuchen und so bestehende 
Modelle in der Strömungsmechanik und der Beschichtungstechnik zu überprüfen. Ohne 
die Zugabe von Partikeln gestattet dieses Verfahren die zu untersuchenden Strömungen 
aufgrund der hohen Ortsauflösung lokal zu vermessen. Das an einem Ladungsträgeren-
semble gestreute Licht wird spektral mittels Fizeau-Interferometer untersucht. Die Ei-
genschaften dieses Interferometers erlauben es, im Gegensatz zu den üblicherweise 
verwendetet Fabry-Perot-Interferometern, auf eine aufwendige Kontrolle und Regelung 
der Parallelität der optischen Platten zu verzichten. Die zeitlich getrennte Ermittlung der 
gestreuten Spektren ermöglicht die Bestimmung von geschwindigkeitsinduzierten Ver-
schiebungen der einfallenden Wellenlänge unterhalb des Auflösungsvermögens des 
verwendeten Interferometers. Die daraus resultierende Verwendung optischer Platten 
mit einem niedrigeren Reflexionsfaktor verringert den Temperatureinfluss und die 
Messzeit.  
Zur Verifizierung des Experimentes fand zunächst eine Überschallkaltgasströmung 

 : 2.25Machzahl  Verwendung. Die an zwei unterschiedlichen Messorten in der 

Strömung   1 28.5 & 11d mm d mm  ermittelten Geschwindigkeitsprofile wurden 

mit den Ergebnissen einer PIV-Messung und theoretischen Berechnungen verglichen. 

Die theoretisch berechnete Austrittsgeschwindigkeit der Düse betrug  550theo
mv s  

und die mittels PIV bestimmten maximalen Geschwindigkeiten lagen bei etwa 

max, 535PIV
mv s , wobei die Geschwindigkeiten an den jeweiligen Messorten auf-

grund der Nachexpansion der Düsenströmung etwas unterhalb dieser Werte lagen 

  495 505PIV
mv s . Die maximalen ermittelten Geschwindigkeiten des Laser-

streuverfahrens liegen je nach Arbeitspunkt des Interferometers etwas oberhalb dieser 

Ergebnisse   540 570Scat
mv s . Trotz dieser Abweichungen stimmen die direkt 

gemessenen Geschwindigkeiten sowohl mit den theoretischen als auch mit den durch 
PIV ermittelten gut überein. Die Abweichungen zwischen den Geschwindigkeiten kann 
entweder durch das unterschiedliche Messprinzip oder durch Ungenauigkeiten in der 
Justage herrühren.  
Als zweites Messobjekt wurde ein rekombinierender Plasmastrahl im Unterdruck aus-
gewählt. Die physikalischen Eigenschaften dieses Messobjektes ließen die Verwendung 
der PIV-Technik nicht zu, daher wurden Ergebnisse der durch Fotodioden ermittelten 
Ausbreitungsdauern von Fluktuationen als Referenz herangezogen. Die Nutzung eines 
theoretischen Modells zur Berechnung des Geschwindigkeits- und Temperaturprofils 
ermöglichte zusätzlich aus der effektiv in das Plasma abgegebenen elektrischen Leis-
tung und der gestreuten Gesamtintensität eine Abschätzung der Elektronen- und Gas-
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temperatur des Argon-Plasmastrahls. Das entwickelte Interferometermodell erlaubt die 
Bestimmung einer tatsächlichen Driftgeschwindigkeit Driftv  aus den ermittelten Falsch-

lichtpegeln, der Gastemperatur, der spektralen Verteilung des gestreuten Lichtes und der 
gemessenen Geschwindigkeit Messv  in der Nähe der Generatorachse. Das detektierte 

Falschlicht führt zu einer Verringerung der gemessenen Geschwindigkeit 

 2648mess
mv s . Die daraus resultierende Geschwindigkeit ohne Falschlichteinfluss 

liegt im Bereich  5250 5300Drift
mv s . Dieser Wertebereich stimmt sehr gut mit 

der Vergleichsmessung aus der Fluktuationsausbreitung mittels Fotodioden 

 5500Diode
mv s  überein. Beide Werte werden durch die aus der effektiven Leistung 

abgeleiteten theoretischen Geschwindigkeit bestätigt, je nach gewähltem Strömungsver-

lauf liegt diese zwischen  4350turb
mv s  für eine turbulente und  5950lam

mv s  für 

eine laminare Strömung. Aufgrund der Komplexität des gesamten Experimentes ist 
momentan nur eine Laborversion verfügbar. Der Arbeitspunkt des Interferometers muss 
sowohl der Temperatur als auch der Geschwindigkeit der zu untersuchenden Gasströ-
mung angepasst werden. Der Abstand der optischen Platten ist zu erhöhen, wenn gerin-
ge Geschwindigkeiten vermessen werden sollen. Demgegenüber ist der Plattenabstand 
für die Vermessung einer heißen Gasströmung zu verringern, um ein Überlappen der 
resultierenden Maxima zu verhindern. Die Untersuchung einer heißen und langsamen 
Gasströmung, wie es für Plasmageneratoren mit großem Düsendurchmesser der Fall ist, 
gestaltet sich mit dem momentanen Aufbau schwierig. 
 
Entwicklungspotentiale  
 
Das vorgestellte Experiment kann durch Änderungen sowohl im Aufbau als auch in der 
Software effizienter und robuster gestaltet werden. Einige Möglichkeiten sollen kurz 
angesprochen werden. 
In dieser Arbeit wurde nur Argon-Plasmaströmungen betrachtet. Für die Untersuchung 
von Plasmastrahlen aus mehreren Gasen muss das benutzte Modell zur Ermittlung der 
verschiedenen Teilchendichten erweitert und die Dissoziation eventuell verwendeter 
Molekülgase berücksichtigt werden.  
Eine Möglichkeit die Auflösung auf dem CCD-Chip zu erhöhen ohne den Plattenab-
stand zu vergrößern besteht in der Installation eines Strahlaufweiters innerhalb der De-
tektionsoptik. Die Vergrößerung des Plattenabstandes andererseits führt zu einer Über-
lagerung zweier benachbarter Maxima, wenn die daraus resultierende neue Form der 
Summenfolge abgeschätzt wird, kann ebenfalls eine Erhöhung der Auflösung erreicht 
werden. Diese beiden Maßnahmen können die Untersuchung heißer und langsamer 
Gasströmungen ermöglichen.  
Durch Änderung des Aufbaues kann die Messdauer stark verkürzt werden, wenn statt 
einer relativen eine absolute Wellenlängenverschiebung bestimmt wird. Das gestreute 
Licht des rücklaufenden Laserstrahls wird in diesem Fall durch einen Teil des Laser-
strahls ersetzt. Aufgrund der deutlich höheren Intensität kann die Anzahl der Bilder des 
rücklaufenden Laserstrahls auf ein Bild pro Sekunde verringert werden. Diese Maß-
nahme erlaubt weiterhin auf die empfindliche Umkehrung des Laserstrahls zu verzich-
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ten und das gesamte Verfahren dadurch robuster gegenüber äußeren Einflüssen zu ge-
stalten. 
Die Verwendung eines Lichtwellenleiters am Ort des Präzisionsspaltes ermöglicht eine 
räumliche Trennung von Unterdruckkessel und Fizeau-Interferometer, dadurch ist es 
möglich das gestreute Licht mit zwei unterschiedlichen spektralen Instrumenten zu un-
tersuchen, um sowohl Gastemperatur als auch Geschwindigkeit gleichzeitig zu ermit-
teln.  
Die Nutzung eines UV-Lasers erhöht die Intensität des an gebundenen Elektronen ge-
streuten Lichtes, dadurch kann eine weitere Reduzierung der Messzeit erreicht werden. 
Die dem Experiment zugrunde liegenden Rayleightheorie erlaubt, unter der Vorausset-
zung dass der Partikeldurchmesser deutlich kleiner als die Wellenlänge des verwendeten 
Pulslasers ist, ebenfalls die Bestimmung von Partikelgeschwindigkeiten. 
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8 Anhang 
 
 

8.1 Notation 
 
Die in diesem Abschnitt aufgelistet Notation gilt für die gesamte Arbeit, zusätzliche 
Notationen für einige Abschnitte des Anhangs werden separat am Anfang des jeweili-
gen Abschnittes eingeführt. 
 
U, u   innere Energie, spezifische innere Energie 

e hT, T , T  Temperatur, Elektronen-, Schwerteilchentemperatur  

m   Masse 
V, v   Volumen, spezifisches Volumen 

,  v pc c   spezifische Wärmekapazität bei konstantem Volumen bzw. Druck 

Q, q   Wärme, spezifische Wärme 
p   Druck 
H, h   Enthalpie, spezifische Enthalpie 

p

v

c
γ= c  Isentropenexponent 

Bk   Boltzmann-Konstante 

avoN   Avogadro-Konstante 

Avo BR=N k  Konstante des idealen Gases 

S, s   Entropie, spezifische Entropie 
ρ   Dichte 

c


  Geschwindigkeit 

0c   Lichtgeschwindigkeit 

m   Massenfluss 
A   Fläche 
a   Schallgeschwindigkeit 

cM= a  Machzahl 

d   Durchmesser 

S E H 
  

 Pointingvektor 

E


  elektrisches Feld 
H


  magnetisches Feld 
   Kreisfrequenz 

k


  Wellenvektor 
   Wellenlänge 

0   magnetische Permeabilitätskonstante 

F


  Kraft 
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Lq   Ladung 

r   Radius 

 a t   Beschleunigung 

0   elektrische Permitivitätskonstante 

e   Elementarladung 

er   klassischer Elektronenradius 

,Scat total  totaler Streuquerschnitt 

, qr r
 

  Ortsvektor, Ortsvektor einer Ladung der Ladung 

maxR   Abstand zwischen Ort der Streuung und Ort der Detektion 

,  in n
 

  Einheitsvektor 

 ,S k 


 Formfaktor des gestreuten Spektrums 

 ,n r t


  Dichtefluktuation der Streuzentren 

y   dimensionsloser Parameter zur Charakterisierung des Rayleighstreus-
pektrums 

ml   mittlere freie Weglänge 

 kp c   Geschwindigkeitsverteilung 

Tv   wahrscheinlichste thermische Geschwindigkeit 

therm   resultierende Halbwertsbreite  

'   dimensionsloser Parameter zur Charakterisierung des Thomsonstreus-
pektrums 

i StufeZ  Ionisationsstufe 

,  ,  e Ar Ar
n n n   Teilchendichten der freien Elektronen, der Argonatome, der Argonionen 

SahaK   Sahafaktor 

kinE   kinetische Energie 

Ph   Plancksches Wirkungsquantum 

,  Ar Arg g   Entartung des Grund- und des angeregten Zustandes 

ionE   Ionisationsenergie 

,Z Z  Zustandssumme des Gesamtsystems 

vDrift


  Driftgeschwindigkeit der Gasströmung 

   komplexe Amplitude einer elektromagnetischen Welle 

i   Phasenwinkel 

   Brechungsindex 
   Einfallswinkel einer EMW auf das Interferometer 

, i    Phasenwinkel  

   Verkippungswinkel der zweiten optischen Platte 
,i it r   Transmissions-, Reflexionsfaktoren einer komplexen Amplitude für die 

optischen Platten 
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,T R   Transmission-, Reflexionskoeffizient der optischen Platten für die Inten-
sität   

maxv   maximale Geschwindigkeit 

 

8.2 Äquivalente Herleitung der Düsenzusammenhänge 
 
In diesem Abschnitt wird eine äquivalente Herleitung für die Zusammenhänge an der 
betrachteten deLavalschen Düse diskutiert. 
 
1. Die Änderung in der eindimensionalen Gasgeschwindigkeit c  kann unter Verwen-

dung der Schallgeschwindigkeit (für ein ideales Gas) a RT  und der Definition der 

Machzahl c Ma  folgendermaßen formuliert werden 
 

  
2

2

1 1

2 2

dc dM dT

c TM
 (8.1) 

 

2. Wird die Impulsgleichung   0
dc dp

c v
dx dx

 durch 2c  geteilt und mit (8.1) kombiniert 

so ergibt sich die folgende Beziehung:  
 

 
 

       
 
  
 

2 2

2 2 2 2 2

1 1 1 1 1
0

2 2 2 2

dc vp dp dM dT RT dp dM dT dp

c p T p T pc M M RT M M
 (8.2) 

 

3. Aus der Erhaltung der gesamten Energiedichte, wobei erneut durch 2c  geteilt wird, 
ergibt sich die Gleichung zwischen der Änderung in der Temperatur und der Änderung 
in der Machzahl 




 




 




               

1

2
2

2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1
0

2 2 21

p

R

dh c dT
pc dT dc dT dM dT

dh d c
T c T Tc c M R M M

 

oder äquivalenterweise 
 

 
 

 
 

   
 

 

2
2 2

22 2

1 1 1 1
1 121 1

2 2

dT dM
M dM

T MM M
 (8.3) 

 
4. Die letzte Gleichung kombiniert mit (8.1) liefert 
 

 


  




2 2

2 22

1 1 1 1
12 2 2 1

2

dc dM dT dM

c TM MM
 (8.4) 
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und kombiniert mit (8.2) 
 

 



 

         

2
2 2

2 2

1 1 1
12 2 2 1

2

dp dM dT
M dM

p TM M
 (8.5) 

 
Aus dieser Gleichung kann die entsprechende Beziehung für die Änderung in der Mas-

sendichte  
P

RT
 gewonnen werden 

 

 



   




2

2

1 1
12 1

2

d dp dT
dM

p T M
 (8.6) 

 
5. Zuletzt ergibt sich aus der Massenerhaltung (8.4) und (8.6) die Beziehung zwischen 
der Änderung im Strömungs-Querschnitt und der Machzahl 
 

 







     


   






2 2

22

0

1 1
12 1

2

d dp dA
m cA const

p A

dA d dp M dM

A p MM

 (8.7) 

 
Zusammengefasst: ergibt sich aus diesen Überlegungen: 
 

 





 




2

2

1 1
12 1

2

dT
dM

T M
 

 









 




 









2

2

2

2

2

22

1
12 1

2
1 1

12 1
2

1 1
12 1

2

dp
dM

p M

d
dM

M

dc dM

c MM

 (8.8) 

 








2 2

22

1 1
12 1

2

dA M dM

A MM
 

 
Die Integration zwischen den zwei Punkten 1 & 2 entlang der eindimensionalen statio-
nären und isentropen Strömung liefert die aus der Literatur bekannten Zusammenhänge. 
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   

 



 


























 









  
   

 

  
   

 

  
   

 

  
   

 

2

2

/ 1
2

2

1/ 1
2

2

1/ 2
2

2

1 / 2 1
2

2

1
1

2
1

1
2

1
1

2
1

1
2

1
1

2
1

1
2

1
1

2
1

1
2

1
1

2
1

1
2

A
B

A
B

A
B

A
B

A
B

A
B

A
B B

A A
B

B
B A

A B
A

MT

T M

Mp

p M

M

M

Mc M

c M M

MA M

A M M



 
Anhang  
 

Direkte Geschwindigkeitsmessung an schnellen Gasströmungen 
 durch nichtresonante Lichtstreuung 

 
119 

 

8.3 Foelsch-Modell zur Bestimmung des Profils einer Überschallge-
schwindigkeitsdüse 

 
In diesem Abschnitt wird die von Kuno Foelsch vorgestellte Prozedur zur Berechnung 
der Kontur einer rotationssymmetrischen Überschalldüse beschrieben. 
 

8.3.1 Spezielle Notation und Düsen-Parameter 
 

8.3.1.1 Spezielle Notation 
 
c
r

 Geschwindigkeit (in m/s) 

soundc  Schallgeschwindigkeit 

totTT ,  Temperatur (in K), Stagnationstemperatur (oder gesamte Temperatur) 

vp cc ,  spezifische Wärmekapazität bei konstantem Druck oder Volumen (in J/kg m3) 

v

p

c

c
  Adiabatenexponent 

  Massendichte (in kg/m3) 
P  Druck (in Pa) 
A  Querschnittfläche zum Fluss (in m2) 
V  Volumen (in m3) 
m Massenfluss (in kg/m3) 

molM  molare Masse (in kg/mol) 

avoN  Avogadro-Zahl (in mol-1) 

RkB ,  Boltzmann-Konstante (in J/K), Konstante der idealen Gase BavokNR   (in J/K 

mol) 
uU ,  innere Energie (in J), innere Energiedichte (in J/m3) 
hH ,  Enthalpie (in J), Enthalpiedichte (in J/m3) 
sS ,  Entropie (in J/K), Entropiedichte (in J/K m3) 

W  Arbeit (in J) 
M  Mach-Zahl 
  Mach-Winkel 
  Strömungswinkel 
 

8.3.1.2 Düsen-Parameter 
 

0r  Radius (in m)  im Bereich einer kegelförmiger Strömung bei welchem die Mach-

Zahl=1 beträgt 
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r  Radius (in m) gegenüber der gekrümmten Mach-Linie bei welcher der Übergang 
zu zylindrischen Strömung beginnt; 0/ rr  

outR  Radius (in m) am Düsenausgang 

throatR  Radius (in m) an der größten Verengung in der Düse (Mach-Zahl=1) 

curvR  Krümmungsradius (in m) beim Übergang von größter Verengung zur kegelför-

migen Strömung 
  “Ausbreitungswinkel” einer Mach-Linie  
L  Länge (in m) der Expansionsdüse 
 

8.3.2 Änderung der Strömungsrichtung bei Überschall 
 
Eine Überschallströmung mit einer Geschwindigkeit c a  wird von einem kleinen 
Objekt, in Abbildung 8.1 rot dargestellt, abgelenkt. Der Winkel für den Bereich der 
Strömung, in welchem ein Informationsaustausch stattfinden kann, soll in diesem Ab-
schnitt hergeleitet werden.  
 

 
Abbildung 8.1 Darstellung der Ablenkung einer Überschallströmung an einem kleinen Objekt 
 
Der Informationsaustausch erfolgt höchstens mit Schallgeschwindigkeit, sodass die In-
formation in der Zeit t  den Weg a t  zurücklegt, in der gleichen Zeit legt ein abge-
lenktes Gasteilchen den Weg c t  zurück. Der Bereich, welcher durch die Umlenkung 
beeinflusst wird, wird wie in der Abbildung dargestellt von diesen beiden Wegen be-
grenzt, wobei die Richtung der Informationsausbreitung senkrecht zur umgelenkten 
Randströmung verläuft. Für den Sinus des Machwinkels   ergibt sich daraus: 
 

   
 


1

sin
a t

c t M
. (8.9) 

 
Die Linie, welche den Bereich in der ein Informationsaustausch stattfinden kann mit der 
ungestörten Strömung verbindet, wird als Mach-Linie bezeichnet. Im Folgenden werden 
weitere trigonometrische Beziehungen für den Machwinkel hergeleitet: 
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  
   

   
 

 







    
  
   

2
2

2

1
cos 1 sin

1
sin

sin 1
tan

cos 1

M

M
M

M

. (8.10) 

Wenn die Überschallströmung eine Änderung in der Strömungsrichtung erfährt, ge-
schieht diese als Überlagerung von sehr kleinen (infinitesimalen) Änderungen d . Eine 
einzige dieser infinitesimalen Änderungen kann direkt aus der Mach-Zahl der Strömung 
vor der Richtungsänderung hergeleitet werden, Abbildung 8.2. Vor der Änderung be-
sitzt die Strömung eine Geschwindigkeit c  und aufgrund der dort herrschende Tempe-
ratur einen Mach-Winkel  , nach der Änderung hat sich die Geschwindigkeit auf 
c dc  erhöht, was ebenfalls zu einer Änderung der lokalen Mach-Zahl führt. 

 

 
Abbildung 8.2 Darstellung der Änderung der Geschwindigkeitskomponenten bei einer kleinen 
Umlenkung der Geschwindigkeit 
 
Die als rot dargestellte tangentiale Komponente der Geschwindigkeit 

 , costg vorc c  vor der Änderung liegt parallel zur blau dargestellten Machlinie und 

wird durch die Änderung der Geschwindigkeit nicht verändert 

      , costg nachc c dc d . Die senkrecht zur Machlinie verlaufende Komponente 

erfährt hingegen die für die Beschleunigung verantwortliche Arbeit. Die Erhaltung der 
tangentialen Komponente führt zu folgender Beziehung: 
 
      

          

  


  
cos cos sin sin

cos cos

d d

c c dc d . (8.11) 

 
Unter Verwendung der Additionstheoreme und bei Berücksichtigung, dass die Ände-
rung des Winkels d  sehr klein ist (  cos 1d  und  sind d ) vereinfacht sich 
(8.11) zu: 
 

,tg vorc  

,tg nachc  

c  

c dc
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             cos cos sinc c dc d  (8.12) 

 
Aus (8.12) lässt sich bei Vernachlässigung des Produktes    sin 1dcd  der Zu-

sammenhang zwischen der Änderung des Machwinkels und der Änderung der Ge-
schwindigkeit herleiten: 
 

 
 
 





  2cos
1

sin

dc dc
d M

c c
. (8.13) 

 

8.3.3 Übergang von kegelförmiger zu zylindrischer Überschallströmung 
 
Im Allgemeinen ist die Mach-Linie keine Gerade sondern eine Kurve da die Schallge-
schwindigkeit entlang dieser Kurve nicht gleich sein muss. 
Als Vorbereitung für das Foelsch-Modell, wird eine Strömungslinie in einer kegelför-
migen Überschallströmung innerhalb eines rotationssymmetrischen Kanals unter dem 
Winkel   betrachtet, Abbildung 8.3. Die Herleitung einer Gleichung für die Änderung 
der vertikalen Komponente der Geschwindigkeit aufgrund einer Änderung der Kanal-
geometrie soll im Folgenden diskutiert werden. Diese Diskussion erfolgt unter der An-
nahme, dass die Kanalgeometrie zu geraden Mach-Linien führt, d.h. dass die Kegel-
symmetrie erhalten bleibt und daraus resultierend die Anwendung von Gleichung (8.13) 
für komplizierte Strömungsanordnungen erlaubt ist. 
 

 
 
Abbildung 8.3 Darstellung der Änderung der Geschwindigkeit für eine kegelförmige Strömung 
 
Sei r  die radiale Koordinate bis zum Punkt an welchem die Änderung stattfindet und 
die Mach-Linie beginnt, und   siny r  die entsprechende vertikale Koordinate. Die 

Mach-Linie (blau) liegt unter dem Winkel   und y dy  sei die Koordinate eines be-

nachbarten Punktes entlang dieser Mach-Linie, wobei aus       sin d r dr y dy  
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unter Nutzung der Additionstheoreme, und unter Vernachlässigung von 

   dr cos 1d  folgender Ausdruck abgeleitet werden kann: 

 
       sin cosdy dr rd  (8.14) 

 
Dieser benachbarte Punkt hat eine radiale Koordinate r dr  und aus dem kleinem 
Dreieck mit den Katheten dr  und rd  wird die folgende Beziehung hergeleitet: 
 

        


    2tan 1
tan

rd dr d
M d

dr r
. (8.15) 

 
Daraus resultiert für diese kegelförmige Mach-Linie: 
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, (8.16) 

 

wobei die Ergebnisse   2 1
dc

d M
c

 und 
    

 

1
21

1
2

dc dM
M

c M
 für eine statio-

näre isentrope Überschallströmung verwendet wurden. 
In Abbildung 8.4 ist eine Düse dargestellt, welche eine stationäre, isentrope und ohne 
Reibungsverluste behaftete kegelförmige in eine parallel zur Düsenachse gerichtete zy-
lindrische Strömung überführt. Die braun dargestellte kegelförmige Geschwindigkeits-
strömung mit einem Öffnungswinkel   erreicht am Kreisbogen T die Schallgeschwin-
digkeit. Der radiale Abstand, bei welchem gerade die Schallgeschwindigkeit erreicht 
wird, beträgt 0r  und ist rot gestrichelt dargestellt. Die Geschwindigkeit nimmt weiter zu 

und wird beginnend an der Kurve AE durch ein noch zu bestimmendes Düsenprofil, 
grün dargestellt, in eine parallel zylindrische Strömung umgeformt und verlässt die Dü-
se durch die Mach-Linie EB. An einem beliebigen Punkt P der Kurve AE startet eine 
Mach-Linie PK (blau dargestellt), die nicht mehr exakt gerade verläuft, da sich in der 
Konversions-Zone AEB die Schallgeschwindigkeit von Punkt zu Punkt ändert.  
Im Modell von Foelsch wird der Verlauf einer beliebigen Mach-Linie PK innerhalb der 
Konversions-Zone als leichte Verallgemeinerung der Mach-Linie für eine kegelförmige 
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Strömung angenommen, da die Modifikation der Strömung in der Düse kaum von die-
ser abweicht. 

 
Abbildung 8.4 Darstellung einer Düse zur Überführung einer kegelförmigen in einer zylinderför-
mige Strömung 
 
In Anlehnung an Gleichung (8.16) gilt die folgende Näherung für die vertikale Koordi-
nate y  eines Punktes entlang der Mach-Line PK: 
 

 

 
 





 
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 




2 2
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cos
1 1

sin

1
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2

M M
dy dM

f
y MM

 (8.17) 

 
Der konstante Koeffizient f  liegt in der Größenordnung um 1. Die erste Näherung wel-
che dieser Gleichung zugrunde liegt, ist die Annahme, dass f  entlang der gesamten 
Mach-Linie PK konstant bleibt. Der Wert f  einer, an einem anderen Punkt der Kurve 
AE gestarteten, benachbarten Linie sich aber vom Wert für die Mach-Linie PK unter-
scheiden kann. Eine weitere Näherung des Modells ist die Annahme, dass die Mach-
Zahl entlang der Kurve PK kaum vom Wert am Punkt P abweicht, daraus folgt: 
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 .(8.18) 

 
Wird (8.18) integriert, so ergibt sich: 
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. (8.19) 

 
Mit (8.19) ist es möglich die vertikale Koordinate vom Punkt K zu bestimmen und auf 
diese Weise das gesamte Profil der Düse zu berechnen. Zur Bestimmung des unbekann-
ten Parameters f  muss anschließend ein zusätzlicher Weg betrachtet werden. In  
 
Abbildung 8.5 ist der Bereich, zwischen dem Erreichen der Schallgeschwindigkeit(rot) 
und der Kurve AE bei welcher der Übergang in die zylindrische Strömung beginnt, dar-
gestellt. Eine am Punkt R, hier ist die Machzahl gerade eins und der Machwinkel 90°, 
startende Mach Linie wird nach vorn gekrümmt, wenn sie in den Bereich höherer Mach-
Zahlen eintritt. Die an der Wand reflektierte Mach-Linie läuft weiter bis zum Punkt P 
und überstreicht dabei den gesamten Winkel P , grün dargestellt. Dieser Winkel wird 

in [117] als Ausbreitungswinkel der Mach-Linie bezeichnet. Der Ausbreitungswinkel 
für einen benachbarten Punkt entlang der Linie AE ändert sich minimal, wobei gleich-
zeitig der Strömungswinkel d  geändert wird, allerdings mit negativem Vorzeichen. Je 
näher der Punkt an E liegt umso größer ist   und umso kleiner ist  , d.h.   d d .  
 

 
 
Abbildung 8.5 Darstellung zur Ermittlung des Faktors f 
 
Dieser Ausbreitungswinkel, der bei R startenden Mach-Linie, kann für die zwei Punkte 
A und E sofort bestimmt werden: 
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


 

   2 2
A

E A

, (8.20) 

 
wobei   dem Öffnungswinkel der kegelförmigen Strömung entspricht. Für einen belie-
bigen Punkt entlang der Kurve AE gilt: 
 
         E P P P P E  (8.21) 

 
Dieser neu eingeführte Winkel kann sofort mit der Mach-Zahl korreliert werden, ohne 
dass dabei der unbekannte Faktor f  wie in (8.19) vorkommt. Das Quadrat des dimensi-

onslosen Parameters  
0

Pr

r
 als Quotient des radialen Abstandes Pr  eines Punktes P 

auf der Kurve AE und dem Radius für den Bogen der Mach-Linie 0r  ist proportional 

der Querschnittsfläche A , welche die kegelförmige Strömung aufspannt. Allgemein 
lässt sich der Quotient auch schreiben als: 
 

 



  
0

1 d dr
d dr

r r
 (8.22) 

 
und unter Nutzung der Proportionalität folgt: 
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A
. (8.23) 

 

Die bereits bekannte Abhängigkeit   
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 und daraus 

resultierend 




  

 

2
2

2 2

1 1
12

1
2

dA M
dM

A
M M

 erlaubt die Überführung von (8.23) in: 
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. (8.24) 

 

Unter Verwendung von (8.15) und Substitution von  2 2 1M z  ergibt sich daraus: 
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was sofort integriert werden kann 
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, (8.26) 

 
wobei ref  den Wert des Winkels für  1M  darstellt. Dieser Winkelwert ist gerade 

Null und entspricht dem Punkt R daher gilt für einen beliebigen Punkt P auf der Kurve 
AE: 
 

   
 

   
           

2 21 1 1
arctan 1 arctan 1

2 1 1
M M . (8.27) 

 
Es soll hier angemerkt werden, dass für eine bekannte Mach-Zahl am Düsenausgang 

E  aus (8.27) festgelegt ist und sich daraus der Öffnungswinkel zu 



2
E  ergibt. 

 

8.3.4 Düsen-Profil (I), Bogen AKB 
 
Aus diesen Vorüberlegungen kann jetzt die Düsengeometrie bestimmt werden, Abbil-
dung 8.6. Die Kurve AE wurde bereits im vorherigen Abschnitt charakterisiert, deswe-
gen soll in diesem Abschnitt ein beliebiger Punkt P dieser Linie mit einem Punkt K des 

Profils verbunden werden. Sei 
  


sin

dy
ds  ein infinitesimales Segment entlang der 

Mach-Linie, welche bei P startet und diesen Punkt mit dem Punkt K verbindet. Diese 
Linie ist keine exakte Gerade, da sich von P bis K die Mach-Zahl und somit der Mach-
Winkel   ändern. Der Anteil des Massenflusses zwischen dem Winkel P  und dem 

vollen Öffnungswinkel   am Ort an dem gerade die Schallgeschwindigkeit erreicht 
wird beträgt: 
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          




            2 2
0 00 0

2 sin 2 cos cos

P

Pm c r d c r . (8.28) 

 
Dieser Anteil des Massenflusses tritt durch das Kurvenstück AP und wird im Bereich 
APK teilweise umgelenkt, so dass der Fluss an jedem Punkt der Mach-Linie PK unter 
dem lokalen Mach-Winkel   diese Linie überquert. 
 

 
 
Abbildung 8.6 Betrachtung des Anteils des Massenflusses durch AP  
 
Unter Nutzung der Erhaltung des Massenflusses gilt: 
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Die Fläche 2 yds  entspricht der eines dünnen Rings, welche von der teilweise um-
wandelten Strömung durchquert wird. Diese Gleichung liefert zusammen mit dem An-

satz 
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, wobei als Referenz der Bogen an 

welchem gerade die Schallgeschwindigkeit erreicht wird gewählt wurde und der Nähe-
rung    expP P Py y f M M : 
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 (8.30) 
 
Aus dieser Gleichung folgt auch 
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was mit der folgenden trigonometrischen Beziehung kombiniert 
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zu dem Ergebnis: 
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führt. Dies kann 

ebenfalls mittels (8.32) ausgedrückt werden. 
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Obwohl 
 




0 1

sin
P

P P

r

y
 gilt, muss noch der unbekannte Radius 0r  bestimmt werden. 

In analoger Weise kann ebenfalls die Betrachtung für den gesamten Massefluss m  
durchgeführt werden.  

 
Durch die in Abbildung 8.7 als rote Kappe dargestellte Fläche 0A  tritt der gesamte 

Fluss hindurch. Für die Oberfläche der Kappe gilt: 
 

    


     2 2 2
0 0 0

0

2 sin 4 sin 2A r d r . (8.33) 

 
Der gesamte Fluss, welche in einer kegelförmigen Anordnung durch den Bogen TT’ mit 
Mach-Zahl 1 fließt, verlässt die Düse mit Ausgangsradius outR  in einer zylindrischen 

Anordnung parallel zur Düsenachse (8.34). 
 

Abbildung 8.7 Betrachtung des gesamten Massenflusses zur Herleitung des Radius r0 
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Außerdem kann aus dieser Gleichung die direkte Beziehung zwischen dem Ausgangs-
radius und dem Radius des Bereichs in welchem die Schallgeschwindigkeit erreicht 
wird 0r  hergeleitet werden: 
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r , (8.35) 

 

wobei 
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 Verwendung findet. Jetzt können 

die Koordinaten des Profils AKB bestimmt werden. Aus (8.32) und (8.35) ergibt sich 
folgende Beziehung für die vertikale Koordinate des Punktes K am Profil: 
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 (8.36) 
 
Die entsprechende horizontale Koordinate von K wird aus der trigonometrischen Bezie-
hung zwischen dy  und dx  entlang der Kurve PK gewonnen (8.37). 
 

 
 

   
   

 
 

  
    

  
  

   

2

2

1 tan tan 1 tan

tan tan tan 1 tan 1

Mdy
dx dy dy

M
 (8.37) 

 
Eine erneute Integration liefert sofort 



 
Anhang  
 

Direkte Geschwindigkeitsmessung an schnellen Gasströmungen 
 durch nichtresonante Lichtstreuung 

 
132 

 
 

 
 

 
 

         

 


  





    



 
    

  

 


 

             
 
  

 
2

2

2

2

2 2

1 tan

tan tan 1 1

1 tan

tan 1 1

sin 2 cos cos sin 1 cos
1

sin

K K

P P

x y
P P

K P K P
x y P P

P P
P

P P

P P P P P

P

Mdx
x x dx y y

M

M
y

M

M

.

 

Mit der trigonometrischen Beziehung        
 

 0 sin sin
2sin 2

out P
P P P P

E

R
y r  und 

daraus resultierend 
      
  

  cos
tan 2sin 2

outP P
P P

P E

Ry
x  kann für die x-Koordinate 

des Punktes K geschrieben werden: 
 

 
   

 

           

 

 




  




 

    



 
  

 










 
         
 

   


2 2

1 tan
cos

2sin 2 1 tan 1

sin

1 cos

2 sin 2

sin 2 cos cos sin 1 cos

P Pout P
K P

E P P

P

P
out P

E

P P P P P

B

MR
x

M

MR

M

  
   



 

 

 

2

2

1 sin

sin 1 cos

P P

P P PM

B

 (8.38) 
 
Sind die Ausgangsmachzahl EM  und die Machzahl PM  an einem Punkt P, auf der Li-

nie AE bekannt, so können die kartesischen Koordinaten für den Punkt K auf dem Profil 
AB mit (8.39) bestimmt werden. Der Punkt P symbolisiert erneut den Startpunkt der 
zum Punkt K führenden Mach-Linie.  
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     

    
           

 
           


   

 

    


    

 


 

   

    

    





2

2

2 2

2 2

1

2 sin 2 sin 1 cos

1 cos 1 sin

sin 2 cos cos sin 1 cos

sin 2 cos cos sin 1 cos
2 sin 2

K P

out E P P P

P P P

P P P P P

K P
P P P P P

out E

x

R M

M

M

y
M

R

.

 (8.39) 
 

für das Verhältnis der beiden Parameter 



P

E

 gilt: 

 

 

 
 








  

   
 

1
4 12

2

1
1

2
1

1
2

P
P E

E P
E

MM

M M
. (8.40) 

 
Die Länge der gesamten Expansionsdüse ergibt sich aus der horizontalen Koordinate für 
den Fall, dass der Punkt K mit B zusammenfällt, oder äquivalenterweise, dass P mit E 
zusammenfällt und daraus 0P  gilt: 
 

 
    

 





  

 
   

 

2

2

2sin 2

1

2sin 2

1 2sin 2 1

1

out
E

out E

R
L M

R M

. (8.41) 

 

8.3.5 Düsen-Profil (II), Bogen TDA 
 
In einer Düse kommt die ursprüngliche Strömung nicht als kegelförmig vor, so dass die 
Diskussion aus dem vorherigen Abschnitt nicht sofort verwendet werden kann. Die Be-
schleunigung der Strömung auf Schallgeschwindigkeit findet in einer Düse an einer 
zylindrischen Verengung statt, daher soll als letzter Schritt die Transformation einer 
solchen zylindersymmetrischen Strömung in eine kegelförmige Strömung betrachtet 
werden um die bisherigen Ergebnisse auf diesen Fall anwenden zu können. 
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Abbildung 8.8 Umwandlung einer zylindrischen in eine kegelförmige Strömung zur Nutzung der 
Abschätzung nach Foelsch 
 
In einer zylinderförmigen Düse erreicht eine parallel zur Düsenachse verlaufende Strö-
mung am engsten Punkt, in der Literatur als Hals oder englisch Throat bezeichnet, gera-
de die Schallgeschwindigkeit, Abbildung 8.8. Der durch (8.27) aus der Austrittsmach-
zahl EM  vorgegebene Öffnungswinkel   wird ohne Sprünge in der Kontur durch Nut-

zung eines Kreisbogenstücks TD eingestellt. Anschließend wird ein Geradenstück DA 
verwendet, um das Ende des Kreisbogens mit dem Punkt A zu verbinden und so die 
Transformation abzuschließen. Unter Nutzung der Tatsache, dass die Machzahl an der 

Engestelle der Machzahl für den Kegelradius 
  

0
1

2sin 2
out

E

R
r  entspricht und der 

Erhaltung des Massenflusses kann der Radius für diese Engstelle throatR  bestimmt wer-

den: 
 

   


  2 2 2
02 sin 2

out
throat throat

E

R
R r R  (8.42) 

 
Das Kreisbogenstück TD besitzt einen noch unbekannten Krümmungsradius curvR  und 

kann allgemein durch(8.43) ausgedrückt werden. 
 

          22 2 2 2
throat curv curv throat curv curvx y R R R y R R R x  (8.43) 

 
Die x-Koordinate wird jetzt auf die Stelle der Verengung und nicht mehr auf den An-
fang des bisher verwendeten Kegels bezogen. Am Punkt D besitzt die Tangente an den 
Kreisbogen gerade den Neigungswinkel   und es lassen sich die Koordinaten für die-
sen Punkt wie folgt angeben: 
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 

  






  

sin

1 cos

D curv

D throat curv

x R

y R R
. (8.44) 

 
Aus der Tatsache, dass am Punkt D beide Strömungen den gleichen Öffnungswinkel   
und daraus resultierend die gleiche vertikale Koordinate      0 tanD Dy x x  besit-

zen kann der Ursprung der kegelförmigen Strömung berechnet werden: 
 

 

   
 

   

 
 

   

   




  



 


 

 
      

 
 
     
 

 

0

2

1 cos
sin

tan tan tan

sin 2
tan sin cos2 2

tan 2tan

throatD
D curv

throat
curv

out
curv

E

Ry
x x R

R
R

R
R

. (8.45) 

 
Im nächsten Schritt muss der Krümmungsradius curvR  ermittelt werden. Das gerades 

Segment der Länge   zwischen den Punkten D und A dient der vollständigen Um-
wandlung in eine kegelförmige Strömung, so dass der Punkt A exakt die gleiche Ge-
schwindigkeit und Mach-Zahl wie im vorhergehenden Abschnitt besitzt. 
 

 

 

 
  

 

 
   




 

 



 

 

  



 
 





2

0

2sin 2

2sin cos2 2

sin

1 cos

sin2 sin 2

out E

D
A A

R

throat curvout
A

E

y
r r

R RR

 (8.46) 

 
Die glatte Überführung von der Engstelle zum Punkt D wird durch den Krümmungsra-
dius curvR  definiert, daraus folgt, dass die Länge   von diesem Radius skaliert wird. 

Zur Vereinfachung werden beide Größen gleichgesetzt und ermöglichen sofort die Be-
stimmung des Krümmungsradius  
 

 
 

 
   

 


   


 


cos 2 1

2 sin 2 cos 2 sin 2
Aout

curv
E

R
R  (8.47) 

 
aus (8.45) folgt: 
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 

 
   




  

  
 

  
 

 
 

0

1

cos1 1 2
tan 2 cos sin2 2

A

out

E

R
x . (8.48) 

 
Der in (8.48) bestimmte Wert muss von allen vorherigen axialen Parametern abgezogen 
werden, wenn die x-Koordinaten künftig von der Engstelle bestimmt werden sollen. 
 

8.3.6 Zusammenfassung der Prozedur für das Foelsch-Modell: 
 
In diesem Unterabschnitt wird das gesamte Procedere zur Ermittlung der Düsengeomet-
rie nochmals zusammengefasst. 
Gegeben ist die Mach-Zahl am Ausgang EM , der Adiabatenkoeffizient   und die mo-

lare Masse des verwendeten Gases molM . 

Gesucht wird das Düsenprofil, welches eine stationäre isentropische Strömung mit zy-
lindrischer Symmetrie parallel zur Düsenachse erzeugt. Dazu werden folgende Schritte 
durchgeführt: 

1. Berechnung von 

 
 







        

1
4 121 2 1

1
1 2E E

E

M
M

 und 

  
 

   
           

2 21 1 1
arctan 1 arctan 1

2 1 1E E EM M . 

2. Bestimmung des Öffnungswinkels     
1

2A E  und anschließend Suche 

nach der Mach-Zahl AM , welche zum Ausbreitungswinkel der Mach-Linie 

  
 

   
           

2 21 1 1
arctan 1 arctan 1

2 1 1A A AM M  gehört. Es gilt 

A EM M  und daraus kann 

 
 







        

1
4 121 2 1

1
1 2A A

A

M
M

 berech-

net werden. 
3. Bestimmung der Werte für den Strömungswinkel P  für jeden Punkt P ent-

lang der Kurve AE. Wobei startend am Punkt A die Mach-Zahl PM  von 

P AM M  in kleinen Schritten solange erhöht wird, bis am Ende die Machzahl 

P EM M  am Punkt E erreicht wird. Für jedes PM  wird das entsprechende 

  
 

   
           

2 21 1 1
arctan 1 arctan 1

2 1 1P P PM M  und der Strö-

mungswinkel    P P E  berechnet.  



 
Anhang  
 

Direkte Geschwindigkeitsmessung an schnellen Gasströmungen 
 durch nichtresonante Lichtstreuung 

 
137 

4. Schließlich werden die Koordinaten für den Punkt K, welcher am Profilrand 
liegt und mit dem Punkt P durch eine Mach-Kurve verbunden ist, gewonnen:  

     

    

 
           
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  

 


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    
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     


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2

2

2 2

1

2 sin sin 1 cos2

1 cos 1 sin

2 sin 2

sin 2 cos cos sin 1

K P

out E P P P

P P P

K P

out E

P P P P P

x

R M

M B

y
B

R

B M ocs

. 

5. Berechnung von 
 

 
   




  

  
 

  
 

 
 

0

1

cos1 1 2
tan 2 cos sin2 2

E

out

E

R
x  und Subtrak-

tion dieses Wertes von jedem K

out

x

R
 aus dem vorherigen Schritt. 

6. Bestimmung des Radius am Hals mittels 



1throat

out E

R

R
 

7. Bestimmung des Krümmungsradius curvR  und der Länge   welche die zy-

lindrische Strömung an der Verengung in eine kegelförmige Strömung umwan-

delt, 
 

 
   

 
   


 


cos 2 11

2 sin 2 cos 2 sin 2
Acurv

out out E

R

R R
.  

8. Berechnung der Koordinaten des Punktes D, an welchem die kreisförmige 
expandierende Verengung in das gerade Segment   übergeht: 

 
 

  






  

sin

1 cos

D curv

D throat curv

x R

y R R
.

 
9. Der Radius outR  am Düsenausgang wird aus dem injizierten Massenfluss 

gewonnen. Wenn inT  und in  jeweils die Temperatur und die Massendichte am 

Düseneingang vor der Verengung darstellen, dann gilt am Ausgang 







1
1

2

in
E

E

T
T

M
 und 

 

 


 
  

 

1 1
E

E in
in

T

T
. Die Strömungsgeschwindigkeit am 

Ausgang ist  E E E E
mol

R
c M a M T

M
 und somit kann outR  aus dem bekann-

ten Massenfluss   2
E E outm c R  bestimmt werden. 
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8.4 Herleitung der Geschwindigkeits-Temperaturverteilung eines rotati-
onssymmetrischen Plasmastrahls 

 
In diesem Abschnitt werden ausgehend von der Sahagleichung die thermodynamischen 
Eigenschaften eines Plasmas hergeleitet und anschließend zur Bestimmung des Ge-
schwindigkeits- und Temperaturprofils am Ausgang eines Plasmagenerators benutzt. 
 

8.4.1 Notation 
 
A , A  neutrales Atom, einfach ionisiertes Atom (=Ion) 

pC ; pc  Wärmekapazität bei konstantem Druck; spezifische Wärmekapazität) bei 

konstanten Druck (Wärmekapazität pro Masseneinheit) 

,A ionE   Ionisationsenergie des Atoms A  

,A kE , 
,A k

E   Energie des k -ten gebundenen Elektron-Zustand im Atom A  oder Ion 

A , gemessen vom jeweiligen Grundzustand aus (d.h., 
,A k

E   enthält 

nicht die Ionisationsenergie ,A ionE ) 

e  Ladung des Elektrons 

0  Dielektrische Permittivität des Vakuums 

F  Helmholtz freie Energie 

,A kg , 
,A k

g   Entartungsgrad des k -ten gebundenen Elektron-Zustand im Atom/Ion 

H ; h   Enthalpie; spezifische Enthalpie (Enthalpie pro Masseneinheit), 
Plancksche Konstante 

D  Debye-Länge 

refm   Referenz-Masse zur Bestimmung von spezifischen thermodynamischen 

Eigenschaften 

em , Am , 
A

m   Masse des Elektrons, des Atoms und des Ions 

eN , AN , 
A

N   Partikelanzahl von Elektronen, Atomen und Ionen 

en , An , 
A

n   Partikeldichte von Elektronen, Atomen und Ionen 

P   Druck 
p
r

; p   Impuls; Wahrscheinlichkeit 
R   radiale Längenskala, Radius des Brennerausgangs 
r   radiale Koordinate 
S   Entropie 
T , eT , hT  Temperatur, Elektronentemperatur, Temperatur der schweren Gas-

Spezies 
U   Innere Energie 
V   Volumen 
x
r

  Position, Ortsvektor 
Z   Zustandssumme (dimensionslos) 
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1e

h

T

T
    Theta-Parameter in einem Zweitemperatur-Plasma 

 

8.4.2 Einführung in die Statistische Physik 
 
Für ein klassisches System, d.h. ohne Berücksichtigung des Ausschließungsprinzips, 
aus sehr vielen Teilchen N , mit mehreren diskreten Energiezuständen kE  im Gleich-

gewicht und bei der Temperatur T  ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich ein Teilchen im 
Energiezustand kE  befindet durch die Boltzmann-Verteilung gegeben: 

 

 
 
 
 

~ exp k
k

B

E
p

k T
, (8.49) 

 
wobei Bk  erneut die Boltzmann-Konstante bezeichnet. Die Summe über alle Wahr-

scheinlichkeiten ergibt immer eins, sodass (8.49) durch einen Normierungsfaktor 1Z  

erweitert werden muss (8.50). 
 

 
 

  
 1

1
exp k

k
B

E
p

Z k T
 (8.50) 

 

Dieser Normierungsfaktor   
   

 
1 1exp ,k

Bk

E
Z Z T V

k T
 über alle möglichen Ener-

gien wird Zustandssumme eines einzigen Teilchens genannt und ist eine Funktion der 
Temperatur T  und des Volumens V . Die Volumenabhängigkeit ist durch den Konti-
nuumsanteil bedingt, da die Unschärferelation einen zum Volumen proportionalen Fak-
tor einführt. Die Entropie eines einzelnen Teilchens ist folgendermaßen definiert: 
 

 

     

 

   



  
   

 
  
  

 
 
 

 




1 1
1

1

1

exp
ln ln

exp

ln
exp

k B k
B k k B

Bk k

k
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k B k
k

E k T E
S k p p k Z
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E
E k T

k T
k Z p

E k T

. (8.51) 

 
Die in (8.51) eingeführte Definition der Entropie kann zur Beschreibung der inneren 
Energie U und dem daraus ableitbaren Helmholtzpotential benutzt werden, beides sind 
thermodynamische Potentiale. 
Die innere Energie U  ist von der Entropie S  und dem Volumen V abhängig, vgl. (5.6), 

d.h. 
 

   
 V S

U U
dU TdS pdV dS dV

S V
. Die partielle Ableitung nach der Entro-
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pie wurde für konstantes Volumen 
V

 und die partielle Ableitung nach dem Volumen 

wurde für konstante Entropie 
S

 durchgeführt. Das Helmholtzpotential, oder auch 

helmholtzsche freie Energie F  ist von der Temperatur und dem Volumen abhängig 

     dF d U TS SdT pdV , wobei die Entropie 


 
 V

F
S

T
 proportional zur par-

tiellen Ableitung des Helmholtzpotentials nach der Temperatur bei konstantem Volu-
men ist. Alle thermodynamischen Eigenschaften im Gleichgewicht können aus der fol-
genden Beziehung für das Helmholtzpotential hergeleitet werden: 
 
   1 1lnBF k T Z . (8.52) 

 
Um dies zu beweisen soll (8.52) partiell nach der Temperatur abgeleitet und mit -1 mul-
tipliziert werden: 
 

 

  
  
 
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1 1
1

1

1
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B B
V V

k k

B Bk k
B

Bk k

Bk

F Z
k Z k T

T Z T

E E

k T k TE
k

k T E

k T

, (8.53) 

 
dieser Ausdruck entspricht der Entropie eines einzelnen Teilchens in (8.51). Für die 
innere Energie (8.54) kann die Definition als Erwartungswert der verschiedenen durch 
das Teilchen annehmbaren Energiewerte beschrieben werden. 
 

 

 

 


   




1 1 1

exp

exp

k k B
k

k k
k B k

k

E E k T

U F TS E p
E k T

 (8.54) 

 
Im Folgenden soll die Betrachtung auf ein System mit sehr vielen N unabhängigen und 
ununterscheidbaren Teilchen erweitert werden. In die Zustandssumme des gesamten 

Systems (8.55) fließen aufgrund der Unabhängigkeit der Teilchen alle  1
N

Z  einzelnen 

Zustandssummen und wegen der Ununterscheidbarkeit der Teilchen der Faktor 
1

!N
 ein. 

 

 
 

  1

!

N

total
Z

Z Z
N

 (8.55) 
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Für eine große Anzahl N7 an Teilchen kann der Logarithmus wie folgt angenähert wer-
den: 
 

        
  

1ln ln 1
Z

Z N
N

. (8.56) 

 
Die Systemzustandssumme (8.55) und der zugehörige Logarithmus (8.56), sind Funkti-
onen der Temperatur T , des Volumens V  und der Teilchenanzahl N , daraus kann die 

Definition der Entropie S  eines aus N  Teilchen bestehenden Systems  
 

 

 

   
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    
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   
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 


1 ln 1

exp exp

ln
exp

B

k
k B k B

Bk k
B

k B
k

S NS k N N

E
E k T E k T

k T
k N

N E k T

 (8.57) 

 
hergeleitet werden. Aufgrund der Ununterscheidbarkeit der Teilchen enthält die Ge-
samtentropie im Gegensatz zur Entropie eines einzelnen Teilchens einen Mischanteil 

 ln 1Bk N N  8. Diese Definition der Gesamtentropie eines Systems ist konsistent mit 

jenen, bereits für die Entropie eines einzelnen Teilchens betrachteten, thermodynami-
schen Potentialen innere Energie und helmholtzsche freie Energie. Die innere Energie 

  dU TdS pdV dN  eines Systems aus N  Teilchen und mit einem chemischen 
Potential   kann durch: 
 

         
  , , ,V N S N S V

U U U
dU TdS pdV dN dS dV dN

S V N
 (8.58) 

 
angegeben werden. Analog zur Diskussion des Helmholtzpotentials eines einzelnen 
Teilchens kann dieses ebenfalls für ein System aus N  Teilchen betrachtet werden:  
 
        dF d U TS SdT pdV dN . (8.59) 

 
Aus (8.59) können erneut alle thermodynamischen Eigenschaften im Gleichgewicht 
hergeleitet werden: 

                                                 

7  
 sehr groß  sehr groß

1
1 1

ln ! ln ln ln ln 1 ln
NN N N

N

k

N k xdx x x x N N N N N N


          . 

8 Dieser Mischungsterm stammt aus ln ! lnN N N N   und gilt nur für ein großes N ; eine 

bessere Nährung für ln !N  wenn N  nicht so groß ist, wäre ln ! ln 1N N N N   . In diesem 

Fall wäre die Entropie eines Systems  1 ln 1BS NS k N N   , welche sich für ein einzelnes 

Teilchen auf 1S  reduziert. 
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                     
1

1ln ln 1 ln 1B B B
Z

F k T Z k TN NF Nk T N
N

, (8.60) 

 
wobei 1F  das Helmholtzpotential eines einzelnen Teilchens beschreibt. Die negative 

partielle Ableitung des Helmholtzpotentials liefert die Entropie des Gesamtsystems 
(8.61). 
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 (8.61) 

 
Aus dieser Gleichung kann erneut die innere Energie des Gesamtsystems, als Erwar-
tungswert der verschiedenen möglichen Energiewerte der N  Teilchen, bestimmt wer-
den (8.62). 
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 (8.62) 

 
Eine Vereinfachung der obigen Betrachtung kann erfolgen, wenn mehrerer Zustände 

kg  die gleiche Energie kE  besitzen. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein 1-Teilchen-

Energiezustand belegt ist, wird dann durch:  
 

 
 

  
 1

1
exp k

k k
B

E
p g

Z k T
 (8.63) 

 
beschrieben, wobei für   1 expk k B

k

Z g E k T  gilt. Diese Vereinfachung wird Ent-

artung genannt und im Folgenden soll gelten, dass alle betrachteten Energiezustände 
unterschiedlich zueinander sind. Der Entartungsgrad beschreibt dann die Wiederholung 
der gleichen Energie mit welchem ein Elektron in einem Atom oder Ion gebunden ist. 
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8.4.3 Saha-Gleichung 
 
Die hier durchgeführte Betrachtung der Sahagleichung lehnt sich an [84] an. Die Zu-
standssumme eines einzigen Teilchens 1 1 , 1 ,A A frei A inZ Z Z  besteht aus einem Beitrag 

der freien Bewegung 1AfreiZ  (charakterisiert durch eine kontinuierliche Verteilung der 

Energiewerte) und einem Beitrag aus den gebundenen Zuständen 1 ,A inZ  (charakterisiert 

durch diskrete Energiewerte). Im Folgenden wird angenommen, dass beide Beiträge 
unabhängig voneinander sind, woraus die Zustandssumme AZ  für ein System aus AN  

ununterscheidbaren Teilchen hergeleitet wird: 
 

 
 

  1 , 1 ,1

! !

ANN
A frei A inA

A
A A

Z ZZ
Z

N N
. (8.64) 

 
Für den Anteil der freien Bewegung wird nur die kinetische Energie der Teilchen be-
trachtet, wobei Am  die Masse, 

r
p  der Impulsvektor und AT  die Temperatur der Teil-

chen darstellen, (8.65).  
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,
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~ exp
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p
Z d pd x

k T m
 (8.65) 

 
Für ein Volumen V  kann aus der heisenbergschen Unschärferelation  
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. (8.66) 

 
hergeleitet werden. Der zweite Beitrag ist die Summe über alle möglichen Entartungs-
grade ,A kg  der diskreten Energieniveaus ,A kE , (8.67). 
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Die Betrachtung erfolgt in analoger Weise für Elektronen und Ionen, wobei der Beitrag 
der freien Bewegung der Elektronen 1 , 2e freiZ  aus dem Elektronenspin herrührt. Die 

Belegung der gebundenen Zustände soll hauptsächlich durch die Elektronentemperatur 

eT  der freien Elektronen kontrolliert werden, d.h. unabhängig von der Temperatur AT  

der freien Bewegung der schweren Teilchen. Aus diesen Überlegungen kann die gesam-
te Zustandssumme für ein, aus Elektronen e , nicht ionisierten Atomen A  und einfach 

ionisierten Atomen A  bestehendes, Plasma durch (8.68) angegeben werden. 
 

 
      

 



 1 , 1 ,1 , 1 , 1 , 1 ,

! ! !

e A A
NN N

A frei A ine frei e in A frei A in

e A A

Z ZZ Z Z Z
Z

N N N
 (8.68) 

 
Der Anteil der gebundenen Elektronen der einfach ionisierten Atome wird durch: 
 

 


 

   
     

  
 , ,

1 , , exp expA k A ion
A in A k

B e B ek

E E
Z g

k T k T
 (8.69) 

 
beschrieben. In (8.69) beschreibt ,A ionE  die Ionisationsenergie der Atome, wenn die 

diskreten Energiezustände ,A kE  vom Grundzustand des ionisierten Atoms und nicht 

vom Grundzustand des nicht ionisierten Atoms gemessen wird. Im Allgemeinen sind 
die betrachteten Plasmen Zwei-Temperatursysteme. Die Temperatur  h A AT T T  

beschreibt die mittlere kinetische Energie der schweren Teilchen (Atome und Ionen) 
und kontrolliert den freien Anteil der Atome und Ionen innerhalb der Zustandssumme. 
Die Temperatur der freien Elektronen eT  beschreibt analog die mittlere kinetische 

Energie der durch die Ionisation freigesetzten Elektronen und kontrolliert den freien 
Anteil der Elektronen innerhalb der Zustandssumme. Unter der Annahme, dass die An-
regung der gebundenen Elektronen in den Atomen und Ionen hauptsächlich aus die 
Stoßwechselwirkung der freien Elektronen mit den Atomen und Ionen resultiert, folgt, 
dass die Elektronentemperatur auch den diskreten Anteil der Zustandssumme der Ato-
me und Ionen kontrolliert. Der Quotient aus Elektronen- und Schwerteilchentemperatur 

wird Theta-Faktor   e

h

T

T
 genannt. Aufgrund der großen Massendifferenzen zwischen 

den freien Elektronen und den Atomen/Ionen wird bei der Stoßwechselwirkung nur ein 
sehr kleiner Teil des Impulses von den Elektronen an die schweren Partikel übertragen, 
sodass die mittlere kinetische Energie, also die Temperatur der Elektronen im Allge-
meinen größer als die der schweren Teilchen ist. 
Für ein System mit einer sehr hohen Anzahl an Partikeln ist die Zeit bis zum Erreichen 
eines Gleichgewichtszustandes aufgrund der Wechselwirkung der Teilchen untereinen-
der sehr klein. Der Gleichgewichtszustand ist erreicht, wenn die Zustandssumme (8.70) 
trotz einer weiteren Ionisation konstant bleibt.  
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 (8.70) 

 
Für diese weitere Ionisation        , , 1, 1, 1e A e AA AN N N N N N  ergibt sich  
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oder äquivalenterweise (mit eN , AN  und 

A
N   sehr groß) 
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 (8.72) 

  
Die Anzahl der jeweiligen Teilchenarten werden durch die zugehörigen Teilchendichten 

 e
e

Nn V ,  A
A

Nn V  und 


  A
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N
n V  ersetzt. Aufgrund der sehr geringen Elekt-

ronenmasse kann die Vereinfachung    A e AAm m m m  eingeführt werden. Die 

daraus resultierende Gleichung (8.73) wird als Sahagleichung oder auch Sahafaktor 
bezeichnet werden.  
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8.4.4 Ionisierungsgrad eines Plasmas im Gleichgewicht 
 
Für ein Plasma im Gleichgewichtszustand und bei vorgegebenem Druck p  sollen die 

drei Teilchendichten der Elektronen en , der Atomen An  und der einfach ionisierten 

Atomen An  bestimmt werden. Aufgrund des bekannten Gesamtdrucks existieren drei 

Gleichungen zur Berechnung dieser Dichten: 
 

 Die Gleichung für ein ideales Gas 
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 die Quasineutralität e An n  und 

 die oben diskutierte Sahagleichung 
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Daraus resultiert eine quadratische Gleichung für die Elektronendichte 
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 (8.74) 

 
mit der Lösung 
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Wenn die Elektronendichte (und somit auch die Ionendichte) hoch ist, wird die Ionisati-
onsenergie ,A ionE  aufgrund der Wechselwirkung der außerhalb des Atoms liegenden 

freien Ladungen (Elektronen & Ionen) mit den im Atom gebundenen Elektronen effek-
tiv leicht verringert: 
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Wobei 
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 die Debye-Länge für das Plasma aus Elektronen und 

einfach ionisierten Atomen beschreibt. Aufgrund der Abhängigkeit der Debye-Länge 
von den Elektronen- und Ionendichten müssen die Dichten durch ein iteratives Vorge-
hen gefunden werden. In einem ersten Schritt wird der Sahafaktor mit der ursprüngli-
chen Ionisationsenergie bestimmt und die resultierenden Dichten berechnet. Mit diesen 
Dichten wird im zweiten Schritt ein neuer Sahafaktor ermittelt, welcher zur Bestim-
mung neuer Dichten benutzt wird. Die Berechnung eines korrigierten Sahafaktors und 
der daraus resultierenden neuen Dichten wird bis zum Erreichen eines vorher vorgege-
benen Konvergenzkriteriums zwischen zwei Berechnungsschritten wiederholt. Diese 
Vorgehensweise führt meist nach drei bis vier Schritten zu einem zufrieden stellenden 
Ergebnis.  
 

8.4.5 Thermodynamische Eigenschaften (I): Entropie und Enthalpie 
 
Wenn die Partikeldichten und die jeweiligen Zustandssummen berechnet sind, können 
die thermodynamischen Potentiale hergeleitet werden, wobei die mathematische Bezie-

hung     
  

ln ! ln
N sehr groß

N N N N  häufig Verwendung findet. 

 
Helmholtzpotential F : 

 Für Elektronen: 
 

 

 





 
  
 
 
             
             

1 , 1 ,

3
2

2

3
2

2

ln
!

2
ln 2 1

2 1
ln 2 1

eN
e frei e in

e B e
e

e B e
B e e

e

e B e
B e e

e

Z Z
F k T

N

m k T V
k T N

Nh

m k T
k T N

nh

 (8.77) 

 
 Für nicht ionisierte Atome 
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 Für einfach ionisierte Atome (=Ionen) 
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Entropie: S  Dabei wird 
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verwendet. 
 Für Elektronen 
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 Für nicht ionisierte Atome 
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Bei der Ableitung im letzten Term ist die Bedingung „bei konstantem Volumen 
und Partikelanzahl“ nicht mehr notwendig, da die die Zustandssumme der Elekt-
ronen eines Atoms vom Volumen und der Partikelanzahl unabhängig ist (solan-
ge die Anzahl nicht zu groß wird und das quantenmechanische Ausschließungs-
prinzip keine Rolle spielt). 
Die Ableitung nach der Temperatur der schweren Partikel kann auch als Ablei-

tung nach der Elektronentemperatur umgeschrieben werden: 
 


 h e

h e

T T
T T

, 

mit   e

h

T

T
. Und somit gilt für die Entropie der nicht ionisierten Atome 

 

 


 
 
 

                 
 
 
 

 
 
 







, ,

3
2 ,

,2

, ,
,

,
,

 . -
        

25 1
ln exp

2

exp

exp

A A

A A
A

h hV N V n

A kA B h
B A A k

A B ek

A k A k
A k

B e B ek

A k
A k

B ealle geb Elektron
Zustände k

F F
S

T T

Em k T
k N g

n k Th

E E
g

k T k T

E
g

k T

 (8.82) 

 
 Für einfach ionisierte Atome (=Ionen) 
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da die Zustandssumme des einfach ionisierten Ions bereits den Faktor mit der 
Ionisationsenergie enthält: 
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Ein Mischterm zwischen A  und A  tritt trotz der gleichen Temperatur hT  nicht 

auf, da die Teilchenarten unterschiedliche und somit unabhängig sind. 
 
Innere Energie U F TS  : 

 Für Elektronen 
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 Für nicht ionisierte Atome 
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 Für einfach ionisierte Atome (=Ionen) 
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Enthalpie  H U PV : 

 Für Elektronen 
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 Für nicht ionisierte Atome 
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 (8.88) 

 
 Für einfach ionisierte Atome (=Ionen) 
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 (8.89) 

 

8.4.6 Thermodynamische Eigenschaften (II): Wärmekapazität bei konstan-
tem Druck 

 
Die Wärmekapazität bei konstantem Druck ist die Änderung der vom System aufge-
nommenen Wärme mit der Temperatur bei konstantem Druck. Da die aufgenommene 
Wärme dQ  mit der Entropie-Änderung dS  durch die Beziehung dQ TdS  korreliert 

ist, gilt für die Wärmekapazität 
  

 
 

A Ae
p

e hp p

Q QQ
C

T T
 die folgende Beziehung 

 

 
        

  
  

A e AA Ae
p e h e

e h ep p p

S S S S SS
C T T T

T T T
. (8.90) 

 
Es ist zu bemerken, dass diese Ableitung nicht bei einer konstanten Teilchenanzahl be-
rechnet wird!  
Wenn die Saha-Gleichung bei einem vorgegebenen Druck und für unterschiedlich viele 
Elektronentemperaturen in regelmäßigen Temperatur-Schritten gelöst worden ist, kann 
die Ableitung in der Wärmekapazität numerisch gefunden werden9: 
 

                       
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oder 
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 (8.92) 

 

                                                 
9 Aus der Taylor-Reihenentwicklung  
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8.4.7 Gesamte Prozedur zur Bestimmung der thermodynamischen Eigen-
schaften 

 
Zur Bestimmung der thermodynamischen Eigenschaften des Plasmas kann folgende 
Prozedur angewendet werden: 
 

 Berechnung der Partikeldichten aus der Saha-Gleichung für einen vorgegebenen 
(konstanten) Druck p , einen konstanten Theta-Parameter /e hT T   und für ei-

ne ganze Reihe an unterschiedlich Elektronentemperaturen eT  in kleinen Tempe-

ratur-Schritten eT . 
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wobei der Saha-Faktor durch  
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gegeben ist. 
 

 Wahl einer beliebigen Referenzmasse refm , aus der die Teilchenanzahl gewon-

nen wird: 

 


 

ref
e e
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m
N n

n m n m n m
 

 
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,    

 
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e e A A A A

m
N n

n m n m n m
 

Da die Masse des Elektrons, verglichen mit der Masse des Atoms/Ions, vernach-
lässigbar ist, bedeutet eine konstante Referenzmasse auch eine konstante Anzahl 
an schweren Teilchen:   ref A A A Am N m N m . 

 
 Bestimmung der Massendichte 

    e e A A A An m n m n m  

 Bestimmung der Enthalpien für die drei verschiedenen Teilchensorten 
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 Berechnung der Entropien für die drei verschiedenen Teilchensorten 
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 Aus den Entropien wird die gesamte Wärmekapazität bei konstantem Druck ge-
wonnen 

    
         
    
 

A AA Ae e
p e h e

e h e ep pp p

S S S SS S
C T T T

T T T T
, 

wobei die Ableitungen erneut numerisch berechnet werden da alle Werte von 

  , , ee A AS S T  bei gleichem vorgegebenem Druck bestimmt wurden. 
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 Die spezifische Enthalpie h  und die spezifische Wärmekapazität Pc  werden aus 

den jeweiligen Quotienten mit der Referenzmasse: 
ref

H
h

m
 und  p

p
ref

C
c

m
 

ermittelt. 
 

8.4.8 Temperatur- und Geschwindigkeitsprofil am Generatorausgang 
 
Aus diesen Vorbetrachtungen soll für einen typischen Einlichtbogenplasmagenerator 
das Geschwindigkeits- und Temperaturprofil berechnet werden.  
Die typische axialsymmetrische Strömung eines solchen Systems führt dazu, dass alle 
Größen ausschließlich von der radialen Koordinate r  abhängig sind, Der Radius am 
Düsenausgang wird mit R  bezeichnet und das Temperatur- und Geschwindigkeitsprofil 
an diesem Ort kann durch den folgenden Ansatz beschrieben werden [120]: 
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0 01
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r
T r T T T

R

r
v r v

R

, (8.93) 

 
wobei 0T  Umgebungstemperatur (300K) und  ,c cT v  die (maximale) Temperatur und 

Geschwindigkeit in der Mitte der axialsymmetrischen Strömung darstellen. Die Expo-
nenten ,n m  dienen zur Beschreibung der lateralen Abnahme im radialen Profi, für gro-
ße Exponenten ergibt sich ein flaches Profil, d.h. die Strömung wird turbulent. In einer 
solchen turbulenten Strömung werden Temperatur und Geschwindigkeit über dem Pro-
fil kaum merklich verändert, da die jeweiligen Transportkoeffizienten Wärmeleitfähig-
keit und Viskosität zu keiner merklichen Abnahme führen. Für eine laminare Strömung 
gilt , 2n m , während die turbulente Strömung durch , 6n m   beschrieben wird. 
Im Folgenden sollen die Werte der zentralen Temperatur und Geschwindigkeit in der 
axialsymmetrischen Plasmaströmung bestimmt werden, wenn für vorgegebene ,n m  die 
folgenden Größen bekannt sind: 

 Die effektive Leistung effW  im Generator, d.h., die elektrische Leistung ohne 

die abgegebene Wärme an die Wasserkühlung des Systems  
 Der Massenfluss m , welcher in den Generator injiziert wird. 

Der Massenfluss m  ist das Integral über den Ausgangquerschnitt von pv , mit   der 
Massendichte und v  der lokalen Gasgeschwindigkeit 
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c
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Die effektive Leistung ist die notwendige Energie pro Zeit, welche in die Strömung in-
jiziert werden muss, um die anfängliche Leistung der kalten Strömung  0mhT  auf die 

Temperatur- und Geschwindigkeitsverteilung am Ausgang zu erhöhen. Diese Energie 
führt einerseits zu einer Erhöhung des Enthalpie-Inhalts, wobei vh  der Fluss an Ener-
gie pro Zeit und Fläche ist, und andererseits zu einer Zunahme der kinetischer Energie, 

mit 
2

2

v
v  dem entsprechenden Fluss 
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 (8.95) 

 
Mit der Definition der folgenden drei nur von der Temperatur T  nicht aber von der 
Geschwindigkeit cv abhängigen Parametern: 
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 (8.96) 

 
kann nun die Gleichung (8.95) folgendermaßen umformuliert werden 
 

          
 

 
 

      
 
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W mh T T T
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 (8.97) 

 
Zur Lösung dieser Gleichung wird folgende Prozedur angewendet:  

Bei einem vorgegebenen Theta-Parameter   e

h

T

T
 werden die Partikeldichten für eine 

ganze Reihe an Elektronentemperaturen innerhalb eines Bereichs zwischen 1000K und 
20000K berechnet. Daraus wird die jeweilige Massendichte 

          e e A A A AA A AT n m n m n m m n n  und die entsprechende spezifische 

Enthalpie  h T  des Gases bestimmt. Für die vorgegebene Exponenten ,n m  und für 

jede mögliche Temperatur cT  werden die drei Koeffizienten  m cT ,  h cT  und 
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 k cT  berechnet, daraus kann die Temperatur cT  bestimmt werden, welche Gleichung 

(8.97) für die eingesetzte effektive Leistung erfüllt. Sobald die Temperatur cT  gefunden 

worden ist, kann aus dieser die Geschwindigkeit unter Verwendung von (8.94) berech-
net werden: 
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
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c
m c
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v

T
 (8.98) 
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8.5 Die spektrale Verteilung des Thomsonspektrums 
 
Der Formfaktor  ,TS k  setzt sich aus der Wechselwirkung der freien Elektronen un-

tereinander und der Wechselwirkung der freien Elektronen mit den Ionen zusammen.  
 
    ( , ) ( , ) ( , )T e iS k S k S k  (8.99) 

 
Unter Vernachlässigung von Stoßeffekten, der Annahme von Maxwellverteilten Ge-
schwindigkeiten der Ladungsträger und für nicht relativistische Plasmen 0 1a c , 

wobei 
2 B e

e

k T
a

m
 die thermische Geschwindigkeit der Elektronen darstellt, können 

die Anteile der spektrale Verteilungsfunktion wie folgt dargestellt werden [82]: 
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 (8.100) 
 

Die Kreisfrequenz   wird jeweils auf 



   
 0

4
sin

2
k  und die thermischen Geschwin-

digkeiten der Elektronen 
2 B e

e

k T
a

m
 und Ionen 

2 B i

i

k T
b

m
bezogen (8.101). 

 

 









e

i

x
ka

x
kb

 (8.101) 

 
Das Quadrat des Betrages der longitudinal dielectric function kann durch folgende Glei-
chung angegeben werden: 
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. (8.102) 

 
Der Verlauf der verwendeten  Plasmadispersionsfunktion 

           2 2 2

0

1 2 exp exp exp
x

w x x x p dp jx x  muss numerisch berechnet 

werden und ist in Abbildung 8.9 dargestellt. Aufgrund der Vernachlässigung von Stoß-
effekten sind ,e ix  reell. 

 

 

Abbildung 8.9 Verlauf des Real- und Imaginärteils der Plasmadispersionsfunktion für reelle 
normierte Kreisfrequenzen 
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8.6 Theorie des Fizeauinterferometers 
 
Zur Bestimmung des Interferenzmusters werden in einem Punkt P auf der Beobach-
tungsebene C die Amplituden aller zu betrachtenden Wellenfronten berechnet und pha-
senrichtig addiert. Im Folgenden werden die Zusammenhänge am Interferometer herge-
leitet und die Vorgehensweise zur Bestimmung der Beiträge der verschiedenen Wellen-
fronten an jedem Punkt beschrieben. Als Bezugsphase wird die Phase beim Auftreffen 
auf die vordere Platte A gewählt.  
 

 
Abbildung 8.10 Darstellung des prinzipiellen Aufbaues eines Fizeauinterferometers 
 
Die am Punkt 0O  reflektierte Welle legt bis zum Punkt 1O  den Weg 1 1I IIId d   zu-

rück. Durch die geometrischen Verhältnisse ergibt sich für das erste Teilstück 
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wobei 0d  den kürzesten Abstand zwischen dem Punkt 0O  und der ersten optischen 

Platte bezeichnet. Unter Verwendung der Hilfsgröße 1 IId   (8.104), welche mittels Si-

nussatz zugänglich ist, kann das zweite Teilstück ebenfalls mit dem Sinussatz bestimmt 
werden (8.105).  
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Daraus ergibt sich ein Zusammenhang für den gesamten Weg, welchen der am Punkt 

0O  reflektierte Wellenzug bis zum Punkt 1O  zurücklegt: 
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Die Anzahl der Reflexionen, die ein Wellenzug zwischen dem Eintritt und dem Austritt 
an einem Punkt 1nO   erfährt ist immer gerade, die Summe zweier Phasensprünge ergibt 

2  weswegen die Phasensprünge bei der Reflexion nicht berücksichtigt werden müs-
sen. Am Punkt 2O  finden erneut sowohl Reflexion als auch Transmission statt, für die 

Berechnung der Phase des erneut reflektierten Anteils des Wellenzuges muss der Weg 

2 2I IIId d   bestimmt werden. Dies geschieht in analoger Weise, allerdings wird eine 

weitere Hilfsgröße    
 1 1 0

cos
cos 2

cos 3IIId d d
 
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

 benötigt. Aus diesen 

Überlegungen lässt sich der gesamte Weg zwischen den Punkten 0O  und 1nO  , den ein 

Wellenzug innerhalb des Interferometers als Summe über alle n Durchläufe zurück legt, 
beschreiben: 
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 (8.107) 
 
Zur vollständigen Bestimmung der Phase des Wellenzuges am Punkt nP  sind zwei wei-

tere Einflüsse zu betrachten. Der Weg, welchen der Wellenzug zwischen dem Punkt 

1nO   und dem Punkt nP  zurücklegt und die Phase des Wellenzuges unmittelbar vor 

dem Punkt 0O . Abbildung 8.11 zeigt die grundlegenden geometrischen Verhältnisse am 

Ausgang des Interferometers, wobei die dielektrische Grenzschicht als unendlich dünn 
angenommen und das Trägersubstrat vernachlässigt wurde. Für den schrägen Einfall 
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einer EMW auf eine dielektrische Grenzschicht hängt der Reflexionsfaktor an dieser 
Grenzschicht sowohl von der Polarisation der einfallenden EMW als auch vom Ein-
fallswinkel der Welle auf die Grenzschicht ab. Der Winkel zwischen dem Pointingvek-
tor der einfallenden EMW und der Normalen der Grenzschicht wird mit 1  und der 

Winkel zwischen dem Pointingvektor der transmittierten Welle und der Normalen als 

2  bezeichnet. Für beide Winkel und unter der Annahme, dass die Verluste zu vernach-

lässigen sind, ergibt sich [70]: 
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 (8.108) 

 
In dieser Gleichung repräsentieren r  die relativen Permabilitätszahlen und r  die rela-

tiven Permittivitätszahlen der beiden Medien. Aufgrund der gewählten Geometrie des 
Experimentes ist nur die vertikale Polarisation bezüglich der dielektrischen Grenz-
schicht möglich. 
 

 
Da sowohl der Einfallswinkel, der zu untersuchenden EMW gegenüber der Normalen 
der ersten optischen Platte, 0   als auch der Verkippungswinkel, der hinteren opti-
schen Platte,   0.01  sehr klein sind und die Anzahl der zur Berechnung des Interfe-
renzmusters notwendigen Wellenzüge mit N=20 abgeschätzt werden kann, ist eine Än-
derung des Reflexionsfaktors aufgrund der Änderung des Einfallswinkels bei der Be-
rechnung des Interferenzmusters zu vernachlässigen. Aus den bisherigen Überlegungen 
kann der Weg zwischen dem Punkt 0O  und dem Punkt 1P  für den einmal das Interfe-

rometer durchlaufenden Wellenzug mit  
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Abbildung 8.11 Darstellung des Austrittes eines Wellenzuges aus einem Fizeau Interferometer 
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angegeben werden. Aus dieser Gleichung lässt sich für den Weg nd  zwischen den 

Punkten 1nO   und nP  ableiten: 

 

 
 

 
  

 
   

 
       

0
cos1

cos 2 cos 2 1nd AC d
n n

. (8.110) 

 
Zur Bestimmung der Phase unmittelbar vor dem Punkt 0O  ist zunächst die Verschie-

bung des Wellenzuges in y-Richtung zwischen dem Punkt 0O  und dem Punkt nP  zu 

bestimmen. Die gesamte horizontale Verschiebung in y-Richtung zwischen den Punkten 

0O  und 2P  ergibt sich aus der Summe  1 0 tan 2Iy d     , 
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. Allgemein kann die Verschiebung in-

nerhalb des Interferometers in y-Richtung durch (8.111) zusammengefasst werden. 
 

             
   

  
            
_ 0

1

1 1
cos tan 2

cos 2 1 cos 2 1

n

n in
i

y d i
i i

 (8.111) 
 
Für die Verschiebung außerhalb ergibt sich: 
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Der in allen Formeln gewählte Abstand 0d  ist eine Funktion der y-Koordinate iny  des 

Ortes 0O  und des minimalen Abstandes *
0d  (8.113) 

 

   0 0 tanind d y  (8.113) 

 
Zur Bestimmung dieses Ortes wird ausgehend von der y-Koordinate ,n jetzty  des Ortes 

nP  die Verschiebung in y-Richtung gemäß (8.111) & (8.112) ermittelt und von dieser 

Koordinate abgezogen. Zur Bestimmung des Interferenzmusters einer gestreuten EMW 
mit einer Temperatur T werden die Interferenzmuster für verschiedene Wellenlängen 
einzeln berechnet und anschließend mit der angenommenen Verteilung des Spektrums 
gewichtet phasenrichtig aufaddiert. In Abbildung 8.12 ist der Gaußförmiger Verlauf des 
Spektrums über der Änderung der Wellenlänge   für T=300K (blau) dargestellt. Zur 
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Ermittlung der einzelnen Wellenlängen wird diese Gaußförmige Verteilung in M äqui-
distante Wellenlängenintervalle unterteilt (rot). 
 

 
Abbildung 8.13 zeigt den Einfluss der Temperatur auf die Breite und maximal Amplitu-
de des gestreuten Spektrums für T=300K (blau) und T=1000K (rot). 
 

 
 

Abbildung 8.13 Darstellung des Einflusses der Temperatur des betrachteten Gases auf die Breite 
des zu erwartenden Gaußförmigen Spektrums T=300K (blau) und T=1000K (rot) bei gleicher 
Strahlungsleistung 
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Abbildung 8.12 Darstellung der Ermittlung der Wellenlängenintervalle zur Berechnung des resul-
tierenden Interferenzmusters 
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Die Verteilung der Strahlungsleistung wird maßgeblich durch die thermische Ge-
schwindigkeit der Streuzentren bedingt. Beide Kurven repräsentieren die gleiche Strah-
lungsleistung. Die Berechnung des Interferenzmusters auf der Beobachtungsebene C 
hängt ebenfalls von der Orientierung dieser Ebene zum jeweiligen einfallenden Wellen-
zug ab, aus diesem Grund muss vor Berechnung der gesamt Amplitude diese Orientie-
rung berücksichtigt werden, Abbildung 8.14 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Abbildung 8.14 Darstellung des Zusammenhanges der Orientierung des E-Feldvektors gegenüber 
der Beobachtungsebene 
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